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TRAITÉ 
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TROISIÈME  PARTIE 

DYNAMIQUE 

INTRODUCTION.  -   OtFINITIOH   01  LA   MAaSE. 

i.  Nous  avons  établi  au  commencement  de  la  statique 
tes  trois  principes  sur  lesquels  repose  la  dynamique,  et  des- 
quels on  peut  tirer  par  le  raisonnement  toutes  les  lois  géné- 
rales du  mouvement  des  systèmes  matériels.  Ces  trois  prin- 
cipes sont  : 

1*  Le  principe  de  rtnertie,  en  vertu  duquel  an  point  maté- 
riel ne  peut  de  lui-même  sortir  du  repos,  s'il  est  en  repos,  ni 
modifier  la  direction  ou  la  vitesse  de  son  mouvement,  s*il  est 
animé  d'un  certain  mouvement  dans  l'espace.  Ce  premier 
principe  conduit  à  la  définition  du  mot  force;  or  on  a  dé- 
montré en  cinématique  (I,  g  91)  que  le  mouvement  réel 
d'un  point  mobile,  pendant  un  temps  dt  très  court,  peut  être 
décomposé  en  deux  mouvements  rectilignes  simultanés,  l'un 
uniforme,  et  s'efTectuant  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
avec  la  vitesse  v  que  possède  le  mobile  au  commencement  de 
ce  temps  dt;  l'autre  uniFoiinément  varié  et  ramenant,  avec 
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unecertaine  accélération  totale;, le  mobile  de  la  position  fic- 
tive qu'on  lui  attribue  sur  la  tangente,  à  sa  position  vraie  sut 
la  Irajecloirc;  le  premier  mouvement  est  le  résultat  delà  loi 
de  t'inerlie;  le  second  est  dû  à  l'intervention  d'une  Torce; 
l'accélération  j  peut  être  prise  pour  la  mesure  de  cette  force, 
k  laquelle  on  attribue  pour  direction  la  direction  même  de 
cette  accélération. 

3°  Le  principe  de  ïiadépendanee  deleffet  da  força  les  unes 
à  l'égard  des  autres,  et  de  toutes  à  l'égard  du  mouvement 
antérieurement  acquis.  De  ce  principe  on  déduit  une  règle 
pour  déterminer  l'eiTet  produit  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement par  l'application  simultanée  d'un  nombre  quelcon- 
que de  forces  données,  connaissant  les  effets  partiels  de  cha- 
cune de  ces  forces  sur  le  point  matériel  partant  du  repos.  La 
règle  du  poUjgone  des  forces  est  un  corollaire  de  ce  second 
principe.  La  proportionnalité  déjà  admise  entre  les  forces  et 
les  accélérations  correspondantes  en  est  aussi  une  applica- 
tion :  car  si  la  force  /'appliquée  à  un  point  M  produit  une  ac- 
célération f,  n  forces  égales  à  f,  appliquées  i  ce  point  suivant 
une  même  direction,  lui  imprimeront  chacune  une  accéléra- 
tion j,  et  ces  n  accélérations  j  se  composeront  en  une  seule, 
égale  6  leur  somme,  ou  à  nj,  laquelle  accélération  résulterait 
de  la  force  nf. 

5*  Enfin,  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  delà  réaction. 
Ce  principe  groupe  deux  à  deux  toutes  les  forces  de  la  nature 
en  leur  assignant  dans  chaque  groupe  des  intensités  égales, 
cl  des  sens  opposés  suivant  une  seule  et  même  direction.  Ap- 
pliqué à  un  système  en  particulier,  le  troisième  principe  per- 
met de  partager  les  forces  en  deux  grandes  classes,  les  forces 
extérieures  et  les  forces  intérieures  ;  celles-ci  sont  égales  et  op- 
posées deux  à  deux. 

Nous  développerons  dans  ce  volume  tes  conséquences  de  ces 
trois  principes  relativement  au  mouvement,  de  même  que  dans 
notre  tome  II  nous  en  avons  fait  ressortir  les  conséquences 
au  point  de  vue  de  l'équilibre.  Nous  verrons  que,  si  la  statique 
rentre  comme  cas  particulier  dans  la  dynamique  (fl,  gè). 
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la  dynamique  peut  à  son  tour  être  ramenée  è  la  statique  par 
l'introduction  dans  les  calculs  et  les  raisonnements  de  cer- 
taines grandeursqu'on  peut  assimiler  àdes  forces,  et  qui  satis- 
font sur  le  système  en  mouvement  à  toutes  les  condiUons  de 
l'équilibre. 

Déjà,  dans  le  dernier  livre  de  la  statique- (II,  g  265),  nous 
avons  fait  pressentir  qu'on  pouvait  appliquer  les  équations 
d'équilibre  aux  machines  à  l'état  de  mouvement  uniforme 
comme  si  ces  machines  étaient  en  repos.  Celte  extension  de 
la  statique  est  légitime,  mais  elle  doit  être  démontrée,  et 
nous  la  généraliserons  de  manière  à  la  rendre  applicable  à  un 
système  matériel  animé  d'un  mouvement,  quel  qu'il  soit. 

MOUVEHEHT  BECIILIGHB  d'un  POINT  HàTfRIEL, 

2.  Si  pendant  un  temps  aussi  petit  qu'on  voudra,  un  point 
matériel  H  parcourt  une  droite  AB,  fixe  dans  l'espace,  avec 
une  vitesse  constante  v,  la  loi  de  l'inertie  indique  que  le  moii» 
vemeot  de  ce  point  se  conserve  in- 
définiment, sans  altération  de  direo-      t  is âri 

tion  ni  de  vitesse,  tant  que  le  point  nj.  i. 

n'est  sollicité  par  aucune  force.  Si 

donc  on  prend  pour  origine  un  point  0  quelconque  de  la 

droite,  et  qu'on  mesure  à  différents  instants  les  distances 

OM  ;=  «  du  point  mobile  i  cette  origine,  ces  distances  s  cnrf- 

troDt  proportionnellemeot  au  temps'  t,'et  l'on  aura  entre  t  et  it 

la  relation 

où  Ton  suppose  que  le  temps  est  compté  à  partir  du  passage 
du  mobile  au  point  0,  on  bien  '  - 

M,  l'origine  du  temps  étant  quelconque,  le  temps  t,  définit 
l'époque  du  passage  du  mobile  à  l'origine  des  espaces,  ou 
enfin 
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si  l'on  compte  le  temps  à  partir  du  passage  da  mobiTe  au  poiot 
déSni  par  la  distance  <,. 

I  L'immobilité  du  point  est  un  cas  particulier  de  son  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme;  il  suffit  en  effet  de  faire  v  :=  0 
dans  la  troisième  équation,  ce  qui  donne 


quantité  constante,  qui  indique  que  le  point  reste  en  repos. 

3.  Supposons  qu'un  point  matériel,  animé  à  un  certain 
instant  d'une  \itesse  dirigée  suivant  la  droite  AB,  soit  sollicité 
par  une  force  constance  F,  dirigée  suivant  cette  droite;  ad- 
mettons que  le  mouvement  du  point  s'effectue  de  gauche  à 
droite  et  que  la  force  F  agisse  dans  cette  même  direction.  Le 
mouvement  du  point  sera  évidemment  rectiligne,  car  la  force 
qui  intervient  ne  tend  pas  à  le  faire  dévier  de  la  ligne  droite 
sur  laquelle  l'inerlie  tend  k  le  maintenir. 

Soit  C  la  position  du  point  mobile  à  l'instant  donné,  et  soit 
V  sa  vitesse  au  même  instant.  Cherchons,  d'après  les  prin- 
cipes, ce  qui  se  passe  pendant  un  temps  it  infiniment  petit. 

Si  à  cet  instant  la  force  F  était  supprimée,  le  mouvement  du 
point  deviendrait  uniforme,  et  la  vitesse  ti  se  conserverait  in- 
définiment en  vertu  du  premier  principe  ;  au  bout  de  l'in- 
tervalle de  temps  très 

•J--5 1 ë~êV ï~T    «"""t  dt,  le  point  mo- 

f  j   ,  bile  se  trouverait  donc 

au  point  C,  après  avoir 
parcoura  une  distance  CG'  =  vdt.  Hais  la  force  F,  qui  agit  sur 
le  point  pendant  ce  temps  très  court,  lui  imprime  une  accé- 
lération j,  proportionnelle  à  sa  propre  intensité ,  et  lui  fait 
parcourir  (II,  g  3)  une  distance  ÙÙ'=^Jdl*,  qui  s'ajoute  à 
ce,  en  vertu  du  second  principe.  Il  résulte  de  là  que,  pen- 
dant le  temps  àt,  l'espace  total  CC  décrit  par  le  point  sur  sa 
trajectoire  rectiligne  a  pour  valeur 

La  viieue  r*  du  point  mobile  en  C,  c'est-à  dire  au  bout  du 
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temps  dt,  se  composo  (I,  g  28)  de  la  vitesse  v  qu'il  avait  an 
point  C  et  que  l'inertie  lui  conserve,  et  de  la  viteste  acquits 
âémentaire,  jdl,  qui  est  due  à  l'intervention  de  la  force. 
Nous  aoroos  donc  la  seconde  équation 

(S)  •'  =  »+><«. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'étendre  ces  deux  équations,  qui 
supposent  le  temps  fû  infiniment  petit,  à  une  durée  finie  t 
quelconque. 

4.  Partageons  en  un  très  grand  nombre  n  de  parties  égales 
la  durée  t  qui  s'écoule  entre  le  passage  du  mobile  en  deux 
points  E  et  G  de  sa  trajectoire,  et  soit  dt  l'une  de  ces  parties; 
soit  r,  la  vitesse  du  mobile  au  passage  en  E;  appelons 
"if  *i*  **!<  •  ■  ■  fi  -  11  *  '^^  vitesses  au  bout  des  temps  dt,  2dt,  Zdt...; 

appelons  aussi  s^,  j,,  « s>  -i,  '  las  distances  à  l'origine  0  du 

point  E  et  des  points  occupés  par  le  mobile  au  bout  des 
mètnes  intervalles  de  temps;  nous  pourrons  appliquer  les  re- 
lations (1)  et  (2)  à  chacun  de  ces  intervalles,  ce  qui  conduit 
aux  deux  groupes  d'équations  : 

!)  —  *.=  twtt  +S}^1  »,  =  ».  +jdt, 

$t  —  ê,  =  Btii+pdP,  «!  =  »(+;&, 


Ces  deux  groupes  expriment  simplement  qu'è  chaque  inter- 
valle de  temps  égal  à  dl,  la  force  F  accroît  la  vitesse  du  mo- 
bile d'une  quantité  constante  ;rft,  etl'espace  parcouru  en  vertu 
de  ces  vitesses  successivement  croissantes,  d'une  quantité  éga- 
lement constante,  qjdl** 
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FaisiHiS  la  somme  des  équations  du  premier  groupe;  il 
vient 

«  — *.  =  (».  +  »,+  ...+•,_,)  Xrf(  +  |/Xlwtt*. 

Hais  le  secoBd  groupe  nous  donne  successivement: 

n_,=r.+l«-i)>û, 
enfin 

Donc 

.     ••  +  »,  +  »,+  ... +»._,=».Xii+><ftX[l +8 +...+[«—1)). 

La  somme  1-+-2-+-...  +-  (it  — 1)  des  (n— 1) premiers  nont- 
bres  naturels  est  égale  à     \"—  i  donc  enfin 

Remplaçant  dans  la  première  équation,  il  vient 

t— J,  =  ti.XlKtt+/**xîiiî^'+|/XIK((» 

Nous  pouvons  remplacer,  danscette  équation,  le  produit  ndt 
par  le  temps  t: 

._..  =  pj  +  l>i»x(l-i)  +  i;i&, 

équation  vraie,  quelque  petit  que  soit  le  temps  dt,  et  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  n;  elle  est  donc  encore  vraie  h  la 
limile,  quand  dt  devient  nul  et  n  infiniment  grand.  Elle  se  ré- 
duit alors  k 

(3)  .-,.  =  m  +  |m 

en  supprimant  les  termes  infiniment  petits  ^^  elajtdl;  c'est 
l'équation  définitive  du  mouvement  du  mobile,  et  on  peut  ob- 
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serrer  qu'elle  D'est  autre  chose  que  l'équation  (1),  reUtiveà 
un  temps  très  court,  étendue  sans  modification  i  une  dorée 
finie  t. 
La  fitesse  r  au  point  C  est  donnée  par  l'équation 

[i]  «  =  ».  +  «;*  =  ».+>(, 

«lui  est  Cément  l'équation  {%  étendue  à  un  temps  t  quel- 
conque. 

j  Nous  pouvons  donc  poser  ce  théorème  :  Le  mouvement  d'un 
point  matériel  solliâté  par  une  force  constante  qui  agit  dans  la 
direction  de  sa  vitetse  initiale,  est  un  mouvement  reetiligne  uni- 
formément  varié;  l'accélération  de  ce  mouvement  est  proportion- 
nelte  à  tititeiuité  de  la  force. 
Les  formules  de  ce  mouvement  sont 

-  =  !-.+>*, 

,  =  ,.  +  v4  +  \jV. 

et  ces  équations  sont  générales,  moyennant  qu'on  donne  des 
signes  convenables  aux  quantités  t,  v  et  ;'. 

Le  mouvement  vertical  des  corps  pesants  fournit 
l'exemple  le  plus  simple  de  l'action  d'une  force  con- 
stante. Soit  OA  la  verticale;  0  un  point  que  nouspren* 
drons  pour  origine  des  s,  eu  les  comptant  positivement 
de  haut  en  bas;  un  point  matériel  M,  abandonné  sans 
vitesse  au  point  0,  tombera  en  suivant  la  droite  OÂ  ; 
comptons  le  temps  t,  à  partir  du  départ  du  mobile  '°"' 
en  0;  sa  vitesse  étant  nulle  à  cet  instant,  nous  aurons  à  la 


Appelons  enfin  g  raccélération  particulière  predmte  par  la 
pesanteur  agissant  sur  le  point  H;  les  équations  deviendront 
dans  ce  cas  particulier. 
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Nous  verrons  d'ailleurs  bieatAt  qu'en  un  même  point  du 
globe  l'accélération  j;  est  la  même  pour  tous  les  corps 
(Cf.  I,  g  39). 


■OUTEKEIIT  PUABOUtjDI. 

S.  Supposonsque  le  point  mc^ile  soit  sollicité  parane  force 
F  donnée,  constante  et  constamment  paral- 
lèle à  une  direction  fixe,  mais  que  cette 
direction  ne  coïncide  pas  avec  la  direction 
de  la  vitesse  du  point  mobile.  Dans  ce  cas, 
le  mouvement  n'est  plus  rectiligne,  car,  à 
chaque  instant,  la  force  tend  à  faire  dévier 
le  point  matériel  de  la  direction  que  lui 
conserverait  l'inertie. 
Examinons  encore  le  mouvement  élémentaire  pendant  un 
temps  dt  infiniment  petit. 

Soit  M  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  1,  et  HT  la 
direction  de  sa  vitesse  ;  appelons  v  la  vitesse  que  possède  le 
mobile  à  cet  instant. 

Pendant  le  temps  dt,  le  mobile,  s'il  était  devenu  libre 
au  bout  du  temps  (,  se  serait  transporté  sur  la  tangente  HT 
h  une  distance  MH"=  vdt;  par  le  point  H"  menons  ane  droite 
H"F,  parallèle  i  la  direction  constante  de  la  force;  imaginons 
qu'on  ait  déterminé,  par  une  expérience  directe,  l'accél^tion 
j  que  la  force  Fcommunique  au  point  mobile  partant  du  repos  ; 

formons  te  produit  â/'"*>  prenons  enfin  une  longueur  M"H', 

égale  i  ce  produit,  et  nous  aurons  en  H'  la  position  vraie 
du  mobile,  telle  qu'elle  résulte  du  jeu  combiné  de  la  force  et 
de  l'inertie. 

La  vitesse  du  mobile,  en  ce  point  H',  est,  en  grandeur  et  en 
direction,  la  résultante  de  la  vitesse  v  qu'il  possède  en  M,  et  de 
la  vitesse  acquise  élémentaire  jdt  que  lui  communique  la  force 
F,  parallèlement  k  sa  propre  direction  (1^  S  91)>  Prenons  donc, 
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sur  une  parallèle  OC  ii  MM"  (fig.  5),  une  longueur  OC=v, 

puis  sur  une  paiallèle  à  M"P  une  longueur  CC  ::=  jdt  ;  nous 

aurons ,  en  joignant  OC,  une  droite    égale  et  parallèle  à 

la  vitesse  tf'  du  mobile  à  son  passage 

en  H'.  La  tangente  à  la  trajectoire  eu  M' 

est  parallèle  à   OC',  et  la  vitesse  v'  est 

déterminée  en  grandeur.  Oa  pourra  donc 

répéter  la  même  constmction  au  point  M', 

et  trouver  la  position  et  la  vitesse  du  point 

mobile  correspondantes  au  temps  t-+-2dt,  et  enfin  pousser 

cette  opération  aussi  loin  qu'on  voudra.  La  figure  suivante 

montre  la  suite  des  diverses  opérations  au  moyen  desquelles 

la  trajectoire  entière  peut  être  tracée  par  éléments  successifs. 

M,  position  du  mobile  à  un  certain  instant; 

Hj,  M,,  11,....  positions  successives  du  mobile  sur  sa  trajec- 
toire au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux  Jt  dt,  2dt,  Zdt,,..; 


HH",  M^M,",  H,M,",...  espaces  que  décrirait  sur  les  langenfes 
à  la  trajectoire,  pendant  la  durée  dt,  le  mobile  abandonna  à 
lui-même  &  ton  passage  aux  points  H,  M^,  If,,...; 
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U"Mj,  H/'SI,,  H,"M,,...,  espaces  égaux  entre  eui,  tous 
paraltètes  à  la  direction  de  la  force  F,  et  décrits  dans  le  temps 
dt  sous  l'action  de  cette  force;  ces  espaces  ramèiieat  le  point 
de  la  tangente  sur  la  trajectoire  ;  ils  ont  pour  valeur  commune 
îjdt»; 

OCD,  construction  auxiliaire  de  l'indicatrice  des  accéléra* 
lions  totales,  donnant  tes  grandeurs  et  les  direclioos  succes- 
»ves  des  vitesses  (I,  g  98)  ; 

OC,  droite  parallèle  à  la  tangente  HT  et  égale  à  la  vitesse  v 
au  point  M  ; 
CD,  droite  indéSnie,  parallèle  à  la  direction  de  la  force; 
ce,,  CjC,,  C,C„  ...,  longueurs  égales  kjdt; 
OCj,  OCf,  OC, ...,  droites  parallèles  aux  tangentes  è  la  tra- 
jectoire en  H,,  H„  H,, ...,  et  égales  aux  vitesses  du  mobile  à 
son  passage  en  ces  points. 

On  peut  comparer  cette  construction  à  celle  de  la  courbe 
des  ponts  suspendus  (U,  §327);  dans  les  deux  cas,  on  obtient 
pour  résultat  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  CD  ou 
à  la  direction  de  la  force. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  observons  d'abord 
qu'elle  est  plane  et  située  dans  un  plan  parallèle  k  la  direc- 
tion constante  de  la  force  F.  Prenons  dans 
ce  plan  deux  axes,  l'un  parallèleà  la  force 
F,  Fautre  perpendiculaire;  puis  considé- 
rons un  élément  quelconque  MM'  de  tra- 
jectoire, décrit  pendant  le  temps  dt. 

Les  coordonnées  du  point  U  sont  x  et  y; 
les  coordonnées  du  point  M" ,  pris  sur 
la  tangente  h  la  distance  HH"^vd(, 


sont  x  +  dx  ei  y  +  dy.  En  effet,  projetons  BIM"  sur  l'axe 
dx 
'  de' 


OX;  il  faudra  pour  cela  multiplier  par  -r- ,  ce  qui  donnera 


dx 

■^X  vdt,  ou  dx,  en  observant  que  ib=trdl. 
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Le  poiot  M',  posilion  .cl'lcclive  du  poinl  au  bout  du  temps  dt, 
a  poui-  coorilonuées 

M+dx  +  ^tPx. 
f  +  dy-h^d^S, 

ai  s'en  tenant  aux  infinîmeot  petits  du  secnnd  ordre, 

DoDc  rf*z=0,  puisque  les  points  M' etU"  outméme  abscisse 
UP'.et 

Dmc 


La  première  équation  d*x:=0,  ou  -p-=0,nousmoi)treque 


La  seconde,  -i^  =  i,  que  -~  est  une  fonction  liné^re  de  t. 
ai"  '     et 

et  y  une  fonction  entière  du  second  degré  de  cette  variable. 

Oa  a  donc  à  la  fois  : 

$  =  \jP+el  +  t. 

S,  ft«  e,  f,  étant  des  constantes.  Ëliminant  (  entre  ces  deux 
équations,  on  obtient  l'équation  d'une  parabole  : 


»=5 


5'(— )  + 


■oumniir  qoelconqdi. 


C.  Enfin,  supposonsque  la  force  soit  variable  â  chaque  in- 
stant en  grandeur  et  en  direction,  suivant  une  loi  donnée,  de 
telle  sorte  qu'à  tout  moment,  et  en  tout  poinl  de  l'espace,  on 
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e  la  direction  et  l'intensité  :  la  construction  précé- 
dente pourra  encore  se  faire  éléments  par  éléments  ;  elle  dif- 
férera seulement  de  celle  qui  vient  d'être  indiquée,  en  ce  que 
l'indicatrice  des  accélérations  sera  généralement  une  ligne 
courbe  composée  d'éléments  inégaux  CC„  C,C„  G,Cj,  ...  res- 
pectivement parallèles  et  proportionnels  aux  espaces  élémen- 
taires M"H,,  M",M,,  H",Û„  ...  décrits  sous  l'action  de  la 
force  F. 

Lorsque  la  force  F  varie  d'une  manière  continue,  en  gran- 
deur et  en  direction,  le  mouvement  du  point  mobile  pendant 
un  temps  sufQsamment  court  est  sensiblement  un  mouvement 
parabolique,  puisque  pendant  ce  temps  les  variations  de  di- 
rection et  de  grandeur  de  la  force  F  sont  négligeables.  On 
peut  donc  regarder  tout  mouvement  d'un  point  matériel  sol- 
licité par  une  force  qui  varie  d'une  manière  continue,  comme 
une  succession  de  mouvements  paraboliques  s'effectuent  cha- 
cun pendant  une  durée  très  petite. 


■Ënmnoii  de  u  missi. 

7.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  mouvements 
d'an  même  point  matériel  sous  l'action  de  forces  qui  pouvaient 
être  différentes.  La  notion  de  maite  est  nécessaire  pour  com- 
parer entre  eux  les  mouvements  de  points  matériels  dinë- 
rents. 

Le  second  principe  ramène,  comme  on  l'a  vu,  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  point  donné  H  à  celle  de  l'accélé- 
ration j  que  lui  communique  la  force  F,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  à  la  détermination  de  la  vitesse  que  la  force  F  impri- 
merait au  point  H  partant  du  repos,  si  elle  agissait  sur  lui 
pendant  l'unitéde  temps,  dans  une  direction  constante.  Alors, 
en  effet,  le  mouvement  du  point  estdélini  par  les  équations 
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et  la  seconde  donne  v  =j  quand  on  y  fïiit  (=1. 

Connaksanl  l'accélération  ;  correspondante  à  une  force 
donnée  F,  il  sera  facile  d'avoir  l'accél^ation  ;'  communiquée 
an  même  point  par  une  autre  force  donnée,  F,  car  les  forces 
F  et  r  sont  entre  elles  comme  les  accélérations  j  et/;  on  aura 
donc  la  proportion 


par  'suite 


.■=,x}.. 


L'accélération/ est  ainsi  entièrement  connuedés  qu'on  con- 
naît l'accélération  j  et  le  rapport  des  forces  F'  et  F. 

8.  Cette  proportion  peut  s'appliquer  à  la  pesanteur. 
Appelons  P  le  poids  du  point  matériel  M;  déterminons, 
par  une  expérience  directe,  l'accélération  g  que  cette  force 
de  P  grammes  communique  au  point  tombant  librement  dans 
le  TÏde,  c'est'i-dire  la  vitesse  que  le  point  pesant  acquiert  au 
bout  de  la  première  seconde  de  sa  chute.  L'accélération;,  qui 
correspond  k  la  force  F  évaluée  de  même  en  grammes,  sera 
donnée  par  la  proportion 


F 
on  pari  équation  ;=!;  x^. 

La  force  F  serait  de  même  donnée  en  fonction  de  l'accéléra- 
tion; parlafurmuIeF^Px-. 

9.  Deux  points  matériels,  M  et  M',  sollicités  par  une  même 
force  F,  prennent  généralement  des  accélérations  difléreotes. 
K  ces  deux  points  prennent  une  même  accélération  soub 
l'action  d'une  même  force,  ils  prendront  aussi  des  accéléra- 
tions égales  sous  l'action  de  deux  autres  forces  ^[ales,  quelles 
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f|uc  soient  ces  forces  ;  au  point  de  vue  mécanique,  on  pourra 
<]onc  les  regarder  comme  des  points  identiques  ou  équivalents. 
Deux  points  matériels  qui  ont  des  poids  ^ux  sont  dans  ces 
conditions,  et  il  parait  évident  à  priori  que  deux  corps  de 
poids  égaux  acquièrent  en  tombant  librement  les  mêmes  vi- 
tesses; l'expérience  confirme  d'ailleurs  cette  supposition. 
Une  même  force,  égale  au  poids  commun  de  ces  deux  corps, 
produit  sur  eux  des  accélérations  égales;  l'équivalence  des 
deux  points  matériels,  au  point  de  vue  mécanique,  est  ainsi 
constatée. 

10.  Passons  à  la  comparaison  des  accélérations  j  et  /, 
communiquées  à  deux  points  H  et  M'  par  une  même  force  F, 
lorsque  les  poids  P  et  P*  de  ces  deux  points  matériels  ne  sont 
pas  égaux. 

Admettons  que  les  poids  P  et  F  soient  entre  eux  dans  le 

rapport  de  deux  nombres  entiers,  n  et  n',  de  sorte  qu'on  ail 

P  =  ttp  etP'  =  n'p.  Nous  pourrons  regarder  le  point  M  comme 

formé  par  la  réunion  den  points  matériels  ayant  le  même  poids 

p,  et  équivalents  au  point  de  vue  mécanique.  Le  point  H'  sera 

de  même  formé  par  la  réunion  de  n'  points  matériels  de 

poids  p,  équivalents  entre  eux  et  aux  ii  premiers.  Partageons 

de  plus  la  force  F,  appliquée  au  point  H,  en  n  forces  égales^ 

et  l'autre  force  F,  appliquée  au  point  H',  on  n*  forces  égales , 

F  F 

posons  eufin  f=-  et  f  ^—,. 

Nous  pourrons  considérer  chacun  des  n  points  p  qui  com- 
posent le  point  M  comme  sollicité  par  une  force  f,  et  chacun 
des  n'  points  p  qui  composent  le  point  n'  comme  sollicité  par 
une  force  f  ;  chaque  point  du  premier  groupe  recevra  de  la 
force  f  une  même  accélération  ;,  qui  sera  donnée  par  l'équa- 
tion 


et  qui  sera  l'accélération  du  point  matériel  M  tout  entier  ;  g  re- 
présente ici  l'accélération  que  la  pesanleurimprimeàunpoinl 
maléi'iel  de  poids  p.  De  même  cliacun  des  points  du  second 
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groupe  recevra  de  la  force  f  ane  accélération  'f  donnée  par 
l'équation 

et  cette  accélération  appartiendra  au  point  matériel  M'  toiil 
entier. 

L'accélération  g  est  la  même  dans  les  deux  équations,  puis- 
que dans  les  deux  cas  il  s'agit  d'un  point  matériel  de  poids  p, 
ou,  en  d'autres  termes,  du  même  point  matériel. 

Divisant  l'une  par  Tautre  ces  deux  équalions,  il  viendra 

i'     /•'' 
oniHca 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Le$  accélération  qu'une  même  force  imprime  à  deux  points 
matériels  de  poids  différents  sont  réciproquement  proportion- 
nelles à  ces  poids  ;  proposition  qu'on  étendrait  facilement,  par 
les  procédés  connus,  au  cas  où  les  poids  P  et  P'  n'auraient 
pas  de  commune  mesure. 

11 .  Supposons  en  troisième  lieu  que  deux  points  H  et  H', 
doiit  les  poids  sont  respectivement  é^ux  à  P  et  à  F,  soient 
sollicités  par  deux  forces  différentes  F  et  F;  appelons;  et;' 
les  accélérations  que  ces  forces  impriment  respectivement 
il  ces  deux  points.  Nous  trouverons  facilement  le  rapport  de 
ces  accélérations  en  faisant  intervenir  un  troisième  point  M*, 
qui  aurait  le  même  poids  P  que  le  point  H,  et  qui  serait  sou- 
mis, comme  le  point  H',  à  l'action  de  la  force  F;  soit  j*  l'ac- 
célération que  c^le  force  F'  lui  communiquerai!. 

Les  deux  points  M  et  H',  ayant  des  poids  égaux,  sont  iden- 
tiques au  point  de  vue  de  la  mécanique,  et  peuvent  être  con- 
vdéi'éi  comme  un  seul  et  même  point,  qui  serait  soumis 
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successivement  à  la  force  F  et  à  la  force  P;  on  a  donc  la  pro- 
portion 

Les  deux  points  H*  et  H',  soumis  i  une  raéme  force  F*,  ont 
des  poids  différents  P,  F;  on  peut  donc  leur  appliquer  (g  10/ 
la  proportion  qui  vient  d'être  démontrée  : 

:  '^=f. 

.Multipliant  membre  à  membre,  ;'  s'élimine  et  il  vient 

7'~F'P"~  /F'\' 

d'où  résulte  le  théorème  : 

Le8  accélérations  eommuniquiet  à  deux  points  matériels  diffé- 
rents par  deux  forces  quelconques,  sont  proportionnelles  aux 
rapports  de  chaque  force  au  poids  du  point  qu'elle  sollicite. 

12.  Appliquons  ce  théorème  à  la  chute  des  corps  graves. 

Dans  ce  cas,  la  force  F,  qui  sollicite  le  point  U,  est  ^le  au 

poids  P  ;  la  force  F'  qui  sollicite  le  point  H'  est  égale  au 

F  F 
poids  P';  lesrapportse,  psont  donc  tousdeux  égaux  à  l'unité, 

et  par  suite  ;  ^'.  L'accélération  communiquée  par  lapesmtair 
à  tous  les  corps  est  donc  constante  :  jusqu'ici  nous  l'avions  re- 
gardée comme  pouvant  varier  avec  le  poids. 

L'expérience  vérifie,  en  effet,  qu'en  un  même  lieu  du 
gli^e  terrestre  tout  corps  tombant  dans  le  vide  acquiert  des 
vitesses  égales  au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux,  de  sorte 
qu*au  bout  de  la  première  seconde  de  sa  chute  il  possède  une 
vitesse  parfaitement  déterminée;  eu  d'autres  termes,  la  pe- 
santeur communique  à  tous  les  corps  pesants  tombant  libre- 
ment dans  le  vide,  en  un  même  lieu  de  la  terre^  une  accéléra- 
tion g  constante.  L'accélération  g,  que  nous  supposions  tout 
à  l'heure  déterminée  spédalâment  pour  un  point  matériel 
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particnTier,  a  la  même  valeur  pour  tous  les  points  matériels 
placés  dans  les  mêmes  conditions  géographiques;  au  niveau 
de  la  mer  et  à  la  latitude  de  Paris,  on  a  trouvé,  par  l'obser- 
vation, que  g  est  égal  à  9'°,8088  ;  de  sorte  que  tout  corps  pe- 
sant, abandonné  à  lui-même  et  tombant  dans  le  vidcy  acquiert 
an  bout  de  la  première  seconde  de  sa  chute  une  vitesse 
de9-,8088. 

La  restriction  relative  au  vide  a  pour  objet  d'éliminer  la  ré- 
sistance de  l'air,  qui  retarde  le  mouvement  du  corps  pesant, 
et  cela  d'autant  plus  que  le  corps  présente  au  fluide  une  plus 
grande  surface  transversale  et  qu'il  est  animé  d'une  vitesse 
plus  considérable,  et  aussi  de  supprimer  la  poussée  exercé? 
par  l'air  sur  le  corps  en  repos,  et  en  vertu  de  laquelle  cer* 
tains  corps,  les  corps  légers,  semblent  n'être  pas  soumis  6 
l'action  de  la  pesanteur  {II,  g  150).  On  alténue  ces  deux 
perturbations  en  opérant  sur  un  corps  d'un  poids  spéci-. 
fique  très  grand  et  de  dimensions  très  petites,  et  surtout  en 
diminuant  le  plus  possible  la  vitesse  du  mouvement  qu'il 
s'agit  d'étudiei'.  On  y  parvient  à  l'aide  de  certains  artifices. 
Galilée  employait  à  cet  efTet  un  plan  incliné;  la  machine 
d'Atvood  a  aussi  pour  objet  de  ralentir  le  mouvement  de  des- 
cente d'un  corps  pesant,  de  manière  à  faciliter  l'observation  de 
son  mouvement  et  à  rendre  la  résistance  de  l'air  négligeable. 
La  restriction  relative  à  la  latitude  et  à  l'altitude  du  lieu  où  se 
bit  l'expérience  est  justifiée  par  les  variations  de  la  pesan- 
teur avec  ces  deux  coordonnées  géographiques  ;  nous  savons  en 
efTet  (II,  g  165)  que  la  pesanteur  n'est  pas  la  môme  à  toute 
distance  du  centre  du  globe,  et  nous  verrons  plus  loin  qu'elle 
varie  aussi  avec  la  dislancc  à  t'axe  de  la  Terre.  Tant  que  la 
détermination  du  poids  au  moyen  des  balances  a  pour  unique 
objet  de  déterminer  la  mesure  de  la  iptanlilé  de  matière  eon- 
Unae  dans  un  cor^.,  ces  restrictions  sont  inutiles,  puisque  les 
mêmes  altérations  portent  à  la  fois  sur  le  corps  pesé  et  sur  les 
poids  qui  lui  font  équilibre  (II,  g  1 55).  Il  n'en  est  plus  de  même 
quand  il  s'agit  d'évaluer  une  force.  La  pesanteur  variant  d'un 
lieu  à  l'autre,  le  poids  marqué  un  grcmme  transporté  en  di* 
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sera  lient  correspond  à  des  forces  différentes  ;  poor  empêcher 
toute  confusion  dans  la  mesure  des  forces,  il  est  donc  néces- 
saire de  dire  en  quel  lieu  on  suppose  faite  l'évaluation  des 
forces  en  unités  de  poids.  Convenons  ici  que  l'unité  servant  à 
mesurer  les  forces  sera  la  force  représentée  par  l'unité  de 
poids  à  Paris  et  au  ni\eau  de  la  mer  ;  celte  convention  n'est 
pas  nécessaire  dans  la  vie  pratique  et  dans  les  applications 
ordinaires,  parce  que  les  variations  de  la  pesanteur  sont  en 
réalité  très  foiblcs. 
15.  Reprenons  notre  proportion 

dans  laquelle  F  etP  sont  des  forces  données  en  unités  de 
poids,  et  P  et  P'  les  poids  des  deux  points  matériels  M  et  M'. 
Supposons  que  le  point  M'  soit  sollicité,  à  Paris  et  au  niveau 
de  la  mer,  parla  pesanteur;  la  force  P  qui  agira  sur  lui  sera 
égale  à  son  poidsF  ;  en  même  temps  l'accélération  j' sera  égale 
à  9  i  et,  par  suite,  nous  aurons  la  relation 

H- 

d'où  Von  déduit 


équation  que  nous  avions  déjà  rencontrée  plus  haut  (g  8) ,  mais 
que  nous  ne  pouvions  appliquer  alors  qu'à  un  point  matériel 
en  particulier,  tandis  qu'elle  s'applique  maintenant  à  un  point 
matériel  quelconque,  et  constitue  un  théorème  tout  k  fait  gé- 
néral. 

P  F 

Le  rapport  -,  et  plus  généralement  le  rapport  égal  ^,  de 

la  force  à  l'accélération  qu'elle  communique  à  un  point  maté- 
rid,  rapport  constant  pour  un  même  point,  est  nommé  en  mé- 
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cacique  la  ruasse  du  point;  en  le  désignant  par  m,  on  :i 
l'équation 

F  =  mj, 

et  l'on  peut  dire  que  la  force  a  pour  mesure  le  produit  de  la 
maste  dupoinlauquel  elle  est  appliquée  par  Vaecélération  qu'elle 
lai  communique. 

La  masse  est  un  coefficient  spécial  à  chaque  point  matériel. 
Tour  la  déterminer,  on  doit  prendre,  à  l'aide  des  balances, 
le  poids  P  du  point,  sous  la  latitude  de  Paris  et  au  niveau 
de  la  mer,  puis  diviser  ce  poids  par  le  nombre  9,8088, 
valeur  correspondimte  de  l'accéléra  lion  g  ;  le  quotient  sera  le 
Dombrem;  te  point  conservera  ce  coefficient  quelque  part 
qu'on  le  suppose  placé.  On  voit  que  la  masse  d'un  point  est 
proportionnelle  au  poids  de  ce  point  déterminé  par  une  pesée 
faite  à  Paris;  les  masses  des  deux  points  sont  donc  enire  elles 
comme  les  poids  de  ces  deux  points  en  vn  même  lieu  du 
globe,  ou  enfm  comme  les  quantilés  de  matière  que  ces  points 
renferment  (H,  g  155)  ;  la  masse  d'un  point  «•(  par  suite  pro- 
porlionnelle  à  la  quantité  de  matière  constituant  ce  point  ;  c'est 
à  proprement  parler  la  mesure  de  celte  quantité. 

La  masse  d'un  système  matériel  est  la  somme  des  masses  de 
chacun  des  points  qui  le  composent,  et  mesure  par  conséquent 
la  quantité  de  matière  qui  y  est  contenue. 

L'équation  F=mj  montre  encore  que  le  coefficient  m  est 
égal  à  l'unité,  quand  F  et  ;  sont  tous  deux  exprimés  par  un 
môme  nombre;  la  masse  1,  ou  l'unité  de  masse,  est  donc  la 
masse  du  corps  qui,  sous  la  latitude  de  Paris  et  au  niveau  de 
la  mer,  a  un  poids  égal  à  9,8088  unités  de  poids. 

On  voit  aussi  que  le  point  qui  pèse  P  à  Paris  et  au  niveau  de 
p 
la  mer,  et  qui  a  pour  masse  „  o„q„  ,  pose  sans  vitesse  sur 

une  table  fixe  dans  un  lieu  où  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur est  g'f  exercera  sur  cette  table  une  pression  égale  h 
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laquelle  peut  être  égale,  inférieure  ou  supérieure  à  P,  suivait 

que  l'accélération  ^  est  égale,  inférieure  ou  supérieure  à 

9,8088. 

L'étude  des  varia  lions  de  la  pesanteur  avec  la  latitude  et  l'al- 
titude peut  donc  être  ramenée  à  celle  des  variations  de  l'accé- 
lération g. 

expârieuces  et  oBSEHVATioNs  k  l'appdi  dd  prwcipe  ub  h'iKeieta. 

i4.  L'inertie  de  la  matière  se  manireste  toutes  les  fois 
qu'on  cherche  à  faire  sortir  un  corps  du  repos  pour  lui  com- 
muniquer un  mouvement,  ou  h  modifier  l'état  de  mouvement 
d'un  corps,  soit  qu'on  veuille  le  ralentir,  l'accéléror,  ou  en 
changer  la  direction. 

L'inertie  ne  permet  pas  k  un  corps  de  changer  instantané- 
ment de  vitesse.  Si  à  deux  intervalles  de  temps,  si  rapprochés 
qu'ils  soient,  on  constate  pour  le  corps  des  vitesses  différentes, 
on  est  certain  que  le  corps  a  passé  dans  l'intervalle  de  ces 
deux  instants  par  tous  les  états  de  vitesse  intermédiaires, 
comme  direction  et  comme  grandeur,  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  la  vitesse  d'un  corps  varie  d'une  manière  con- 
tinue. 

La  théorie  rend  compte  de  ces  phénomènes  qu'on  peut  ob- 
server chaque  jour.  La  vitc?se  v  d'un  point  matériel  à  un  cei^ 
tain  instant  se  compose  avec  la  vitesse  acquise  élémentaire 
jdt  pour  produire  la  vitesse  if  au  bout  d'un  intervalle  de 
temps  égal  à  it. 

Or  l'accélération  j  s'obtient  en  divisant  la  force  F  par  la 
masse  m  du  point  matériel.  La  force  F  est  une  quantité 
finie,   du  même  ordre  de  grandeur  que  la  masse  m;  le 

F 
quotient  -  est  un  nombre  fini  qui,  multiplié  par  dt,  devient 

infiniment  p:Hil  par  rapport  à  la  quantité  finie  v.  La  vitesse  v' 
difTère  donc  infiniment  peu  de  v,  tant  en  grandeur  qu'en  di- 
rection. Pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  la  force 
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F  Tût  infiniment  grande  par  rapport  à  la  masse  m,  ce  quîn'e>t 
pas  admissible. 

On  voit  de  plus  que  le  quotient;  est  d'autant  plus  petit,  à 
égalité  de  forces,  que  la  masse  du  point  mobile  est  plus  grande , 
de  sorte  que  l'influence  de  la  force  sur  les  variations  de  la 
vitesse  est  d'autant  moindi'e  que  la  masse  est  plus  considé- 
rable ;  à  ce  point  de  vue  la  masse  peut  être  appelée  un  eoef- 
fiàeat  d'inertie. 

Supposons  qu'un  train  de  chemin  de  fer  parte  d'une  station 
où  il  élail  en  repos  ;  sa  vitesse  s'accélère  graducUcnient  jus- 
qu'à une  vitesse  maximum  qu'il  conserve  pendant  un  certain 
parcours  (abstraction  faite  des  variations  de  marche  dues  à 
diverses  circonstances,  par  exemple  aux  déclivités  de  la  voie), 
puis  le  mécanicien  commence  à  ralentir  le  mouvement,  el 
prépare  ainsi  l'arrêt  à  la  station  suivante.  Si  V  est  la  vitesse 
maximum  de  la  marche,  les  vitesses  successives  du  train  ont 
passé  de  0  il  V  dans  la  première  période,  elles  ont  conservé  la 
valeur  V  dans  la  seconde,  et  enGn  elles  ont  varié  de  V  à  0  dans 
la  troisième.  Supposons  que  la  première  et  la  dernière  période 
aient  duré  chacune  (  secondes  :  Y  accélération  tangeiUielle 
moyenne  pendant  la  première  période  s'obtiendra  en  divi- 
sant V  par  t;  elle  sera  nulle  pendant  la  seconde  ;  enfin  pen- 
danlla  dernière  période,  elle  sera  négative  etégale en  moyenne 

V 
à  —  y.  La  première  période  est  celle  pendant  laquelle  la 

Torcc  de  traction  t'emporte  sur  les  résistances;  dans  la 
seconde  il  y  a  équilibre  entre  ces  deux  forces  ;  dans  la  troi- 
sième, les  résistances  doivent  l'emporter  sur  la  force  de  trac- 
tion, et  si  la  suppression  de  celle-ci  ne  suffit  pas  pour  que 
!e  train  s'arrête  dans  le  temps  voulu,  on  augmente  les  résis- 
tances en  renversant  la  vapeur  ou  en  calant  les  roues  au 
moyen  des  freins. 

L'inertie  se  manifeste  pendant  ces  diverses  périodes,  sur 
les  personnes  et  les  objets  placés  dans  les  wagons,  l^s 
voyageurs  du  train  sont  généralement  entraînés  par  la 
simple  adiiûi'cace  développée  entre  chacun  d'eux  el  le  banc 
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sur  lequel  il  est  assis.  L'inertie  tend  donc  à  incliner  en 
arrière  de  la  marche  le  buste  de  chaque  voyageur  quand  la 
vitesse  du  train  augmente,  et  à  l'incliner  en  sens  contraire 
quand  elle  diminue;  si  le  train  parcourt  une  courbe,  l'inertie 
tend  à  entraîner  les  wagons  en  dehors  de  la  voie,  tendance 
que  l'on  corrige  en  inclinant  le  profil  transversal  de  la  voie  vers 
le  centre  de  la  courbe.  Plus  l'augmentation  ou  la  diminution 
de  vilesse  est  rapide,  plus  l'Inclinaison  des  voyageurs  vers 
l'arrière  ou  vers  l'avant  du  train  se  manifeste  avec  évidence, 
et  quand  un  arrêt  brasque'  du  train  se  produit,  tous  les  voya- 
geurs et  tous  les  objets  transportés  soifit  violemment  projetés 
vers  l'avant. 


>  Par  arrêt  bnm|ue  nous  enteodons  ici  im  Biret  qui  t'opère  dani  on  temps 
très  court,  el  non  un  arrCt  inilantané.  Nous  tenons  de  voir  en  e£Cet  que  lu 
isde  la  TiicsMaoDl  toujours  graducllea. 
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CHAPITRE  PREMIER 

£gU«TIOHS   ou   MOUVEMCNT   D'UH   POINT    LIBRE. 


15.  Tous  les  (héorëmes  démontrés  en  cinèmatic|uc  pour  lo 
mouvement  d'un  point  matériel  ont  en  dynamique  une  inler- 
prëtalion  qui  résulte  immédialement  de  l'égalité 

F  =  m/, 

posée  dans  les  paragraphes  précédents.  Cette  égalité  nous  ap- 
prend en  eflet  qu'en  multipliant  l'accélération  totale  ;  d'un 
point  matériel  libre,  par  la  masse  m  de  ce  point,  on  olitient 
pour  produit  la  mesure  de  la  force  F,  qui  communique  au 
point  cette  accélûration.  Nous  savons  d'ailleurs  (g  1)  que  la 
force  F  coïnciJe  en  direction  et  en  sens  avec  l'accélération;; 
qu'enfin,  si  l'accélération  ;  est  la  résultante  de  plusieurs  accé- 
lérations j^,  ;, ;,,  la  force  F  est  pareillement  la  résultante 

des  forces/",,/,,  ...,f,,  respectivement  égales  àmj,,  mj,, ...,  mj,, 
et  appliquées  suivant  les  directions  mêmes  des  accélérations 
composantes. 

A  toute  décomposition  de  l'accélération  totale  correspond 
par  suite  une  décomposition  analogue  de  la  force  F.  Nous 
pouvons  faire  deux  applications  principales  de  cette  re- 
marque : 
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1'  On  a  VI)  {I,  g  95)  que  l'accélération  tolale  j  est  ài- 
composabte  en  deux  accélérations,  Tune  tangentielle,  l'au- 
tre centripète;  la  première  a  pour  mesure  -n  ou    la  vitesse 

de  la  vitesse  il,  g  51  )  ;'  la  seconde  a  pour  mesure  —,  p  étant 

le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

La  force  F  est  de  même  décomposable  en  deux  forces,  l'une 

tangentielle,  que  nous  désignerons  par  F„  et  l'autre  nor- 

'  maie,  F,;  la  première  est  dirigée  dans  le  sens  du  mouvemenl, 

et  est  égale  au  produit  de  raccélèralion  tangentielle  par  la 

masse,  ou  à 


la  seconde,  dirigée  suivant  la  normale  principale  vers  le  centre 
de  courbure  (I,  g  96),  est  égale  au  produit  de  l'accélération 
normale  pur  la  masse,  ou  à 


2'  Nous  pouvons  encore  décomposer  l'accélération  totale;, 
parallèlement  à  trois  axes  fixes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 
(I,  g  99),  auxquels  on  rapporte  le  mouvement  du  point 

mobile.  Les  composantes  i.:=T-ï»i.=-!-?,Ji^-!-:.  sont  les 
^  di'"'     al'  '      or 

accélérations  des  mouvements  projetés. 

La  force  F  peut  de  même  être  décomposée  parallèlement 

aux  trois  mêmes  axes,  et  chaque  composante  sera  égale  au 

produit  de  l'accéléution  correspondante  paria  masse,  de  sorte 

que  si  X,  Y,  Z  désignent  les  trois  composantes  de  la  force  F, 

on  aura  les  relations  : 


d*i 


Lorsque  le  mouvement  s'opère  dans  un  plan,  on  peut  pren- 
dre dans  ce  plan  deux  des  axes  coordonnés,  OX  cl  OY,  et  dé- 
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composer  suivant  ces  deux  ases  la  force  F  et  l'accélération  j  ; 
on  a  alors  seulement  deux  équations  : 


Cela  revient,  en  effet,  à  admettre  un  troisième  a^c  OZ,  pcr- 
pendicutaire  aux  deux  premiers,  et  sur  lequel  les  projec- 

férentielle  du  mouvement  se  réduit  alors  à  une  identité. 


APPUCATIOIO. 

16.  Reprenons  le  problème  du  mouvement  parabolique 
déJR  Imité,  g  5. 

Un  point  matériel  pétant  e$t  lancé  dans  le  vide,  avec  une  vi- 
tesse V  donnée,  et  dans  une  direelion  faisant  un  angle  et  avec 
rkoriMn.  Déterminer  sa  trajectoire  et  la  loi  de  son  mouvement. 

Nous  appliquerons  à  ce  problème  ta  décomposition  du  mou- 
vement et  des  forces  suivant  trois  axes  rectangulaires  fixes. 

Soit  0  (fig.  8)  la  posi  lion  du  point  au  moment  où  il  est  aban- 
donné à  l'action  de  la  pesanteur  ;  soit  OÀ  la  direction  de  sa  vi- 
tesse initiale.  Y;  elle  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  a 
donné.  Par  cette  droite  OA  faisons  passer  un  plan  vertical 
ZOX;  nous  prendrons  pour  axe  OX  une  droite  horizontale 
menée  dans  ce  plan,  pour  axe  OZ  une  verticale,  et  pour  axe 
OY  une  perpendiculaire  au  plan  ZOX.  En  quelque  point  de 
l'espace  que  se  trouve  le  mobile,  il  sera  sollicité  par  une 
force  unique,  la  pesanteur,  qui  est  parallèle  à  l'axe  OZ,  et 
dirigée  dans  le  sens  ZO.  La  force  totale  F  qui  agit  sur  lui  esf 
donc  égale  à  mg,  en  appelant  m  la  masse  du  point;  elle  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  l'aso  OZ,  et  les  projections  sur 
les  deux  autres  axes  sont  nulles.  On  a,  ou  délïnilive, 

X  =  0,      Ï=s0,      l  =  —  mg, 


Digtized  .y  Google 


SB  HOUTEKENT  PARABOLIQUE 

en  donnant  une  valeur  négative  à  la  composante  Z,  parce 

qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  négatif  des  coordonnées  s. 

Les  équations  du  mouvement  projeté  sur  les  trois  axes 
seront  donc 

OU  bien,  en  supprimant  le  fadeur  m, 

5?      "•      rfC      "■      dt*  '' 

Ces  équations  nous  montrent  que  les  accéléralions  des  mou- 
vements projetés  sur  les  axes  OX  et  OY  sont  toutes  deux  égales  i 
zéro;  donc  les  vitesses  de 
ces  moiaiemeiitt  tant  con- 
tlaiites  et  ks  mouvements 
eux-mêmes  sont  uniformes 
(I,  g  55).  Décomposons  ta 
vitesse  initiale  V  suivant 
les  trois  axes  ;  la  compo- 
sante suivant  OX  est  égale 
à  OB  ;  snivant  0¥  elle  est 
nulle;  enfin,  suivant  OZ,  elle  est  égale  h  OC.  Le  mouvement 
projeté  sur  OX  s'eflectuera  donc  avec  une  vitesse  constante 
représentée  par  OB,  et  le  mouvement  projeté  sur  OY  s'effec- 
tuera avec  une  vitesse  cotistammeni  nulle,  ce  qui  montre  que 
la  projection  du  point  restera  immobile  au  point  0  :  le  point 
ne  sortira  pas  du  plan  vertical  ZOX  dans  lequel  son  mau> 
veinent  était  contenu  à  l'origine. 

Les  composantes  OB,  OC  de  la  vitesse  initiale  sont  respecti- 
vement égales  à  Vcosoi  et  à  Vsina.  Intégrons  les  équations 
dilTérentielles  en  admettant  qu'on  compte  le  temps  k  partir 
du  passage  du  mobile  au  point  0.  It  viendra  pour  équations 
définitives  : 


m 

K  =  ltixa 

m 

«  =  «. 

m 

.=  Vl.in 
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Le  mouvement  téel  du  point  est  le  résultat  de  la  compo- 
sition de  deui  mouTcmenIs  rectilignes  simultanés,  l'un  uni- 
iorme  suivnnl  OX  et  défini  par  l'équalion  (1),  l'autre  uni- 
formémenl  varié  suivant  OZ  et  défini  par  l'équation  (3).  On 
obtiendra  la  trajectoire  en  attribuant  successivement  à  t  dif- 
férentes valeurs,  et  en  construisant  pour  chacune  les  valeurs 
simultanées  des  coordonnées  x  et  z.  Nous  p.vons  vu  plus  haut 
f]ue  la  courbe  est  une  parabole  ODE,  tangente  à  !a  droite  OA 
au  point  0;  elle  atteint  en  D  son  point  le  plus  haut,  puis 
elle  recoupe  en  E  l'horizontale  OX  menée  par  son  point  de 
départ.  On  peut  facilement  calculer  les  lenteurs  01,  ID,  OE. 

17.  Pour  avoir  la  hauteur  ID  à  laquelle  s'élèvera  le  mobile, 
il  faut  chercher  la  plus  grnnde  valeur  que  puisse  avoir  a; 

cette  valeur  correspond  à--j-=:0,  ou  h  Vsina — gt^O. 

Au  moment  où  le  point  matériel  atteint  sa  plus  gi'snde  hau< 
leur,  sa  vitesse  verticale  change  en  effet  de  sens,  et  par  suite 
elle  est  nulle  pendant  un  instant  très  court  ^  l'époque  du  pas- 
sage du  mobile  au  point  D  correspond  donc  à  la  valeur  de  t 
qui  annule  V  sin  a  —  gt,  ou  à 

Vsin» 
s 
Substituant  dans  l'équation  (2),  il  vient  pour  la  valeur 
maximum  de  s,  ou  pour  l'ordonnée  ID, 

_  V'siii'a 
'-       ïj      ' 

ce  qu'on  savait  déjà,  puisque  (I,  g  39)  ^  est  la  hauteur  maxi- 

munfi  atteinte  par  un  mobile  pesant  lancé  de  bas  en  haut  u\cc 
une  vitesse  verticale  égale  à  v. 

Si  nous  faisons  t:= dans  l'équation  (1),  il  vient 


pour  la  valeur  de  l'abscisse  01  du  point  le  plus  haut. 


.y  Google 


38  HODVEIIBKT  PAKAGOI.IQUB 

Pour  avoir  l'abscisse  du  point  E,  où  la  courbe  rencoatre  une 
seconde  fois  l'horizontale  OX,  il  sufQt  de  faire  x  =  0  daas  l'ë- 
quafion  (2)  : 


On  en  déduit  f  =  0,  ce  qui  correspond  au  poial  de  départ 


0, 


celte  dernière  valeur  détînit  l'époque  du  passage  au  point 
E;  le  temps  (  est  double  de  celai  que  le  mobile  emploie 
pour  aller  du  point  0  au  point  D;  le  mobile  projeté  sur 
OX  met  donc  autant  de  femps  à  aller  de  I  en  E  qu'il  en 
a  mis  à  aller  de  0  en  I,  et  comme  ce  mouvement  projeté 
est  uniforme,  le  point  I  est  le  milieu  de  OE.  On  a  en  défi- 
nitive 

3  S 

18.  La  dislance  OE,  qu'on  appelle  l'amp/iMe  du  jet,  varie 
avec  l'angle  a;  elle  se  réduit  à  0  quand  cet 
angle  est  nul,  car  la  courbe  prend  alors  la 
forme  OF  (fig.  9),  et  il  en  est  de  même  quand 
l'angle  a  est  droit,  car  alors  le  mouvement 
du  mobile  s'accomplit  le  long  de  la  verli- 
„  cale  OZ.  11  y  a  donc  entre  0  et  90°  une  va- 

leur de  l'angle  a  qui  correspond  au  maxî-  . 
mum  de  la  distance  OE.  Proposons-nous  de   la  détermi- 
ner en  laissant  constante  la  vitesse  initiale  V  imprimée  au 
mobile. 
Nous  observerons  pour  cela  que  l'amplitude  du  jet  est  égale 

V* 

à  —  sin  2a,  c'est-è-dire  qu'elle  est  proportionnelle  à  sin  2a. 

Kllc  est  donc  maximum  quand  te  sinus  de  l'angle  2a  est 
maximum,  ou  quand  l'angle  2^  est  droit;  ce  qui  donne  pour  a 
un  angle  de  45'.  Le  maximum  de  l'amplitude  du  jet  est  égal  à 
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T*  T* 

—,  ou  au  double  de  la  hauteur  maximum  ;?-,  h  laquelle  on 

puisse  faire  parvenir  le  mobile  en  lui  imprimant  de  bas  en 
haut,  suivant  la  verticale,  une  vitesse  initiale  égale  à  V.  La 
hauteur  du  jet  est,  sous  cette  inclinaison,  égale  au  quart  de 
l'amplitude. 


REHAROtTE  SUR   LE   HOUVEMEHT  FARABOLIQOIf. 


19.  Soit  OX  la  coupe  d'un  terrain  horizontal;  OZ  est  la 
verticale.  On  suppose  qu'au  point  0  on  lance,  dans  l'azimut 
défini  par  le  plan  ZOX,  un  projectile  pesant,  sous  l'inclinaison 
AOX  =a, avec  une  vitesse  V. 
Le  projectile,  sous  l'action  de 
la  pesanteur,  décrira  la  pa- 
rabole ODE  et  retombera  à 
terre  au  point  E.  Il  est  facile 
de  reconnaître  que  toutes  les 
trajectoires  ODE,  que  Ton 
obtient  en  faisant  varier  Tan- 
gle  a,  sont  renfermées  dans  une  région  limitée  de  l'espace, 
et  qu'au  delà,  te  projectile  tie  peut  pénétrer,  quel  que  soit 
l'angle  a  sous  lequel  on  lui  communique  la  vitesse  T. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtient  en  effet  en  éliminant  t 
entre  les  deux  équations 


!<'■ 


L'équation  finale  est 


ou  bien,  en  remplaçant  cos*»  par  j-— — -^ 
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Cherchons  le  lieu  des  intersections  successives  de  la  courbe 
ODE,  quand  elle  se  déforme  par  suite  des  variations  de  l'angle 
a;  il  sufGt  d'éliminer  tangiz  entre  l'équation  de  la  couri>e 
et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  tanga,  considérée  comme  le 
paramètre  variable  qui  sert  k  définir  choque  courbe  particu- 
lière; le  résultat  de  la  dérivation  est 

0  =  *— l^lxStMSa, 

ou  bien 

On  en  déduit 

tanga  — ^, 

et  substituant  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  trouve 

7        2V»  ^    ^  ^)  -  g        ÏV»       ï?  ~  a?       2V' 

Celte  équation  représente  une  parabole,  HNP,  tangente  à 
toutes  les  trajectoires  possibles  ODE,  et  limitant  la  région  du 
plan  vertical  que  les  projecliles  lancés  du  point  0  avec  la  vi- 
tesse V  peuvent  atteindre.  Tout  point  I  situé  en  dedans  de  l'es- 
pace OMP  peut  être  atteint  de  deux  manières,  par  la  trajec- 
toire ODE,  et  par  la  trajectoire  OlKE';  les  deux  solutions  se 
confondent  en  une  seule  lorsque  le  point  I  est  sur  la  parabole 
limite  MNP;  enfin  il  n'y  a  aucune  solution  qui  permette  d'at- 
teindre un  point  situé  au  delà  de  MNP. 

Ces  résultats  sont  modiRés  dans  la  pratique  par  la  résis- 
tance que  l'air  oppose  au  mouvement  des  projecliles. 

Les  trajectoires  ne  sont  plus  des  paraboles;  elles  sont  rac- 
courcies horizontalement,  et  la  courbe  limite  MNP,  qu'on  peut 
appeler  la  courbe  de  sûreté,  prend  pour  une  même  vitesse  V 
des  dimensions  plus  restreintes. 
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20.  Les  principaux  problèmes  relatifs  au  mouvement  rec- 
tiligne  reviennent  tous  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
lielle  du  second  ordre,  de  la  forme 


X  désignant  l'espace  parcouru  le  long  de  la  droite  qui  sert 
de  trajectoire,  et  F  la  force,  constante  ou  variable,  qui  agit 
sur  le  point  dans  cette  même  direction.  La  force  F  est  suppo- 
sée exprimée  en  fonction  de  l'espace  parcouru  x,  du  temps  t 
ou  de  la  vitesse  v  du  mobile. 

n  n'existe  pas  de  méthode  générale  pour  intégrer  l'équation 
précédente  quand  F  est  exprimée  en  fonction  de  ces  trois  varia- 
bles à  la  fois,  ou  de  deux  d'entre  elles;  mais  si  F  s'exprime  au 
mojcn  d'une  seule  de  ces  variables,  le  problème  analytique 
se  ramène  aisément  à  des  quadratures. 

i'  Soit  d'abord  ¥^f{t).  Alors  l'équalion  différentielle 
donne  Texpression  en  fonction  de  t  delà  seconde  dérivée  dej: 
par  rapport  à  t  ;  on  a  donc  immédiatement,  en  intégrant  deux 
fob  de  suite. 


F<tt  +  C 


F<it  +  C  [(  —  (.)+&, 

en  introduisant  dans  la  solution  deux  constantes  arbitraires  C  el 

dx 
valeurs  ue  j;  ci  ae  v  =~ 

pour  une  époque  particulière  t  =  V 
2*  Soit  ensuite  F  =  f{x),  ou  bien 


Ici  l'intégration  immédiate  n'est  plus  possible,  et  il  faut  re- 
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courir  à  un  changement  de  variable.  Introduisons  la  vitesse  v 

comme  nouvelle  variable,  et  chassons  la  variable  t.  Nous  obser* 

'  dx 

verons  que  d  ^  -7-  ;  prenant  la  dérivée  de  chaque  membre 

par  rapporl  au  temps,  il  vient  -j^  =  j^ï  •  c'  remplaçant,  dans 

dx 
le  dénominateur  du  premier  membre,  di  pai*  — ,  on  a 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Intégrons  une  première  fois  ;  on  obtient 


-  5  mu.' 


-î> 


■^àx. 


équation  qui  fait  connaître  v  en  fonction  de  x  et  d'une  con- 
stance arbitraire  v,.  Pour  achever  la  solution,  résolvons  par 
rapport  à  «  : 


=  \J^.*+\£f{.A^. 


dx 
Remplaçant  ensuite  ti  par  t-  ,  et  résolvant  par  rapport  à  dt. 


ou 

On  évite  le  changement  de  variable  en  multipliant  tes  deui 
membres  de  l'équation 
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dx 
par  2  -^  du  ce  qui  donne 


on  peut  intégrer  les  deux  membres,  et  l'on  a 

éqnalion  qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avOns  obtwue. 

Nous  aurons  lieu  bientôt  d'en  donner  une  inlerprétalion  mé- 
canique, cl  d'y  reconnaître  l'expression  analytique  du  théo- 
rhae  des  force»  vives. 

5'  Soit  enfin  F=/"{p). 

Od  aura  à  intégrer 

Remplaçant  -^  par  tf,  il  vient 


on  bien 


équation  où  les  variables  sont  séparées. 
i/ÎDtégralion  donne 


équation  de  la  forme  t^ç(p),  de  laquelle  on  tirera  t)^i]<(t|. 

dx 
De  cette  nouvelle  équation,  qu'on  peut  écrire -t- :=<}•((),  on 

tirera  x  par  une  seconde  quadrature. 

Dans  tous  les  cas,  l'équation  finale  du  mouvement  renfcaine 
deiu  constantes  arbitraires  :  on  les  déterminera  au  moyen  des 
laleorsde  l'espace  parcouru  et  de  la  vitesse  à  un  instant  donn<^. 
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PROi>anTiopnEi.i£iiBNT  a  la  DisTAHce  A  CE  poinr. 


â1.  Soit  0  le  centre  d'allraction  ;  A,  le  point  de  départ 
du  mobile  ;  M,  la  position  du  point  mobile  à  un  cer- 
tain instant  t,  et  OM^x,  la  dislance  de  cette  position 
au  point  0.  Nous  pouiTons  représenter  la  force  F  en 
valeur  absoUie  par  le  produit  Kx,  K  étant  une  con- 
stante; Icsj;  étant  comptés  positivement  à  partir  du 
point  0  dans  le  sens  OA,  l'accélération  du  point  mo- 
bile est  positive  quand  il  va  dans  le  sens  OA,  et  néga- 
tive dans  le  cas  contraire.  Admettons  le  second  cas 
pour  fixer  les  idées;  la  force  agissant  en  sens  con- 
traire du  sens  positif,  l'accélération  doit  être  piise  né- 
gativement. On  posera  donc 


et  il  est  facile  de  s'assurer  que  celle  équation  est  générale^ 
quelle  que  soit  la  position  du  point  mobile  et  quel  oùe  soit' 
le  sens  de  son  mouvement. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est,  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  C  et  C, 


* = c  Biii(  y^ + CcMt  ^. 


Pour  déterminer  les  constantes,  supposons  qu'on  aitt=0 
lorsque  le  mobile  part  sans  vitesse  du  point  A,  et  soitOA^a. 

On  aura  pour  t=0,  x=:aet-T-=0,  ce  qui  exige  que  C'=:a 

elC=0. 
L'équation  du  mouvement  est  par  conséquent 

«=:ac(»f  t/— • 

Rlle  montre  que  le  point  H  se  meut  sur  la  droite  OA, 
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comme  la  projection  d'un  point  géométriqac  qui  parcour- 
rait unirormément,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  t/  -  • 

la  circonférence  décrite  du  point  0  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  à  OA  (Cf.  1,  g  56). 

Le  mouvement  du  point  mobile  est  donc  un  mouvement  os- 
cillatoire qui  s'accomplit  en  temps  égaux  entre  le  point  A  et 
un  point  A',  symétrique  deA  par  rapport  au  pointO.  Le  temps 
T  d'une  excursion  simple  AA'  est  donné  en  Taisant  dans  l'équa- 
tion x^ — a,  et  t~T.  Ilvient 


■^• 


'V^= 


Id  moindre  valeur  de  T  correspond  à 

ou  à 

formule  très  remarquable  en  ce  qu'elle  est  indépendante 
de  la  dislance  a. 

L'attraction  de  la  terre  sur  un  point  intérieur  i  sa  surface 
est  proportionnelle  è  la  distance  de  ce  point  au  centre  du 
globe  (II,  g  165).  Le  mouvement  oscillatoire  que  nous  venons 
de  définir  est  donc  celui  queprendrait  un  point  matériel  qu'on 
abandonnerait  à  l'attraction  terrestre  dans  un  puits  recliligite 
traversant  le  globe  suivant  un  deses  diamètres.  Beaucoup  de 
phénomènes  présentent  des  applications  de  la  même  loi. 
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22.  Soit  0  le  centre  d'attracliim,  pris  pour  ori- 
gine ; 
M,  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t  ; 
OM=a:,  l'abscisse  du  point  mobile. 
L'équafion  du  mouvement  sera 


ng.i& 


en  appelant  K  une  constante  et  ni  la  masse  du 

point. 

rfa; 
Hulliplions  de  part  et  d'autre  par  2  -r-  d(  et  par  2dx ,  puis 

dx 
intégrons;  il  viendra,  en  remplaçant  -r-  par  », 


-..=-,/«^=  +  «(i-i): 


V,  est  la  vitesse  du  point  à  la  distance  x,. 

Soit  A  le  point  de  départ  du  mobile,  à  la  distance  Ok^a  ; 
on  pourra  faire  r„=a  et  »„=(),  puisque  le  point  malériel 
part  du  point  A  sans  vitesse.  L'équation  intégrale  prend  alors 
la  forme 

Donc 


et  enfin 


L'un  des  radicaux  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  pour 
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rendre  dt  pasilif  malgré  la  présence  du  fadeur  dx  qui  est 
négatir. 

On  est  ramené  à  trouver  Tintéin-ale  de  \  / dx, 

^  V  "— * 

Pour  cela  observons  qu'on  peut  mettre  cette  différentielle 
sous  la  forme 

OU  encore  sous  la  forme 


Posons 


On  en  déduit 
et  par  suite 
On  connaît  les  intégrales  de  chaque  terme  pria  séparé- 


i(fi  î    ' a       du  a      uilu 


abstraction  fiùtc  des  conslanles. 


Digtizea  .y  Google 


i  PBOBLËHES 

On  a  tlonc,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  en  x. 


et  enfin,  en  rétablissant  les  signes  et  introduisant  une  con- 
stante arbitraire  („ 


Prenons  pour  arc  cos le  plus  petit  arc  positif  qui 

réponde  au  cosinus  donné,  et  convenons  de  compter  le  temps 
à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  quitte  le  point  A  ;  nous  aurons 

pour  x^Of  1=0;  arccos =arcco8( — i)  =  %. 

Donc 


et  l'équation  fmale  est 

= I  Vm  ("  -  "'^'^  ^) + \/^ 

Le  point  0  peut  ôtre  considéré  comme  le  centre  du  globe 
terrestre  ;  OB  étant  le  rayon  r  du  globe,  on  sait  que  l'attrac- 
tion du  globe  sur  un  point  de  masse  m  placé  au  point  B,  c'est- 
ù-dire  à  la  dislance  r,  est  sensiblement  égale  à  mi;  ;  l'attrac- 
tion à  une  distance  égale  Ji  l'unité  est  représentée  par  K, 
et  l'on  aura  la  proportion 


^-'â-- 


et  par  snilcK  =  mjï''. 
Le  facteur  V/ôï?  csI  donc  égal  à  -  v/s-- 
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Pour  avoir  la  durée  de  la  chute  du  corps  du  point  A  au 
point  B,  il  faut  faire  dans  la  formule  x:=r. 

25.  Supposons  que  le  corps  M  soit  lancé  au  point  It  suivant 
la  droite  OA  et  dans  la  direction  BA,  avec  une  vitesse  «,.  Le 
mouvement  de  ce  point  satisfera  encore  à  l'équatîoD 

mt»  — nw.*  =  SK('l  — i], 

]ui  devient  dans  ce  cas  particulier 

On  trouver;!  le  point  A  où  s'arrfiiera  le  corps  en  cherchant 
la  distance  0A= x  qui  annule  la  vitesse  v. 
Faisant  donc  v  =  0,  il  viendra 


1        niti.'~Slt'— «■P.V 
f        2K 

Cette  équation  donne  pour  x  une  valeur  positive  si 
2K>-m»,*r,  infinie  si  2K=mt>gV,  et  négative  si  SK'CmDjV. 
Dans  le  premier  cas,  le  mobile  s'arrête  en  un  point  A,  pour 
retomber.  Dans  le  second  et  le  troisième,  il  continue  indéfini- 
ment sa  route  sans  que  jamais  sa  vitesse  devienne  nulle.  La 
plus  petite  vitesse  initiale  qui  puisse  produire  un  tel  résultat 
est  donnée  par  l'équation 

Si  l'on  communiquait  à  un  corps  pesant,  de  bas  en  haut, 
une  vitesse  égale  ou  supérieure  à  ^2^,  ce  corps  s'éloignerait 
indéfiniment  de  la  surface  du  globe  terrestre,  résultat  qu'on 
peut  regarder  comme  fictif  à  cause  de  la  grande  valeur  de 
cette  limite,  et  aussi  parce  qu'on  a  négligé  une  foule  de  cir- 
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const3rtces  qui  inQuent  sur  ]e  mouvement,  notammeni  la  ré- 
sistance de  l'air. 

En  prenant  parexetnple  r^6,366,000  mètres  pour  le  rayon 
delà  surface  lerriistre,  etg  =  9°',8088,  on  trouve  pour  la  H- 
mileVo  une  valeur  supérieure  à  11  kilomètres  par  seconde. 


CBUTB  D  m  CORPS    PESANT  DAIfS  L  AIR,  EH    BtPPOSAHT 
LL   FESAOTEtlH   GOUSTARTE. 

24.  Supposons  qu'un  corps  pesant,  de  masse  tn,  tombe 
dans  l'air  suivant  la  droite  OA.  Appelons  x  l'espace 
parcouru  par  lecorpsà  partir  du  pointu;  les  forces  qui 
produisent  le  mouvement  sont  la  pesanteur  mp,  agissant 
dans  le  sens  HA,  et  la  résistance  de  l'air  qui  est  diri- 
gée dans  le  sens  MO.  La  résistance  de  l'air  est  une 
fonction  de  la  vitesse  du  corps  ;  nous  la  représente- 

"*■  "'  rons  d'abord  par  ç  (n).    L'équation  diiTérentielle  du 

mouvement  est 

"Si  ="* -'("'• 

L'intégration  d'une  telle  équation  se  ramène  à  des  quadra- 
tures {§'20,3'). 

La  fonction  f  a  été  déterminée  par  expérience.  On  admet 
générulement  avec  Newton  que  ç  (f)  est  proportionnelle  à 
faire  S  de  la  section  transversale  du  corps,  et  au  carré  de  la 
vitesse,  et  on  peut  la  représenter  par  l'expression 

A  étant   un   coefiicient  constant  ;  nous  pouvons,  en  divi- 
,  AS  _  S 


-i)- 
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SUR  LE  UODVEHEM  EIBCTlUG:fB. 

On  a  donc 


S-('- 


et  par  conséquent 
bitégrant,  il  vient 

Si  l'on  fait  t)  =  0,  on  a  t  ^  0,  et  par  suite  il  n'y  a  aucune 
coiislantc  à  ajouter,  pourvu  qu'on  compte  te  temps  à  partir 
de  l'instant  où  le  corps  quitte  le  jioinl  0. 

Cette  équation  peut  £lre  résolue  par  rapport  &  t>;  pour  cela 
mettons-la  sous  la  forme  d'une  proportion 


On  en  déduit,  en  faisant  la  somme  et  la  différence  des 
termes, 


et  par  suite 


".-'Google  j 


*t  probi£hes 

et  iatégraot  une  seconde  fois,  il  vient 


On  déterminera  la  constante  C  en  remarquant  que,  pour 
t=:0,  Tabscisfie  x  est  nulle  ;  donc 

0=  jlogî  +  C 

et  par  conséquent 


Tous  ces  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien. 
L'équation 


qu'on  peut  écrire 


!¥'• 

.+.    « 

montre  qu'à  mesure  que  1  grandit,  v  convet^  vers  la  valeur 

constante  K,  car  la  fraction  e      ^   devient  de  plus  en  plus 
petite.  La  limite  K  n'est  d'ailleurs  jamais  atteinte,  puisque 
le  numérateur  de  la  fraction  qui  multiplie  K  reste  toujours 
moindre  que  son  dénominateur. 
Or  le  coelBcient  K  est  donné  par  l'équation 

AS_  ^ 
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Snn  LE  UOUVEJIENT  RECTIUCSE. 


OD  par  celle-ci  : 


-V^-VS' 


P  étant  le  poids  du  corps. 

Le  fadeur  A  est  une  donnée  expérimentale  sur  laquelle 
on  ne  peut  influer;  le  poids  P  étant  donné,  on  pourra  ré- 
duire autant  qu'on  le  voudra  la  vitesse  de  la  chute,  en  aug- 
mentant convenablement  le  facteur  S,  surface  transversale 
du  corps.  Si  la  surface  S  est  suffisamment  étendue,  la  chute 
du  corps  peut  s'effectuer  avec  une  vitesse  modérée  ;  tel  est  le 
principe  des  parachutes  dont  se  servent  quelquefois  les  aéro- 
nautes. 

Si  le  corps  est  une  sphère  de  rayon  r  et  de  poids  spécifique 
4 
I*,  ou  a  S  =  icr*,  P  =  =icr*xp,  et,  par  suite, 


La  vitesse  limite  croit  avec  le  diamètre  et  le  poids  spé- 
cifique du  corps  tombant,  proportionnellement  à  la  racine 
carrée  du  produit  de  ces  deux  quantités. 

■OnVEHEin  ASCERDinT   d'dH   POIKT   PESAKT   LM(£    m    BIS  BK  HAUT 
DAKS  l'aHI. 


25.  Comptons  positivement  les  abscisses  dans  le  sens 
ascendant  le  long  de  la  verticale  OA  ;  la  force,  tant 
que  le  corps  montera,  sera  dirigée  de  haut  en  bas  et 
tendra  à  le  ralentir;  l'équation  du  mouvement  sera 
donc,  en  admettant  pour  la  résistance  de  l'air  la  loi  de 
Newton, 


Âî=-n'+K'j' 
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Intégrant,  il  vient  :  arctangu=C — ^. 

Convenons  de  prendre  pour  arctangu  te  plus  petit  are 
posilif  qui  corresponde  à  la  tangente  donnée.  Soil  v^  la  vitesse 
À  l'instant  de  départ,  et  adinetlons  qu'on  compte  le  temps  k 

partir  de  cet  instant.  On  devra  avoir  u  =  i^  pour  t^O.  Donc 


II  est  facile  d'en  déduire  l'époque  h  laquelle  le  point  mo- 
bile s'arrêtera  et  commencera  à  descendre.  11  sufBt,  en  efTet, 
de  faire  u  =  0,  ce  qui  donne  arctang«  =  0,  et 

Quelque  grande  que  soit  la  vitesse  »,,  l'arc  dont  la  tangente 
est -^  est  moindre  qu'un  quadrant,  et  par  suite  t  est  au  plus 

égal  à  7-,  Cette  conclusion  peut  paraître  fausse;  car  il  est 

évident  qu'en  lançant  un  corps  pesant  de  bas  en  haut,  avec 
une  vitesse  exlrêmemînl  grande,  on  pourrait  le  faire  sortir 
des  limites  de  l'almosphi^re  et  l'éloigner  assez  du  globe,  pour 
que  son  retour  ne  fût  plus  possible.  Mais  la  contradiction 
n'existe  pas  dans  notre  calcul  puisqu'il  suppose  expressément 
les  facteurs  K  et  g  constants  à  toutes  les  hauteurs;  il  foudrait 
donc,  pour  que  la  formule  fût  complètement  vraie,  que  l'atmo- 
sphère eût  une  hauleur  îndélinîe  et  que  sa  densité  fât  con- 
stante, caria  densité  du  milieu  inlluc  sur  la  valeur  delà  résis- 
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Inncé  an  mouvement;  qu'enfin  la  pesanteur  fât  la  même  i 
toute  distance  du  globe.  On  voit  sous  quelles  restrictions  la 
formule  est  applicable  en  pratique. 

Cherchons  ensuite  à  eiprimer  x  en  fonction  de  (.  Prenons 
les  tangentes  des  deux  arcs  égaux 

arcUngu     et     ircung^  — ^. 

lit»  tangentes  sont  égales,  et  par  suite  il  viendra 


»g  +  ..«n^' 


<f*  =  K.- 


Le  numérateur  est,  au  fadeur^  près,  la  'dérivée  du  déno- 
minateur par  rapport  à  (.  On  a  donc,  en  intégrant, 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien.  La  con- 
stante se  détcrmmera  en  exprimant  que  t  et  x  s'annulent  à  la 
fois,  ce  qui  donnera 

0  =  C+  —  logK 

Donc  enfin 

"' .    /     s'      "•  -  9t\ 
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Pour  avoir  la  hauleur  à  laquelle  le  corps  s'élùve*  faisons 
ilans  la  formule 


on  en  déduit 


et  par  suite 


A  parlir  de  ce  point,  le  corps,  abandonné  sans  vitesse,  va 
redescendre;  la  résistance  de  l'air  est  alors  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  l'équation  du  mouvement  devient 


'(-&)■ 


si  l'on  continue  à  compter  positivement  les  abscisses  dans  le 
sens  ascendant,  ou 


si  on  les  compte  dans  le  sens  descendant.  On  retombe  sur 
le  problème  précédemment  traité.  Les  deux  périodes  du  mou- 
vement ne  sont  pas  représen(ées  par  une  seule  et  même 
formule,  et  la  loi  du  mouvement  change  à  l'époque  définie 

par  la  valeur  du  temps  f  ^  -  arc  tang  ^ .  On  ne  doit  donc  pas 

élendre  les  premières  équalions  qu'on  a  trouvées  à  des  valeurs 
de  t  supérieures  à  cette  limite. 
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r  DES  PROIECriLES   DAIfB   L  AIB. 


96.  Les  projectiles  lancés  dans  l'air  décrivent  une  trajec- 
toire OMA,  g^éralement  comprise  dans  le  plan  vertical  ZOA 
qai  contient  la  direction  de  la  vitesse  initiale.  Seuls  les  pro- 
jectiles oblongs  qui  reçoivent 
un  mouvement  rapida  de  ro- 
tation autour  de  leur  ase  de 
Sgore,  éprouvent  une  déri- 
vation qui  les  éloigne  gra- 
duellement du  plan  de  tir. 
Le  mouvement  de  rotation 
de  la  terre  produit  aussi  dans 
la  trajectoire  de  tout  projectile  une  altération  analogue. 
Nous  ferons  ici  abstraclion  de  toutes  ces  tendances  latérales, 
pour  ne  nous  occuper  que  de  la  recherche  de  la  trajectoire 
plane  OMA. 

Soit  H  ta  position  occupée  par  le  projectile  au  bout  du  temps 
(;  soient  OP=:x,  PM=:x  ses  coordonnées,'  l'une  horizontale, 
Taolre  verticale.  Menons  au  point  H  la  tangente  MT  à  la  tra- 
jectoire, en  sens  contraire  du  mouvement  du  point.  Les  forces 
qui  agiront  sur  le  mobile  seront  la  pesanteur  dans  le  sens 
HP,  et  la  résistance  de  l'air  dans  le  sens  MT.  Cette  dernière 
Gorce  est  une  certaine  fonction  de  la  vitesse,  qui,  rapportée  h 
l'unité  de  masse  du  projectile,  peut  être  représentée  par  7  (v). 
Divisant  par  la  masse  les  équations  du  mouvement,  il  vient 


tétant  l'angle  ZTH  que  fait  la  direction  du  mouvement  avec 
la  verticale. 

Ces  deiis  (équations  se  ramènent  à  une  équation  du  pre- 
mier ordre  entre  t»  et  6  ;  une  fois  celle  équation  intégrée,  le 
problème  s'achève  par  des  quadraluies. 
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On  a,  en  effet, 

Dirférentiant  ces  équalions,  il  vient 


Substituons  dans  les  équations  du  mouvement,  et  divisons 
membre  à  membre  pour  éliminer  dt  : 


OU  bien,  en  chassant  les  dénominateurs, 

f  W  sinfl  cos  Ad»  +  »f  (")co!*  flrffl  +  ff  sin  fldD  +  j»  cmM» 

Ce  qui  conduit,  après  réduction,  i  l'équation  du  prunier 
ordre 

.  Celte  équation  devra  être  intégrée;  l'équation  intégrale 
contiendra  une  conslanle  que  l'on  déterminera  en  y  faisant  à 
la  fois  6  =  6„  inclinaison  du  lir  sur  la  verticale,  et  v^r,, 
vitesse  initiale.  On  déduit  ensuite  la  valeur  du  temps  au 
moyen  de  l'équation 

tint  ^  +PCOSS  ~  =  — y [«)si»fl, 

i|ul  donne 

.  ànBdv  +  vixaidS 

.  On  pourra  remplacer,  dans  le  second  membre  de  cette 
équation,  v  et  dv  par  leurs  valeurs  en  0  et  dd,  déduites  de 
l'équation  intégrale. 
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Enfin,  les  valeurs  de  :c  el  de  «  s'oblitindront  en  inlégram 
les  équations 


dont  les  seconds  membres  peuvent  être  ramenés  à  ne  contenir 
qu'une  seule  variable,  6  par  exemple. 

Tonte  la  difficulté  du  problème  réside  donc  dans  l'intégra- 
tion de  l'équation  (1). 

27.  Cette  (:quaf ion  se  simpliTie  en  prenant  pour  variable  la 
composante  horizonlale  de  la  vitesse,  ou  mieux  le  rapport  de 
celte  composanicà  l'uccélération  g 

Soit 


do  tia't  vni  dû  ' 

Remplaçant  dans  l'équation  (1), 

—  -il-tMû^  -?-^^   g"  cota   I    ""«^^\smâ/  _ 
Sin*»         ^sinfldS  ^ïiue  ^  gain» 


Vûù  résulte,  après  réduction  et  suppression  du  fadeur 
-Â-T,  réqnation 

(S,  l"  +  !!(Ê)=o. 

>  '  ris  ^    s  sm  H 

28.  ta  forme  de  la  fonclion  f  a  élé  déterminée  par  expé- 
rience ;  Newion,  comme  nous  Pavons  dît,  avait  proposé  la 
loi    du    carré    de  la    vitesse,   d'après   laquelle    on  aurait 

<f(v)  =  ^-  On  a  reconnu  depuis  que,  dans  les  mouvements 
rapides  des  projectiles  de  l'ail illcrie,  on  aurait  plutôt 
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50.  HOtTEHENT 

M,  N,  P  étant  des  fondions  de  la  section  transversale  du 
projectile.  La  résistance  croîtrait  donc  plus  vite  que  le  carré  de 
la  vitesse;  l'excès  serait  dû  en  partie  à  l'accroissement  de  den- 
sité de  l'air  refoulé  par  le  mouvement  du  projectile. 

L'équation  (i)  n'est  pas  intégrable  sous  forme  finie,  si  l'on 
donne  à  7(0)  celle  forme  compliquée.  On  parvient  seulement  à 
l'intégrer,  quand  on  prend  pour  9(11)  la  formule  Âv*  +  E^ 
qui  peut  représenter  avec  approximation  la  loi  déflnie  par  la 
formule  MÛ* -+- Nr' -H  P  ,  en  disposant  convenablement  des 
coefficientsA  et  B  et  de  l'exposant  n. 

On  a  aussi  reconnu,  mais  cette  remarque  n'a  qu'un  intè- 
râl  analytique,  que  l'équation  (1)  est  intégrable  lorsque 
ç[u)=Alogij-)-B. 

Admettons  la  loi  de  Newton,  et  soit  ?(v)^^,.  Il  en  résulte 


et  l'équation  (2)  prend  la  forme 


Les  variables  sont  donc  séparées,  et  l'équation  est  inté- 
grable par  quadrature. 

L'inléjn-âle  de  -:  est —  -s-^.  L'intégrale  de-i-ïr  se  ramène 

à  l'inlégrale  de  -r-g,  laquelle  esiégaleà  It^tangg.  Connais- 
sant la  forme  de  l'intégrale  cherchée,  il  est  facile  d'en  déter- 
miner les  coefiicients  numériques  par  une  idenlification  des 
dérivées.  Faisons,  en  efïet,  en  appelant  a  et  &  des  coefâcients 
constants  inconnus, 

/.-Si =îS +""'»»''«'• 

Il  vient,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

_!__      — sin'BBînB  — 3co3'flBin9         b 
BirfS  ~    ■  sin*fl  siut 
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équation  qui  devient  identique  en  faisant  fr  —  a  =  —  2a  =  1. 

1  1 

Ce  qui  donne  ai=  — ^elfr^s.  L'inti^gralc  générale  de 

l'équation  proposée  est  donc,  en  supprimant  le  fadeur  ^ , 


^ê(S-"«-"«5')-<^ 


De  I&  OD  tirera  v  en  fonction  de  6,  puis  t,  enfin  x  et  z,  an 
moyen  de  trois  nouvelles  quadratures.  On  pourra  donc  dressée 
des  tables  de  tir,  indiquant  sous  quelle  inclinaison  e,  il  faiil 
viser  pour  atteindre  un  point  donné  par  ses  coordonnées  x  et  %. 

Lorsqu'on  prend  pour  9(11)  la  fonction  simple  Au»,  l'équa- 
tion (1)  s'intègre  en  posant  w=XY,  X  et  Y  étant  deux  nouvel- 
les fondions  de  0,  entre  lesquelles  nous  pouvons  établir  une 
liaison  arbitraire. 

On  en  déduit,  en  effet, 

dB~     dB  "^     <«' 
Vf  [v)  =  kf*'  =  AX»+i  ï«+«, 

el,parsuitc,  l'équation  (1)  devient 

Nous  déterminerons  X  de  manière  à  réduire  i'i  zéro  le  cocffî* 
cieatdc  Y;  it  viendra 


L'intégration  de  celte  équation  donne  donc  X^  -. — ,  en  ap- 
pelante une  constante. 

Substituant  dans  l'équation  (3),  il  vient  pour  déterminer  Y 
l'équalion 
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équation  qu'on  intégrera  par  quadrature.  La  fonction  v  s'oh- 
liendrn  en  laisanl  le  produit  de  X  et  de  Y  ;  les  deux  constantes 
introduites  par  les  deux  îii- 
tëgrutions,  se  fondront  en 
une  seule,  et  on  la  déter- 
minera au  mo^en  de  la  va- 
leur initiale  de  v  qui  coi^ 
respond  b  la  valeur  initiale 
de  l'angle  6. 

29.  Nous  appliquerons 
au  même  pioblème  une 
autre  iniilliode  analytique, 


riB.  16. 


qui  consiste  à  définir  une  courbe  par  une  équation  entre  le 
rayon  de  courbure  p,  et  l'inclinaison  de  la  normale  par  rap- 
port h  l'axe  dt's  x. 

Soit  H  (fig.  16)  la  position  du  point  mobile,  HM'  l'arc  inDni- 
ment  petit  qu'il  décrit  dan'-  le  temps  dt; 

C  le  centre  de  courbure  de  cet  arc, 

Et  p=CM  le  rayon  de  courbure. 

La  courbe  OM  peut  être  définie  par  une  relation  entre  le 
rayon  de  courbure  p  et  l'angle  MN0^MTZ^6,  que  ta  nor- 
male UN  fait  avec  une  direction  fixe  XX'.  L'angle  UCH'  est  égal 
à  de,  ou  à  la  différence  des  angles  ZT'M',  ZTM. 

Décomposonsia  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  mo- 
bile suivant  la  normale  MN  et  la  tangente  MT.  Nous  aurons, 
pour  la  composante  centripète,  agissant  suivant  MN 

et  pour  la  composante  tangentielle,  qui  agit  dans  le  sens  ÏIT, 

^=  —  gcesi  —  f[»). 

D'ailleurs  l'arc  MM'=  (/«=pi/0^t'(/f. 
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Enire  ces  Aquolions,  éliminons  v  et  dt.  H  vienflrn  une  rela- 

fion  diflèrentielle  du  premier  ordre  entre  p  et  9,  qui  déiinira  la 

trajectoire  à  deux  constantes  arbitraires  près. 
Un  tire  de  la  première 

Donc 

f= Vf?  «'■>•/ 
radical  qu'on  prendra  avec  le  signe  + , 
La  diflérentiation  donne 

Par  suite 

S  ^  \fpsiD  »  *V     C  *        <i/àat 

D'un  autre  cdté,  on  tire  de  Téquation  vdt  =  f  (19, 

Divisant  do  par  (ff,  il  vient 
ce  qui  conduit,  en  défmitive,  h  l'équation  dirférentîelle 


Si  l'on  adopte  la  loi  de  Newton  f  (if)  =^ ,  et  qu'oc  divise 
[>ar  ^~- — ,  l'équation  réduite  prend  la  forme 

Cctie  équation  fournît  une  propriété  de  la  Irnjectoirc.  (}'.>■ 

servons,  en  efîet,  que  fd^  =  ds.  Celte  substitution  rendl'équk' 

tien  intégrable,  et  l'on  a  par  conséquent 

3 
108p  +  5  log  MnO  +  jj  » = coûstinta. 
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A  la  place  depsinO,  nous  pouvons  meltre  —;  on  remplace 

ainsipsin'ôpar  —  sin*  6,  ou  par  — ,  w  étant  la  composaole 
horizoniale  de  v.  11  vient  donc 


Cctte  équation  nous  montre  qu'à  mesure  que  le  projectile 
avance  sur  sa  trajectoire,  ou  à  mesure  que  l'arc  s  grandit,  la 
composante  horizontale  de  la  vitesse  diminue  proportionnel- 
lement aux  valeurs  successives  de  TexponenUelle  e  '''.La 
dimiriulion  de  la  vitesse  horizoniale  est  très  rapide.  11  en 
résulte  qu'au  bout  d'un  parcours  sufTisamment  long,  le 
projectile  a  perdu  presque  toute  sa  vitesse  horizoniale,  et  tend 
de  plus  en  plus  à  se  comporler  comme  un  corps  pesant  qui 
tomberait  dans  l'air  suivant  la  verticale.  On  sait  que,  dans  ce 
cas,  la  vitesse  verticale  du  mobile  lend  vers  une  limite  supé- 
rieure qu'elle  ne  peut  atteindre  |§  24).  La  trajectoire  a  donc 
une  asymptote  verticale;    on   en  trouverait  la  position  en 

cherchant  vers  quelle  limite  tend  l'intégrale  f  rsinôrff  ou 


/: 


tv(/t,  lorsqu'on  donne  à  la  seconde  limite  de  l'intégration 
d<!s  valeurs  indélinimenl  croissantes- 
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DES  PROJECTILES. 


AUTRE  uÈtaan  n'iHTÉGiiATtorf. 


50.  Appelons  toujours  v  la  vitesse  du  projectile  h  un  instant 
donné,  et  décomposons-la  suivant 
les  axes.  Soit  w  la  composante  liori- 
lonlale  de  v,  et  u>' la  composante 
verticale.  Il  viendra 


en  appelant  0'  l'angle  de  la  tangente  avec  l'horizon,  complé- 
ment de  l'angle  6. 
Donc 

Nous  désignerons  ce  rapport  par  la  lettre  p.  IL  en  résulte 


Soit  R  la  résistance  de  l'air  dirigée  dans  le  sensMT  ,  les  équa- 
tions du  mouvement  sont 


oabien 

W 


«î^  =  _mj-BÏ.l 


Or  l'équation  w^=:pu},  dilférentiée, nous  donne 

Ab'        dw  ,      dp 


Ao         dp R  w' 

^  M   ^"'dt~      '       iii  d* 
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SO  lOUyElIENT 

Mullrplions  par  p  la  première  dus  équations  (2)  et  rcfran- 
chons-la  de  l'équation  (3)  ;  tl  \iendra 
,.,  dp  R  w'   ,    R  pt* 

Les  équations  définitives  du  mouvement  sont 


Ëlirainonsdt  cotre  ces  deux  équations  ;  il  vient 

dvi         R   te 
tedp  ~  mg  t' 

ou  bien 

(.)  *.!Sg!. 

La  quantité  R  est  connue  en  fonction  de  v;  de  plus, 
v=i(i^l  +;»*;  l'équation  (6)  est  donc  une  équation  difTé- 
rentielle  entre  p  et  w,  qu'on  devra  intégrer.  Pour  en  déduire 
xets,  on  emploiera  l'équation  (5),  qu'on  multipliera  par  w;  il 
vient  alors 

(1)  ui*dp  s=  —  gurdl  =  —  gdx, 

puis,  multipliant  par  p  l'équalion  (7), 

(8)  ie*pdp  =  —  gpdx  =:  —  gili, 

équations  qu'on  pourra  intégrer  par  quadratures. 

Nous  allons  développer  la  solution  dans  l'Iiypolhèse  où  R 
est  une  fonction  de  v  de  la  forme  At>^  +  Bv',  et  nous  poserons 

R   ..»*(«  +  ») 
m~         C        ' 

K  cl  C  étant  des  constantes. 
Cette  fonction,  substituée  dans  l'équation  (6),  nous  donne 

ou  bien, en  remplaçant  v  par  w ^T+p* 
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DES  PROJfcCTlLES  ST 

Celle  équntion  n'esl  pas  inlégrable;  mais  on  peut  se  coii 
tenter  d'uni;  a|iproxiination.  Si  le  tir  ne  fait  pas  un  ang'e 
(rop  grand  avec  l'horizoo,  l'angle  0*  varie  peu  dans  la  pre- 
mière liranche  de  la  trajectoire,  de  sorte  que  i  -hp*  diffère 
peu,  tout  le  long  de  celte  branche,  de  sa  valeur  initiale, 
ï  +tang'0',.  Notre  approximation  consistera  donc  à  rempla- 
cer p*  par  tang*  fi'^,  tout  en  laissant  dp  dans  l'équation  comme 
si  p  était  variable.  L'équation  (9)  devient  alors 

Tirant  (/;i  de  celte  équation,  et  substituant  dans  (7),  il  vient 

équation  qu'on  peut  intégrer.  Soit  v,  la  vitesse  initiale;  pour 
ïz=0,  onaura  tf  =»,cos8',;  donc 

1-'  ) 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  —  : 

K»       /y  \ 

fi3)  1  =  t \i'— ; , 

Pour  trouver]),  il  est  plus  commode  de  changer  de  variable. 
Nous  ferons 

%x 

d'où  l'on  déduit 

j Cco«ff.  dç 

Nous  feronsaus5;i,pourabréger, — i-l  =  o,  quantité  con- 
stante ;  l'équation  (13)  devient  alors 
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88  ItOUVEUEST 

Remplaçons  wetdx  |)ar  leurs  valeurs  en  i;  dans  l'équation 
dp  =  —  -?i  dr,  et  nous  aurons 

Pour  x^O,  on  a  à  la  fois  I^^l  et})  =  langO,. 
L'inlégralc  de  l'équalion  (15)  est  donc 

(16)     p^unge-.-^jîgp.  [l<i«(ç»-l)-3n[;_l)  +  Ioffï]. 

On  intégrera  ensuite  l'équation  d%=pdx,  qui  donnera,  en 
observant  que  «  =  0  pour  x  =  0,  ou  pour  ï  =  1 , 

tni  î  =  :tUng(l',-^[ia«(ï»-l) 

—  jo^iosç-afllç-^  +  aaiogç  +  giiogsl^J- 
Ccite  cquation  est  celle  de  la  trajectoiie.  On  remplacera 

Kl 

C  par  sa  valeur  c'^"'st'.^  gj  Q^^  (i(;vcloppera  les  exponenlielles 
en  séries.  Remplaçant  aussi  a  par  sa  valeur  —  +  i,oa  arrive 
à  mettre  l'équation  de  la  trajecloire  sous  la  forme 

OÙ  le  coeflicient  K'  représente  la  somme  de  la  série 

"*"  4K  Ccosfi-.  "*"  4.5.K  CcosÈ'.  "*■■" 
La  discussion  de  celte  valeur  montre  que  K'  vuric  peu  avec 
la  distance  horizontale  a:,  de  sorte  qu'on  peut,  sans  grande 
erreur,  remplacer  dans  l'équation  (18)  K'  par  une  valeur 
moyenne,  applicable  h  la  trajectoire  au  moins  dans  les 
premiers  arcs  parcourus  par  le  projectile.  Pour  le  tir  de  plein 

5 
/oHc(,  par  exemple,  on  peut  faire  K':=ô.l'éq»ation (18)  prenO 

la  Torme 
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DES  rnOJECTILES.  50 

Le  premier  lerme  s^xtnngO'^  représente  une  droite  OS, 
tangente  à  la  trajectoire  à  l'origine  :  c'est  la  ligtie  de  tir;  le 
terme  négatif 

Sj?cos»6'.  \         CcosO'.  ' ) 

I  epréscntc  la  baisse  verticale  M'M  du  projectile,  au-dessous  do 
la  ligne  de  (ir  OS.  Au  lieu  de  rapporter  la  trajectoire  aux 
axes  rectangulaires  OX,  OY,  on  peut  la  rapporter  5  la  ligne 
de  lir  et  à  la  verticale  ;  soit  x'=OM'  la  nouvelle  abscisse,  et 
3'=  M'M  la  nouvelle  ordonnée,  comptée  positivetnent  en  des- 
cendant; nous  aurons 

Xz=z'CI»«'. 

et 

ou  bien 

'      it.'\    ^        c       /' 

quantité  indépendante  de  l'angle  ^\.  Los  variations  de  l'incli* 
naison  du  tir  sont  donc  sans  influence  sur  les  baisset  du  pro- 
jectile comptées  verticalement  à  partir  de  la  ligne  de  tir. 
L'inclinaison  plus  ou  moins  grande  de  l'arme  ne  produit 
qu'un  déplacement  angulaire  de  la  (rajeeloire  dans  le  plan 
vertical,  sans  déformation  sensible  de  la  courbe.  C'est  sur  ce 
Tait  qu'est  fondé  le  règlement  des  hausses  que  l'on  emploie 
dans  l'infanterie  pour  viser  à  diverses  distances. 
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CTIAPITRK  !I 

THËONCMES  flËHflUUI  DE  Là  OTNAMIQUE  OU  POIMT. 


31.  Jusqu'ici,  nous  avons  pose  les  équations  du  mouve- 
ment en  considérant  l'61<imenl  infiniment  petit  de  trajectoire 
décritpendant  le  temps  dt\  les  théorèmes  jf^ii^raux  substituent 
à  ces  arcs  élémentaires  des  arcs  de  grandeur  lînie;  ce  sont 
les  conséquences  générales  de  l'intégration  que  l'on  doit  faire 
pour  passer  d'équations  reconnues  vraies  pour  une  durée 
inliniment  courte,  à  des  équations  applicables  à  une  durée 
quelconque. 

Il  y  a  quaire  théorèmes  principaux  sur  le  mouvement  d'un 
point  matériel  unique,  savoir  : 
Le  théorème  des  quantités  de  mouvemeni  ; 
Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  ; 
Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvemeni  { 
Le  iMarlme  des  forces  vives. 

52.  On  appelle  quantité  de  mouvement  i'un  point  matériul 

dn  niasse  m,  animé  d'une  vitesse  u,  !e  produit  mv  do  la  masse 

1  i  P^""  '^  vitesse.  On  peut  assimiler  ce  pro- 

K^."''''^  duit  à  une  force ,  en  attribuant  à  la 

y^  ~ï  quantité  de  mouvemeni  la  dircclioii 

de  la  vitesse  v.  On  lui  donne  le  signe 

de  ia  vitesse. 

Ainsi  le  mobile  M  parcourant  la  tra- 

FiB- 18.  jectoire  AB,  dans  le  sens  AB,  possède, 

quand  il  occupe  la  position  H,  une  certaine  vitesse  v  suivant 

la  direction  MT  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  La  quantité  de 
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moDTcmcnl  du  point  malériol  à  wt  instant  sera  le  produit  mv, 
et  on  pourra  la  représenterparunedroile  proportionnelle  MA, 
))ortOc  sur  la  tungcnle  à  partir  du  point  de  contact  dans  ie 
sens  du  mouvement. 

Mous  pouvons  projeter  le  mouvement  du  point  sur  un  asè 
fixe  OX;  pour  plus  de  simplicitO.  supposons  la  projection 
orthogonale.  Soît  |a  la  projection  du  point  U  ;  la  vitesse  «.du 
mouvement  projeté  sera  égale  à  h  projection  de  la  vitesse  v 
du  mouvement  réel  (I,  %  451  >  Attribuons  au  mobile  fictif  ^  In 
même  masse,  m,  qu'au  mobile  réel  H;  la  quantité  de  mou- 
vement du  point  V  sera  mv„  et  sera  représentée  par  une 
droite  ixn,  prise  sur  ta  trajectoire  rectili^ne  OX  dans  le 
sens  du  mouvement,  et  égale  à  la  prujic  ion  de  la  droite 
HA.  Le  produit  mv,  est  donc  la  projection  de  la  quantité  de 
motivenient  UA  tur  l'^xe  OX,  ou  la  quatitité  de  mouvemetU 
projetée  êur  cet  axe  :  on  lui  donne  le  signe  de  la  vitesse  proje- 
tée, v 

La  droite  MA  peut  être  décomposée  à  la  manière  des  forces, 
suivant  les  directions  de  trois  axes  coordonnés;  chaque  com- 
posante sera  la  quantité  de  mouvement  projetée  sur  l'axe  cor- 
respondant parallèlement  au  plan  des  deux  autres  axes.  £n 
général,  on  emploie  des  axes  rectangulaires,  et  les  pi-ojcc- 
tions  sont  orthogonales. 

La  quantité  de  mouvement,  MA,  étant  assimilée  è  une  force, 
on  peut  prendre  son  moment  par  rapport  â  un  axe  OX  quel- 
conque ;  ce  sera  le  produit  de  la  projection  de  MA  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  OX,  par  la  plus  courte  distance  de  la  droite 
MA  à  l'ase,  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  les  convcn- 
lions  ordinaires  de  la  statique  (II,  g  45). 

35.  On  appelle  force  vive  d'un  point  matériel  de  masse  m 
et  de  vitesse  v,  le  pi-oduit  mu'  de  la  masse  du  point  par  le 
carré  de  sa  vitesse.  On  n'a  pas  besoin  d'attribuer  h  la  force 
vive  une  direction  particulière,  comme  on  le  lait  pour  la  quan- 
tité de  mouvement. 

L'expression  impropre  de  fnrcc  vive  est  consaci èc  par  l'u- 
sage ;  il  n'y  faut  voir  qu'un  nom  donné  au  produit  mv*;  nous 
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indiquerons  plus  loin  l'origine  historique  de  celte  dëGnilion, 
où  le  mot  forée  perd  sa  signifiealîon  ordinaire. 

La  force  vive  d'un  point  matériel  est  toujours  positive. 

Les  théorèmes  généraux  font  connaître  des  relations  entre 
les  quantités  de  mouvement,  ou  les  quantités  de  mouvement 
projetées,  ou  les  moments  des  quantités  de  mouvement,  ou 
enfin  les  forces  vives  d'un  point  matériel  mobile,  considéré  h 
deux  époques  de  son  mouvement.  Ces  relations  sont  expri- 
mées par  des  équations  qui  contiennent  dans  un  membre 
les  forces,  dans  l'autre  les  masses  et  tes  vitesses. 

THÉORÈME  DES  QUANTITES  DE  HOUVEMEHT. 

34.  Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  se  déduit 
de  réquiilion  qui  donne  la  composante  tangentielle  de  la 
force. 

Soit  F  la  force,  ou  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur 
le  point  matériel  en  mouvement  ; 

i;,,  l'angle  que  fait  la  force  F  avec  la  direction  du  mou- 
vement ; 

m,  la  masse  ; 

V,  la  vitesse, 
et  t,  le  temps. 

On  a  l'équation  différentielle 

dv       „ 
m^  =  ¥^^. 

OU  bien 

mitti  =  Fcos/idl. 

le  premier  membre  est  la  différentielle  de  m»;  intégrons 
entre  deux  époques  t^  et  t,  et  soit  v^  la  vitesse  du  mobile  à  la 
première  de  ces  époques. 

Nous  aurons  pour  é(iu;ition  intégrale 

On  appelle  impulsion  élémenlu'ire  d'une  force  F,  le  produit 
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DES  QUiimTÉS  DE  MOUVEHtHiT.  B3 

FiJI  de  cette  force  pnr  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt 
pendantlequel  elle  agit  ;  et  impulsion  tofa/e  delà  force  F,  pen- 
dant l'intervalle  compris  entre  deux  valeurs  du  temps,  (,  et  (, 

l'intégrale  I  tdt,  prise  entre  ces  deux  limites.  Si  l'on  pro- 
jette la  force  F  sur  une  droite  quelconque,  faisant  un  angle 
a  avec  sa  propre  direction,  Fcosadt  est  ce  qu'on  appelle /s 
projeeûon  de  Fimpulsion  élémentaire  de  la  force  F,  ou  l'impuî- 
tioH  âémenUàre  projetée  ;  et  l'intégrale  de  Fcosad/,  prise  entre 
deux  limites  t,  et  t,  est  la  somme  des  impulsions  élémentaires 
projetées.  Par  analogie,  si  l'angle  {j.  est,  comme  nous  l'avons 
supposé,  l'angle  de  la  force  F  avec  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, Fcosiuft  est  l'impulsion  langentielle  élémenlaire  de  la 
force  F  pendant  le  temps  intiniment  court  dt. 

Faisant  usage  de  ces  définitions,  nous  pourrons  traduire 
l'équalion  (1)  en  langage  ordinaire,  et  poser  ce  théorème  : 

L'accroissement  entre  deux  époques  de  la  quantité  de  mouvement 
d'un  point  matériel  est  égal  à  la  somme  des  impulsions  tangeih 
Ueltes  élémentaires  de  la  force  pendant  ce  même  intervalle  de 
temps. 

La  composante  tangeatîelte  Fcos^i  de  la  résultante  F  est  la 
somme  algébrique  des  composantes,  suivant  la  môme  tan- 
gente, de  toutes  les  forces  appliquées  au  point  matériel.  On 
peut  donc  modifier  l'énoncé  du  théorème  de  la  manière  sui- 
vante : 

L'accroissement  entre  deux  époques  de  la  quantité  de  mouve- 
ment d'un  point  matériel  est  égal  à  la  somme  des  impulsions 
ilimentaires  tangentieUes  de  toutes  Us  forces  qm  agissent  sur  le 
poiia  matériel  entre  ces  deux  époques. 

55.  On  peut  remarquer  que  ce  théorème  n'est  qu'un  simple 
corotlaired'un  théorème  de  cinématique,  établissant  une  pro- 
priété de  l'indicatrice  des  accélérations  totales  (I,  g  98).  Si  l'on 
transporte  en  un  même  point  C  de  l'espace,  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  les  vitesses  successives  ti,  et  qu'on  joigne  leurs  extré- 
mités, on  obtient  (lig.  19)  les  vitesses  acquises  élémentaires  jdf 
que  possède  successivement  le  point  mobile  entre  deux  époques 
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particulières  t,  et  t  de  son  mouvement  :  on  forme  ainsi  l'indi- 
cjiliiccdesaccfilctolinns  tdlol'sDD',  et  l'on  voit  que  la  vitesse 
ti  à  UD  instant  quelconque 
est  la  résultante  géomé- 
trique de  la  vitesse  »,  et 
lie  toutes  tes  vitesses 
acquises  intermédiaires, 
},<!(,  j^dt,  ...,;^t,  suppo- 
sées transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes 
au  pointe. 

Multipliant  toutes  ces 
quantités  par  la  masse  m 
du  mobile,  les  vitesses 
deviennent  les  quantitét 
de  mouvementy  les  vitesses 
acquises  élémentaires  deviennent  les  imjmlsiong  élémentaires 
de  la  force. 

L'accroissement  mv  —  ffltf,  de  la  quantité  de  mouvement 
entre  les  deux  époques  (  et  (,  s'obtient  sur  In  figure  en  faisant 
la  somme  des  projections  des  quantités  mi^dt,  mj^dl,...  mj^dt, 
sur  les  rayons  ti„  v^,...,v„  ce  qui  revient  à  faire  l'inlégmle 
des  produits  FcosixJt,  ou  des  impulsions  tangentielles  élé- 
mentaires . 

Nous  pouvons  donc  poser  le  théorème  suivant,  qui  est  plus 
général  que  celui  que  nous  avons  établi  par  l'analyse  : 

Si  Von  considère  le  mouvement  d'un  point  matéiiel  entre  deux 
époques  quelconques,  la  q\uaitité  de  mouvemetit  à  la  seconde  épo- 
que est  la  résultante  de  la  quantité  de  mouvement  à  la  première 
époque,  et  de  toutes  les  impulsions  élémentaires  des  forces  qui 
ont  aiji  sur  le  point  matériel  entre  la  première  époque  et  la  se- 
conde, ces  quantités  de  mouvement  et  ces  impulsions  élémentai- 
res étant  toutes  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  de  l'espace. 

3G.  le  théorème  des  qtuintités  de  mouvement  proj^ées  est  un 
corollaire  de  cette  dernière  proposition. 
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Projelons  en  effet  les  qitanlilès  de  mouvement  et  les  impul- 
sions Élémentaires  sur  un  mâjiieaxe  fisc;  la  projection  derim- 
pubion  élëiiientaire  Ydt  d'une  force  F  sur  un  axe  OX.  avec  le- 
quel elle  fait  un  angle  x,  n'est  autre  chose  que  le  produit 
h'cosxdt  de  la  projection  de  la  force  sur  cet  axe  par  t'élémenl 
du  temps  dt. 

■  De  môme  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement  sur 
Taxe  est  le  produit  mvcosX,  ).  élant  l'angle  de  la  vilcsst: 
avec  Taxe;  la  projection  de  la  résullanle  élant  la  somme 
algébrique  des  projections  de  ses  composantes,  on  a  l'équation 


Feoitdl, 


Fcotadt. 


Donc  l'aceroissement  entre  deitx  époques  de  la  quantité  de 
mouvement  projetée  sur  un  axe  fixe  est  égal  à  Finté/jrale  jyrise 
entre  ces  deux  époques  des  impulsions  élémentaires  de  la  force 
projetée  sur  le  même  axe;  ou,  ce  qui  revient  au  mi^me,  à  la 
tomme  des  impulsions  élémentaires  projetées  de  toutes  tes  forces 
^  agissent  sur  te  point  mobile. 

37.  Pour  démontrer  ce  théoriime  analytique  ment,  il  suffît 
déconsidérer  l'équation  du  mouvement  projeté  sur  l'un  des 
axes  coordonnés,  sur  l'axe  des  x  par  exemple.  Celte  équation 


((•» 


X, 


en  désignant  par  X  la  composante  de  la  force. 

d^ 
Nous  pouvons  remplacer  -r^  par  —r-  ,  ou  encore  par  -^ , 

m  appeinnt  u  la  vitesse  de  l'abscissea;,  ou  la  projection  de  la 
vitesse  du  point  sur  l'axe  des  abscisses.  On  a  donc 
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<  I  par  suilc 

DU  en  intégiTint 

MH  — imi,t=  I   %dti 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  proposition  a  un  énoncé  analogue  au  théorème  des  quan* 
lités  de  mouvement  et  des  impulsions  tangenlielles.  Mais  elle 
exige  que  l'uxe  sur  lequel  on  projette  à  chaque  instant  les 
forces  et  les  vitesses  soit  fixe  dans  l'espace,  tandis  que  le 
théorème  des  quantités  de  mouvement  totales  fait  inter- 
venir les  projections  des  forces  sur  la  direction  de  la  tan- 
gente à  la  trajectoire,  direction  variable  dans  la  suite  du 
mouvement. 

Si  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  la  force  reste 
normale  à  un  plan  fixe,  le  théorème  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées  montre  que  la  vitesse  du  mobile  projetée  sur 
une  droite  quelconque  tracée  dans  ce  plan  refile  constante 
pendant  tout  cet  intervalle.  Car,  en  prenant  pour  axe  de  pro- 
jection la  droite  ainsi  tracée,  on  a,  dans  tout  l'intervalle  con- 
sidéré, X=0,  et  par  suite  u^h,. 

On  remarquera  l'identité  de  ces  théorèmes  avec  ceux 
qui  ont  été  établis  eu  cinématique  pour  les  accélérations 
{I,§H7,1*}. 

THÉORËMB  DES  HOMERTS    DES    ÛDAKTITÉS  DE   HODVEMEnT. 

38.  Le  point  matériel  U,  dont  la  masse  est  m,  parcourt  la 
trajectoire  AB  et  occupe  les  positions  H,  H,,  M,,  M,...,  N  au 
bout  d'intervalles  de  temps  égaux  à 

0,    dl,    iitt,    Z4t n<ft. 

Soient  Hti,  ii^v^,  M,»,,  M,»,,  ...,  les  directions  et  les  gran- 
deurs des  vitesses  qu'il  possède  successivement  à  son  passage 
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en  ces  divers  points;  nous  les  représenterons  par  les  leKres 
■p,  B,,  »„  »,, ...;  lavilesseau  point  N  sera  désignée  par  V. 
!  Représentons  aussi  sur  la  Ggure  les  vitesses  acquises  élé- 
iitientaires  du  mobile,  pendant  qu'il  parcourt  les  arcs  MM„ 
M,M,,  MJH,,  ....  La  vitesse  v  du  mobile  au  point  M  se 
compose  avec  la  vitesse  ac- 
quise élémentaire  jdt  pour 
produire  la  ntesse  v^  qu'il 
possède  au  point  M, ,  et  le 
point  M,  est,  à  des  inliniment 
petitsd'ordresupérieupprès,  '        '' 

situé  sur  la  direction  de  la 

résultante  des  vitesses  v  et  jrf(,  composées  en  M.  £n  d'autres 
termes,  v,  peut  être  regardée,  en  position  et  en  grandeur,  comme 
ta  résultante  des  vitesses  v  et  jdt  appliquées  en  M.  Donc,  en  mul- 
tipliant par  la  masse  les  trois  vitesses,  on  pourra  dire  que 
la  quantiié  de  mouvement  mv,  est  la  résultante  de  la  quantité 
de  mouvement  mv,  et  de  la  quantité  mjdt,  laquelle  n'est  autre 
chose  que  l'impulsion  élémmtaire  Fdt  de  la  force  qui  agit  sur 
le  mobile  pendant  son  passage  de  M  en  M,. 

On  reconnaîtrait  de  même  que  mi;,,  appliquée  en  M^,  est 
la  résultante  de  mv^  appliquée  en  M,  et  de  F,df  appliquée 
aussi  en  H,  ;  que  mv,  est  la  résultante  de  mv,  et  de  F,(If ,  et 
ainsi  de  suite  ;  si  l'on  s'arrête  au  point  N,  mV  sera  ta  résul- 
tante de  fflP,-,  et  de  Pg-idt. 

Donc  la  quantité  de  mouvement  finale  mT,  appliquée  en  N, 
est  la  résultante  de  la  quantité  de  mouvement  mv  appli- 
quée en  M,  cl  des  impulsions  élémentaires  Fdt,  F^dt,  l\dt...t 
i^t-idt,  respectivement  appliquées  en  M,  M,,  H,...,  M,_,. 

Le  théorème  du  g  5S  nous  a  montré  que  ta  quantité  de  mou- 
vement fflV  est  la  résultante  de  mv  et  des  impulsions  élémen- 
taires fdt,  toutes  ces  forces  étant  transportées  parallèlement 
en  on  même  point  de  l'espace  ;  nous  pouvons  ajouter  mainte- 
nant que  mT  est  la  résuttanle  de  mv  et  des  impulsions  ïdt,  en 
laissant  à  chacune  de  ces  quantités  son  point  d'application  sur 
la  trajectoire  :  s'il  en  est  ainsi,  on  peut  appliquer  à  ce  groupe 
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de  forces,  en  changeant  le  sens  de  mV,  les  sit  équations  qui 
(tédnissont  l'équilibre  d'un  système  invariable.  Les  Irois  pre- 
mières nous  donneraient  Ifi  Ihéorùme  des  quantités  de  mouve- 
ment projciées,  que  nous  connaissons  déjà  (g  36);  les  trois 
autres  nous  conduisent  au  théorème  des  moment»  des  quanti- 
tés de  monvement,  que  nous  pouvons  exprimer  par  l'équaliiin 

la  notation  M^  (  }  indiquant  le  moment  d'une  force  par 
rapport  ù  un  axe  ab  supposé  fixe  (II,  g  41)  ;  en  langage  ordi- 
naire, 

L'accroissement,  entre  deux  époques,  du  moment  delà  quan- 
tité de  mouvement  d*vn  point  matériel  par  rapport  à  un  axe  fixe, 
est  égal  à  la  somme  des  moments,  pay  rapport  au  tn^e  axe, 
des  impulsions  élémentaires  des  forces  qui  ont  agi  sur  ce  point 
entre  ces  deux' époques. 

DÉIIC^'STnATIO»  AKALVTIQDE  DU  THÉORÈliE  DES  H01IEHT8 
DES    QUAKTITÉS  DE   H0UVI!:ilE,1T, 

39.  Les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  uni- 
que sont 


Les  forces  X,  T,  Z  sont  les  composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  point  matériel; 
leur  point  d'application  commun  a  pour  coordonnées  x,  tf.  t. 

Prenons  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport 
à  un  des  axes  coordonnés,  l'axe  OZ,  par  exemple.  Nous  sa- 
vons (II,  g  30)  qu'elle  est  égale  à 
Ïi-Xy. 

Pour  obtenir  cette  fonction,  multiplions  la  première  équn- 
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tion  du  mouvecaenl  par  y,  la  seconde  par  x,  et  retranchons 
ta  première  de  la  seconde.  II  viendra 

/     d'il  d*x\        „         _ 

Or  le  premier  membre  est  h  dérivée,  par  rapport  au 
Icinps  t,  de  la  fonction  m{«-n  —  ydî)''^^  ^°'^  qu'on  a,  en 
multipliant  par  dt  et  en  intégrant  entre  les  limites  I,  cl  t,  l'é> 
quai  ion 

•{4-»S)-':*/,'i'"-«'«- 

L'intégrale  du  second  membre  représente  la  somme  des 
moments  des  impulsions  élémentaires  de  la  furcc  (X,  Y,  Z), 
pendant  to:it  t'intcrviille  du  temps  ( — t^,  par  rupport  à  Taxe  OZ. 

Le  premier  membre  peut  s'écrire 

ce  qui  représente  le  moment,  par  rapport  à  OZ,  de  la  quantité 
de  moiivameitt  du  point  matériel.  Ce  moment  est  pris  à  Tin- 
stanl  liiial  défini  par  la  valeur  t  du  temps.  La  constante  C  est 
la  valeur  iiie  prend  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement 
pjur  t  =  t,,  ou  à  t'inslant  initial.  On  peut  donc  la  représenter 
par  l'esprcssion 

"[■■m.-'-im- 

les  indices  montrant  qu'il  s'agit  des  valeurs  particulières  de; 
fonctions  x,  y,  -r,  -^  à  l'instant  l^t,. 
L'équation  prend  en  détînitivc  la  forme 

-('i-''i)-  [■■  ©.-»•  (ï).]-X  "-•"* 

ou,  CD  employant  la  notation  des  moments, 
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40.  Dana  un  fil  en  équilibre  (II,  g  523),  chaque  élé- 
ment est  er.  équilibre  sous  Taction  des  tensions  qui  agissciil 
en  sens  contraires  à  ses  deux  extrémités  et  de  la  force  qui 
sollicite  l'élément.  La  tension  à  l'une  des  extrémités  est 
donc  égale  et  contraire  à  la  résultante  de  la  tension  ii 
l'autre  extrémité  et  de  la  force  extérieure.  Celte  remarque 
peut  s'étendre  à  une  portion  finie  de  fil;  la  tension  à  l'une 
des  extrémités  sera  aussi  égale  et  contraire  à  la  résultante 
de  la  tension  a  l'autre  extrémité,  et  de  toutes  les  forces  ap- 
pliquées à  la  portion  de  fil  considérée;  en  d'autres  termes, 
la  tension  à  une  extrémité  est  la  résultante  de  la  tension 
à  l'autre  extrémité,  prise  en  sens  contraire,  et  des  forces 
changées,  loutcs  de  sens.  Sous  celte  forme,  on  voit  que  l'équi- 
libre des  courbes  funiculaires  donne  lieu  h  une  théorie  ana- 
logue à  celles  des  quantités  de  mouvement  dans  les  trajec- 
toires :  au\  tensions  correspondent  les  quantités  de  mouve- 
ment; aux  forces  appliquées  aux  éléments,  correspondent 
les  impulsions  élémentaires;  au  polygone  de  Varignon  (II, 
§  524),  correspond  l'indicalrice  des  accélérations  totales, 
ou  plutôt  cette  indicatrice  amplifiée  dans  le  rapport  de  la 
masse  à  l'unité  {g  25).  Le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  que  nous  venons  d'exposer,  a 
pour  analogue  l'énoncé  suivant,  qui  n'est  autre  que  l'appli- 
cation pure  et  simple  du  théorème  des  moments  aux  ten- 
sions et  aux  forces  en  équilibre  :  La  somme  algébrique  des 
moments  des  tensions  qui  agissent  aux  extrémités  d'une  portion 
de  fil,  et  des  moments  des  forces  qm  solliàtent  cette  portion,  est 
égale  à  zéro. 

41 .  L'analogie  entre  les  deux  théories  s'établit  analylique- 
ment,  en  comparant  entre  elles  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  et  les  équations  de  l'équilibre  d'un  fil. 
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Les  premières  sont  : 

-&'-. 

|i: 

"&'='. 

-È-' 

Les  secondes, 

^('î)— . 

« 

'{'S-"- 

"{'£)=-"•• 

Si  AB  est  la  trajectoire  dûcrile  par  le  point  mobile  libre, 
d'après  la  loi  repri'senlée  par  les  équnlions{l),clquev,t'',ti',..., 
soient  les  vitesses  successives  que  le  point  possi^de  à  son  pas- 
sage aux  points  gëomélriques  M,  M',  M" ...,  infiniment  voisins 
les  uns  des  autres,  un  pourra  regar- 
der AD  comme  la  forme  d'équilibre 
d'un  fil,  dans  lequel  la  tension  T  se- 
rait en  chaque  point  égale  à  la  quan-  p|^  j, 
lité  de  mouvement  mv  du  mobile  en  ce 
point  ;  quant  aux  forces  extérieures  à  appliquer  h  ce  ûl,  on  les 
déterminera  en  changeant  en  chaque  point  le  sens  de  la  force 
(X,  Y,  Z)  qui  sollicite  le  mobile,  et  en  divisant  cette  force 
par  la  vitesse  v.  En  effet,  on  peut  écrire  la  première  des 
équations  (1)  sous  la  Tonne 


ou  bien,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  - 


ou  encore 


-ih 


\di= 
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équation  ideolique  à  la  premiâre  des.  étiuations  (2)  si  l'on 

fait 


Pour  que  cette  assimilation  soit  admissible,  il  faut  d'ail- 
leurs que  me  n'ait  en  chaque  point  de  la  trajectoire  qu'une 
valeur  unique  et  positive,  ce  qui  exige  que  le  mouvement  du 
point  matériel  se  fasse  sur  sa  trajectoire  dans  un  seul  et  mâmc 
sens. 

Cette  règle  établit,  par  exemple,  le -lien  entre  la  parabole 
considérée  comme  trajectoire  d'un  point  pesant  dans  le  vide 
(§16),  et  la  parabole  considérée  comme  forme  d'équilibre  d'un 
fil  chargé  de  poids  unirormémcol  répartis  suivant  l'horizon- 
tale {U,  8  327). 


-{2.  Nous  avons  démontré  en  cinématique  (I,  g  109)  que  lors- 
qu'un poifit  mobile  dam  un  plan  décrit  en  temps  égaux  des  aires 
égales  autour  d^un  point  fixe  de  ce  plan,  Paccéléralion  totale  du 
poàU  mobile  est  constamment  dirigée  vers  le  point  fixe.  La  réci- 
proque est  vraie. 

Nous  avons  étenduensuile  ce  théorème  au  mouvement  d'un 
point  mobile  dans  l'espace  :  quand  la  projection  ^unpoiiit  mo- 
bile sur  un  plan  décrit  en  temps  égaux  des  aires  égales  autour 
d'un  point  du  plan,  l'accélération  totale  du  point  molnle  dam 
Vespaee  rencontre  constamment  la  droite  élevée  par  le  point  ftxe 
perpendiculairement  au  plan  de  projection  ;  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  donner  une  interprétation  dynumiqué  de  ces 
lliéorémes. 

Soit  AB  (fig.  22)  la  trajectoire  d'un  point  matériel  M  de  masse 
m  ;  RS  un  plan  de  projection,  et  0  un  point  fixe  pris  d;]ns  ce 
plan.  La  trajectoire  AB  se  projette  en  ab  sur  le  plan  RS,  et  à  un 
instant  donné  le  point  M  s'y  projette  en  M'.  On  suppose  que  la 
vitesse  aréolaire  du  point  m  autour  du  point  0  est  constante, 
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c'esl-à-dîre  que  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  pendant  un 
inâme  temps  dl  reste  cons  lu  minent  la  mûme:  Il  en  lùsullc, 
d'après  le  théorème  de  cinématique  que  nous  venons  de  rappe- 
ler, que  l'accélération  totale  j  du  point  M  est  dirigée  suivurit 
une  droite  MN  qui  reuconiru  la  droite  OP,  élevée  en  0  perpendi- 
culairement au  plan  ItS  ;  comme 
cas  particulier,  elle  peut  ôlre  pa- 
i-irtlùlc  ù  cette  droite.  Il  résulte 
de  là  que  la  force  F  qui  sollicite 
le  point,  a  aussi  pour  dircctiun 
uiic  droite  M^  qui  icnconlrc 
fuse  OP  ou  qui  lui  est  paral- 
lèle; la  tor(.e  F  a  donc  un  mo- 
ment  coiislaiiimciit  nul  par  rap- 

puit  a  ruxe  01'  (II,  g  42),  et  par  suite  la  somme  des  moments 
des  impulsions  éléiiicnlaircs  de  la  force  pour  une  portion 
quelconque  ilc  Irajccloiru  est  éi;iile  à  zéro.  Donc  l'équation 
des  moment'^  des  quaiilités  de  mouvcimnl  par  rapport  & 
l'axe  OP  se  réJuit,  pour  deux  époques  quelconques,  ù  Téga- 
lité 

U„(«ï)-II„(ihV.)  =  0, 

ou  bien  à  ccllc>ci 

Ho,l«Tl  =  ll„(mV.); 

c'esl-à-direque/e  momenl  de  la  quantité  de  mouvemeitl  par  rap- 
poi  t  à  taxe  OP  ett  constant  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 

11  est  facile  de  voir  que  cette  égalité  du  moment  implique 
la  proportionnalité  des  aires  décrites  en  projection  autour  du 
point  0,  au  temps  mis  à  les  décrire. 

En  effei ,  pour  prendre  le  momenl  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  point  M  par  rapporta  l'axe  OP,  il  fiint  projeter  la 
vitesse  UV  du  point  sur  le  plan  ItS  normal  à  OP,  ce  qui  don- 
nera la  vilesse  M'V  du  mobile  projeté  m  ;  pub  on  abaisse  du 
poiotO  uoe  perpendiculaire 01  sur  la  direction  H'V,  r  étant  la 
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projection  de  la  vitesse  V  dans  l'espace.  le  moment  demandé 
sera  égal  au  produit 

mvXOI. 

S'il  est  constant,  cela  montre  que  le  produit  v  x  01  est  aussi 
constant;  multiplions  par  la  durée  dt  du  parcours  d'un  arc 
infiniment  petit  de  trajectoire  ;  vdt  sera  l'arc  M'M"  décrit  pen- 
dant ce  temps  sur  h  trajectoire  projetée  ab,  ou 
sursalangenteM'V'{fig.  25);  le  produit v<itx(&, 
ou  M'M'  X  01,  est  égal  au  double  de  l'aire  du 
triangle  OU'H",  décrit  autour  du  point  0  pen- 
dant le  temps  dt  par  le  rayon  vecteur  OM'.  Or 
le  produit  v  x  01  est  constant  ;  cette  aire 
est  donc  proportionnelle  au  temps  dl  mis  & 
la  décrire.  Remarquons  que  ;VxOI  est  la 
vitesse  de  faire  (1,  g  30),  ou  la  vitesse  aréolaire  du  point  H 
autour  de  Vaxe  OP.  Par  coiiséqiienty  le  niOTiiimt  de  la  quantité 
de  mouvement  mv  X  01  por  rapport  à  l'axe  OP  est  égal  au  pro- 
duit de  la  masse  du  mobile  par  le  double  de  la  vitesse  aréolaire 
du  point  M  autour  de  cet  axe.  Cette  relation  est  générale.  Si, 
à  un  instant  quelconque,  on  porte  sur  la  droite  OP  (fîg.  22), 
dans  le  sens  convenable  (11,  g  44),  une  longueur  représenta- 
tive du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à 
OP,  la  même  longueur  représentera  au  même  instant,  après 
la  division  par  le  fiicteur  2fR,  la  vitesse  aréolaire  du  mobile 
autour  de  OP. 

fiÉNÉRALItJATlOS  DD  TBËOnÈHE  DES  AUtEB. 

43.  Le  théorème  des  aires,  tel  que  nous  l'avons  énoncé,  ne 
s'applique  qu'à  un  cas  particulier,  celui  où  la  force  qui  agit 
sur  le  point  mobile  est  constamment  dans  un  même  plan  avec 
une  droite  fixe.  Mais  on  peut  étendre  ce  théorème  à  ua  mou- 
vement quelconque  de  la  manière  suivante. 

Appliquons  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  k  un  axe  fixe  OP  à  une  duréo  infiui- 
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ment  petite  dt;  appelons  T,  V  les  vitesses  du  mobile  sur  sa 
trajectoire  au  commencement  et  à  la  fin  de  cette  durée  ;  il 
viendra  l'équation 

■„(«n-M„(mV)=V{P*)- 
Hais  nous  venons  de  voir  que  te  moment  de  mV  par  rap- 
port à  l'axe  OP  est  égal  au  produit  par  2m  de  la  vitesse  arûo- 
iaire  A  du  mobile  autour  du  même  axe  ;  on  a  donc 


L'équation  des  moments  devient 


Le  rapport  -^  est  la  vitesse  de  la  vitesse  aréolaiie  (I,  g  28), 

ce  qu'on  peut  appeler  V accélération  de  l'aire  d^crile  en  pro- 
jection sur  un  plan  normal  à  OP.  L'équation  indique  donc  que 
le  produit  de  l'accélération  de  l'aire  par  la  masse  est  égal  à  la 
moitié  du  moment  de  la  force. 

Ce  nouvel  énoncé  est,  pour  le  mouvement  projeté  sur  des 
plans,  analogue  aux  équutions  îj=:mj„  qui  définissent  le 
mouvement  projeté  sur  des  axes. 

Le  point  M,  mobile  sur  la  trajecloire  AB,  a  pour  projections 
sur  trois  axes  rectangulaires  0X,0  Y,  OZ,  les  points  m,  m',  m" 
(fig.  24)  ;  sur  les  trois  plans  coordonnés,  il  a  pour  projections 
les  points  (t,  ^',  i*",  mobiles  sur  les  trajectoires  afr,  a'b',  a"V'. 
Les  équations 


«21:  =2. 
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posées  dans  le  g  15,  définissent  les  mouvcmenrs  des  points 
m,  m',  m" le  lurigdcs  lroi-;axe5.  Outre 
ces  trois  coordonnées  Om,  Om',  Om", 
on  peut  considérer  comme  coordon- 
nées ilu  point  Icsaites  décrites  sur  clta- 
cundes  plans  XOY,  YOZ,  ZÛX.  par  l(;s 
rayons  vecteurs  Oi*,  Ojj.',  0^";  si  l'on 
appelle  A,  B,  C  les  aires  planes  en- 
gendrées par  ces  rayons,  à  partir 
d'axes  poliirc^i  urLilraii'es,  nous  au- 
rons, en  aJapt.iiil  pour  les  moments 
les  mêmes  notations  qu'en  statique  (II,  g  50),  les  liois  équa- 
tions diflérentielles  : 

inrilE   INTElU-nËTATION  DD   TBËORËUe    PHËCÊOEnT. 


44.  Reprenons  l'équation  générale 


¥ 


et  appliquons-la  successivement  nn\ 
trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ. 
Portons  sur  l'axe  OX  trois  longueurs, 
l'une  OA  pour  représentiT  le  mo* 
ment  M„{mV),  l'autre  OA',  pour  re- 
présenter le  moment  M„(mV');  la 
ti'oisième  enfin,  Oa,  pour  repiésen- 
ter  le  moment  M„(F)  =  L;  opérons 
de  même  pour  les  deux  autres  axes 
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coordoiin6s  ;  nous  obtiendrons  les  segraenls 
OI(  =  S„(mT), 
OB's=ll(|ï(niT0, 
0^  =  II„lF)  =  y. 

et 

OC=llo,(».T), 

Oï=  "m  ('')  =  »• 

Composons  les  droites  OA,  OB,  OC,  h  la  manière  des  forces  ; 
la  lésullantc  OP  seia  (II,  g  52)  l'axe  du  moment  de  !a  qtum- 
Uté  de  mouvement  mV  par  rapport  au  point  0  ;  de  même  la  ré- 
sullanle  OP  des  droites  OA',  OB',  OC',  sera  l'axe  du  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  finale  mV  par  rapport  au  point  0, 
et  OR,  résnltanlc  de  On,  0^,  Oy,  sera  l'axe  représentatif  du 
moment  de  la  furce  F  par  rapport  à  ce  même  point. 

Le  point  P,  exirémilé  libre  de  l'axe  du  moment  de  la  quantité 

de  mouvement  par  rapport  au  point  0,  parcourt  une  certaine 

trajectoire  PF  pendant  que  le  mobile  se  meul  dans  l'espace;  il 

se  trouve  en  P"  au  bout  de  l'inlervallc  de  temps  dt;  par  suite, 

Parc  PP'  est  la  direction  de  sa  vitesse,-  cl  la  mesure  de  celte 

PP' 
litcssc  est  la  limite  du  rapport  -t-.  Ixs  composantes  de  la 

...  .  AA'   BB'  ce    „  .    , 

même  vitesse  suivant  les  aies  sont  —r-t  —r-i  -;-.  Mais  les 
ai     at     at 

équations  des  moments  des  quantités  de  mouvement  nous 

donnent 

AA'=  OA  -  Oi'^OsXWÏ, 

et  par  suite 
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Les  composantes  de  la  vitesse  du  point  P  sont  donc  respecti- 
vement égales  aux  composantes  du  moment  de  la  force  F  ;  cl, 
par  consé<]uent,  la  vitesse  du  point  P,  extrémité  de  l'axe  du 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  au  point  0, 
est,  à  chaque  instant,  égale  et  parallèle  à  l'axe  représentatif  da 
moment  de  la  force  par  rapport  au  même  point. 

Celle  interprétation,  que  nous  étendions  plus  loin  à  un 
syslèm-!  matériel  quelconque,  est  due  à  M.  Resal. 

La  trajectoire  du  point  R  dans  la  suite  du  mouvement  est 
l'indicatrice  des  accélérations  totales  du  mouvemeot  du 
point  E. 

THÊOBÈXE  DKS  FORCES  VITB8. 

45.  De  l'équation  difTérentielle 


qui  donne  la  valeur  de  l'accéléralion  fangenlielle  en  fonction 

de  la  masse  et  de  la  composante  tangentielle  de  la  force  F,  on 

ds 
tire,  en  remplaçant  dt  par  —,  el  en  chassant  le  dénominateur, 

équation  qui  s'intègre  et  con<)uit  i  la  relation  suivante: 
feosp.ds. 


'£.' 


Le  Aéorème  des  forces  vives  est  la  traduction  de  cette  équa- 
jlion.en  langage  ordinaire.  Observons  que  le  produit  Fcosfxds 
est  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  pour  le  déplace- 
ment influiment  petit  ds  du  point  mobile  (11,  g  107).  L'intégrale 

j   Fcos[*d<  est  donc  la  somme  des  travaux  élémentaires  de 

la  force  F,  ou  le  travail  total  de  cette  force,  entre  les  posi- 
tions définies  sur  la  trajectoire  par  les  arcs  s^  et  s  qui  limi- 
tent l'intégialion.  Les  termes  {mv'  et  {mv^'  sont  les  moitiés 
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des  forces  vives  du  point  matériel  en  ces  deux  positions,  de 
sorte  que  l'on  peut  poser  ce  théorème  : 

Le  dem-aeerousement  de  la  force  vive  d'un  point  matériel  en- 
tre deux  positions  siicctssivement  occupées  par  ce  point  sur  sa 
Iri^eetoire,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  la 
f'iree  qtà  agit  sur  te  point,  entre  ces  mimes  positions, 

le  travail  élèmcnlaîre  de  la  résullanlc  étant  la  somme  algé- 
brique des  travaux  élëmenlaires  de  ses  composantes,  on  peut 
dire  aussi  qaele  demi-accroissement  de  la  force  vive  du  point  est 
la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sui-  Im 
entre  les  deux  positions  successives  dans  lesquelles  on  le  eoor- 
tidire. 

Si  Ton  se  reporte  au  g  117  de  la  Cinématique,  on  verra  que  le 
(héorëme  des  forces  vives  exprime  simplement  une  propriété 
del'indicatrice  des  accélérations  totales  ;  il  suffit,  en  effet,  pour 
l'étublir,  de  mulliplierpar  la  masse  l'équation  posée  entre  les 
carrés  des  vitesses  et  les  accélère  lions  totales,  puis  d'observer 
que  les  produits  mj  sont  respectivement  égaux  nux  forces  F. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  malériel  normalement 
à  sa  tiajecloire,  ayant  un  travail  nul,  ne  iîgurent  pas  dans 
féiualion  des  forces  vives.  Elles  ont  pour  effet  d'altérer  la 
courbure  de  la  tiajectoire  sans  rien  changer  à  la  vitesse  du 
mobile. 

Si  l'on  décompose  chacune  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point  en  trois  composantes,  X,  Y,  Z,  parallèles  à  trois  axes 
rectangulaires,  le  travail  élémentaire  de  la  force  s'exprimera, 
comme  on  l'a  vu  (II,  g  115),  par  la  somme 

dx,  dy,  d%  étant  les  composantes  du  chemin  infiniment  petit 
if  suivant  les  mêmes  axes.  Supposons  qu'on  ait  opéré  ainsi  pour 
la  résultante  F  des  forces  appliquées  au  mobile,  et  que  X,  ¥, 
Z  soteut  les  composantes  de  cette  résultante  parallèles  aux 
axes.  Noos  pourrons  poser  l'équalion 
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et  c'est  sous  celte  forme  qu'on  la  met  ordinairement  pour  en 
tirer  des  conséquences  analvttoues. 


<  nrrËGnALE  des  porces  wrEs. 

46.  Il  peut  arriver  que  la  force  F  soit  donnée,  en  grandeur 
et  en  direction,  pour  tous  les  poinis  de  l'espace.  C'pst  ce 
qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  une  attraclioii  vers  un  centre 
fixe  ;  en  quelque  point  qu'on  suppose  le  mobile  placé,  la  force 
qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le  centre  d'attraction,  et  a  uiie 
grnndcur  parfaitement  diifinie.  Il  en  serait  autrement,  si  le 
point  mobile  était  soumis  à  une  force  de  frottement  ou  à  la 
résistance  d'un  milieu  ;  car  alors  la  direclion  de  la  résultante 
de  foutes  les  forces  qui  lui  seraient  appliquées,  sérail  variable 
avec  la  direclion  ou  avec  la  vitesse  de  son  mouvement,  et  ne 
dépendrait  pas  uniquement  de  la  posilion  du  point. 

Admcllons  le  premier  cas.  Alors  X,  Y,  Z,  composantes  de  la 
force  F,  sont  des  fondions  connues  des  coordonnées  z,;/,  s  du 
point  mobile.  Si,  en  outre,  la  fonclion 

qui  ne  contient  que  les  coordonnées  x,  y,  x,  et  leurs  différen- 
tielles, est  d'elle-même  la  différentielle  exacte  d'une  fonction 
<f  {x,  !/,  »}  des  trois  coordonnées,  on  pourra  intégrer  coUe  ex- 
pression sans  rien  connaître  d'ailleurs  des  valeurs  clfeclives 
de  X,  If,  X  en  fonclion  du  temps  t,  et  faisant Tinfégration  entre 
deux  positions  successives  (i,  y,  a)  et  {a,,  y,,  aj  du  mobile, 
on  sera  sâr  que  le  mouvement  satisfera,  quel  qu'il  soit,  &  l'c- 
qualion 

de  sorte  que,  si  v,  est  la  vitesse  du  mobile  à  son  passage  au 
point  (x^,  y„  sj,  t>  sera  sa  vitesse  au  point  (x,  y,  z),  s'il  y 
'  p:issc. 
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Le  théorème  des  forces  vives  conduit  donc,  suivant  les  cas, 
à  des  équations  de  rormes  analytiques  diflûrenlcs.  L'équation 


\mv*-\mv^^£Fco,!.d.. 


est  toujours  vrnie;  mais,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
avons  indiqué,  on  peut  lui  donner  la  forme 


5  »tir.t  =î  j.  [x,  y.  ;j  —  ç(j;„  y.,  î.). 


où  l'iotégratioD  est  achevée,  sans  pour  cela  que  le  mouve- 
mcot  du  mobile  soit  connu.  Lorsque  Fcos^td*  n'est  pas 
réductible  à  priori  à  une  dinércnticllc  exacte,  ce  n'est  qu'après 
avoir  déterminé  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement  du  point 
qu'on  peut  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale,  et  l'usage  de 
l'équation  peut  ne  pas  offrir  autant  d'ulilitë. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  ici  de  l'équation  sous  sa 
forme  inl^rale,  c'est-à-dire  du  cas  où  X,Y,  Z  sont  exprimées 
par  des  fonctions  connues  de  x,  jf,  z,  et  où  \dx  ■+-  ïdif  +  Zds 
est  la  dilïérentielle  exacte  d'une  fonction  if(x,  y,  sj  des  coor- 
données. 

Pour  que  celte  dernière  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il 
soflit  qu'on  ait  les  trois  identités 

aX^dï      ^^d?      ^s'''' 
Sg        dx'     di        dy'     dx       3î' 

Alors  la  fonction  f  se  déterminera  par  la  somme  de  trois 
iatj^rates  partielles, 

f=J^l{'>9.*)dx  +  j  'ï(*,  jf.  x]dy+  j\{x^  y.,  *)d». 

j„  y„  X,  ëlant  des  quantités  &ri)itraires,  et  l'équation  des 
forces  vives  devient 

i  ■»»  =  ,[*,  If.  .)  +  C 
en  désignant  par  C  la  constante  introduite  par  l'intégraiion. 
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47.  On  appelle  tar faces  de  meean  les  surfaces  reprëseotées 
ps-  l'équation  générale 

X  étant  une  constante  qui  peut  recevoir  toutes  les  valeurs 
réelles,  positives  ou  négatives.  H  n'y  a  de  surraces  de  niveau 
que  lorsque  la  fonction  ^  existe,  ou  lorsque  l'équation  des 
Torces  vives  est  susceptible  d'intégration  immédiate.  Dans  ce 
«as,  l'intégration  fait  connaître  la  fonction  f,  et,  par  suite, 
l'équation  des  surfaces  de  niveau. 

En  général,  la  fonction  ç  sera  délerminée  à  une  consfanlc 
près  pour  chaque  point  de  l'espace,  de  sorte  qu'en  chaque 
point  passe  une  cerlaine  surface  de  niveau,  et  qu'il  n'en  passe 
qu'une  seule.  Deux  surfaces  de  niveau  ne  peuvent  générale- 
ment pas  se  rencontrer  :  la  série  de  surfaces  que  l'on  ob- 
tient en  faisant  varier  le  paramètre  C,  qui  les  distingue  les 
unes  des  autres,  partage  l'espace  en  une  série  de  tranches 
à  faces  sensiblement  parallèles. 

Cette  conclusion  n'est  plus  vraie  si  deux  surfaces  de  niveau 
distinctes  ont  un  point  commun,  chose  possible pourcertatnes 
formes  de  la  fonction  f .  La  théorie  des  surfaces  de  niveau 
n'offre  plus  alors  qu'un  intérêt  analytique  ;  nous  excluons  ici 
ces  cas  particuliers. 

Avant  de  présenter  la  théorie  des  surfaces  de  niveau , 
nous  donnerons  des  exemples  de  la  recherche  de  leur  équa- 
tion. I 

1*  Point  matériel  pesant.  Prenons  l'axe  des  st  parallèle  à  la 
pesanteur,  et  les  axes  des  x  et  des  y  horiiontaux.  Les  compo- 
santes de  la  force  qui  agissent  sur  le  point  de  masse  m  sont 

1  =  0,     ï  =  0,     Zi=-m;, 
en  prenant  le  poids  avec  le  signe  — ,  si  les  >  positifs  sont 
comptes  de  bas  en  liaut. 
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Lafonclion  Xdi  +  Yrfy  +  Zd*  se  réduit  i  —  mjrfj,  et,  pir 
suite,  en  intégrant, 

L'éqoation  des  surfaces  de  niveau  est  G  — tnjfj^conslante, 
oubien  x=constante.  Les  surfaces  de  niveau  sor^  donc  des 
plans  horizontaux. 

2*  Point  matériel  attiré  ver»  un  centre  fixe,  jwoporlionnelle' 
mera  à  une  fonction  de  sa  distance  à  ce  centre. 

Soit  Ole  centre  dVlraction,  M  une  position  quelconque  du 
point  matériel  ;  la  force  est  dirigée  sui- 
vant HO,  et  est  proportionnelte  à  une 
fonction  de  MO. 

SoitOM^r.  L'attraction  pourra  être 
représentée  par  K/'(r),  K  étant  un  coeflï- 
cient  constant,  et  fir)  la  fonction  don-         /' 
née  de  la  distance;  décomposons  cette   j/ 
iorce  parallèlement  aux  trois  axes;  il  r,i.m. 

suffira  de  la  multiplier  par  les  cosinus 
des  angles  qu'elle  l'ait  avec  ces  trois  directions,  et  de  prendre 
le  produit  négativement,  pour  indiquer  que  la  force  est  di- 
rigée vers  le  point  0.  Ces  cosinus  sont  respectivement  égaux  a 

-,-,  -I  en  représentant  par  x,!/,s]escoordoDnéesdupointM. 

Donc 


Uulliplions  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dyt  la  troi- 
sième par  tlz,  et  ajoutons.  Kous  aurons 

ïdi+Ug  +  Idi^—^^lxdx  +  ydg  +  adi], 

Or 
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Donc    ■ 

tuU  +  jKÎjr  +  Wi  1=  rdr, 
et  par  conséquent 


différentielle  exacte,  puisqu'elle  est  exprimée  en  foDcliOn 
d'une  seule  variable.  On  a  donc 


,(*.S.î)  =  -lcJ'/'(r)rir  +  C 


L'équation  des  surfaces  de  niveau  s'obtient  en  égalant  i 
une  constante  arbitraire  la  fonction  ?.  Cette  fonction  étant  ex- 
primée au  moyen  de  ia  seule  variable  r,  cela  revient  à  poser 
r  =  const:inle,et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
sphét'iqucs  décriles  du  point  0  comme  centre. 

3°  Pointmatéiiel  tournis  à  me  force  qui  a  povr  eompotantix 
parallèles  aux  axes 

Xz=f{i;.     !  =  *(,),     ï  =  /w. 

la  fonction 

est  la  différentielle  d'une  fonction 

♦(«)  +  T(S}  +  F(il. 
des  trois  coordonnées. 
On  arriverait  b.  la  même  conclusion  si  l'on  avait 
ï  =  By,      ■ï  =  Kjc,      Z  =  /■(»),         I 

Kdésignunl  une  constante,  car  X(Jx  +  ¥ffjr+Z(/xdeTieilt  alors 
K  (ydx  •+■  xdy)  ■+■  /"(»)  di,  différentielle  de 


n^+ffi^)' 
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nonsÊita  i»s  SURFACES  de  HtTEtU. 

48.  i*  Quelle  que  ioit  la  trajectoire  suivie  par  le  point  na- 
téiel  nudtile,  sa  viteue  au  passage  d'une  surface  de  niomupar' 
UeuHire  est  connue  dès  qu'on  donne  la  vitesse  qu'il  possède  en  un 
autre  point  de  Vespaee. 

Soit  tr,  la  vitesse  donnée  du  point  mobile  à  son  passage  au 
point  A  ;  OD  demande  quelle  vitesse  v  il  possédera  lorsqu'il  at-' 
teindra  la  surrace  de  niveau  S  en  un 
point  quelconque  B  de  cette  surface. 

Appliquons   le   tbëorème   des  forces 

mes  à  un  mouvement  fictif  du   point         '^^ ~ 

matériel  qui  l'amènerait  du  point  A  au  f,^  „ 

point  B,  suivant  une  trajectoire  quelcon- 
que. Appelons  (x„if„  s,)  les  coordonnées  du  point  A,  et  (x,y,i) 
celles  du  point  B.  L'équation  des  forces  vives  nous  donnera 

j«r«  —  I ■».*  =  f  (i, s,  ï)  —  p(».,  s„  î.). 

La  fonction  f  a  une  valeur  constante  pour  tous  les  points  do 
h  suiface  de  niveau  S.  Laissant  donc  constante  la  valeur  v, 
data  vitesse  au  point  A,  l'équaiion  précédente  détermine  v  en 
fonction  de  9,  c'est-à-dire  donne  la  valeur  de  v  pour  toute  po- 
silion  du  point  prise  sur  la  surface  S*. 

Remarquons  que  l'équation  assigne  en  général  à  v  des  va- 

■  Ca  thtorâme  » 


Ottnnitdf=^^— ^  =  rfaTcUDg|,  et  les  lurfacei  de  i)i<r««n  Hnienl 
■Mairie  de  plant  paaaam  tou»  par  l'aie  OZ.  Dans  ce  caa  la  roncllon  f  n'est  pat 
lira  déflaie,  et  b  déterminaUon  de  la  nicste  du  mobile  eti  dhert  pointa  de 
r<i)nce  ne  dépend  paiieulementdeicoordonntet  de  cei  points,  maia  encore  de- 
Il  (orme  de  la  trajecloînt. 
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leurs  imaginaires  pour  cerlains  points  de  l'espace  ;  il  suffit 
pour  cela  que  la  somme  , 

p  («.  s.  ")  —  f  (««  y«  *.)  +  3  "»•• 

Soiinëgalive.  La  moindre  valeur  admissible  pour  cette  foncboq 
étant  zéro,  l'équation 

f  (*.  y.  ')-  f  (*..  »«  «.)  +  j  ii»r.»=« 

représente  une  surface  de  niveau  au  delà  de  laquelle  Je  pdnt 
matérid  ne  saurait  pénétrer.  D'un  cAté  de  cette  surface,  l'é- 
quation des  forces  vives  attribue  des  valeurs  réelles  à  la  vi- 
tesse ;  de  l'autre,  elle  lui  attribue  des  valeurs  imaginaires  de 
laformea\/"— i.  La  position  de  cette  surface  limite  dépend  de 
la  vitesse  v,  attribuée  au  mobile  en  un  point  donné  de  l'espace. 

Il  fautobserver  du  reste  que  le  mobile  dans  son  mouvement 
effectif  peut  ne  pas  atteindre  la  surface  limite  ainsi  définie. 
Pour  qu'il  l'altcigoe ,  il  faut  que  sa  vitesse  devienne  nulle.. 
Si  donc  sa  vitesse  ne  se  réduit  pas  à  lëro,  la  surface  limite 
n'est  pas  rencontrée  par  la  trajectoire  effective  du  point. 

49.  .2*  En  tout  point,  la  surface  de  niveau  est  normale  àla 
àireclion  de  la  force  correspon<lante  à  ce  point.  . 

La  force  correspondiinlc  au  point  (x ,  tf,  %)  est  la  force  dont 
les  composantes  sont  X,  ï,  Z,  fonctions  connues  des  coordon- 
nées de  ce  point.  Or  l'équation  différentielle  des  surfaces  de' 
niveau  est 

'  Cette  équation  montre  que  la  direction  définie  par  les  pro- 
jeblions  dx,  àij,  dz,  sur  les  aies,  direction  appartenant  à  la 
surface  S  qui  passe  au  point  (x,v.«)i  fait  un  angle  droit  avec 
la  direction  définie  par  les  Composantes  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire 
avec  la  direction  de  la  force.  Cet-  le  cosinus  de  l'angle  des  deux 
directions  est  égal  à 

Jdt:       Sdy       Zd* 
Fdê  ^  Fii*  "•"  FS  ' 

quantité  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle. 
Si  donc  on  imagine  en  chaque  point  de  l'espace  la  direction- 
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de  la  force  qui  serait  appliquée  au  point  matériel  amené  à  oc- 
cuper ce  point,  les  surfaces  de  niveau  sont  partout  normales 
i  ces  directions  et  les  rencontrent  toutes  à  angle  droit.  Cette 
remarque,  qu'on  a  pu  f.nire  dans  les  cas  particuliers  indiqués 
plus  haut,  montre  bien  à  quelles  restrictions  l'exi-tence  des 
surraces  de  niveau  est  soumise.  ËlanI  donnée  une  série  indé-, 
Gnie  de  droiles  appliquées  chacune  à  un  point  de  l'espace, 
il  n'est  pas  toujours  possible  de  déterminer  une  suifacc  qui 
coupe  toutes  ces  droites  b  angle  droil.  En  d'autres  termes, 
une  équation  de  la  forme  Jdx-i'Ydy+Zds  =  0  n'est  pas 
toujours  ihlégrable. 

Si  toutes  les  forces  sont  contenues  dans  un  même  plan,  il 
est  toujours  possible  au  contraire  de  tracer  dans  ce  plan  une 
ligne  qui  rencontre  à  angle  droit  les  directions  des  forces 
appliquées  en  ses  diiïérenls  points  :  pro- 
blème de  géométrie  qui  revient  à  intégrer 
l'équation  à  deux  variables  J.dx  +  Ydy^O. 

50.  3*   Si  Von  eonsidire  deux  surfaces 
de  tùveau  infiniment  eoisinet,  Ut  diiUmee 
de»  deux  surfaces  est,  en  chaque  point  de  la 
touche  intermédiaire,  inversement  proportiormelle  i  la  valeur 
correspondante  de  la  force. 

Soient  S,  S'  deux  surfaces  de  niveau  iniîaimeDt  voisines, 
rqniscatées  par  les  équations 

f  («>  Vr  >)  =  C  pour  l'aoe, 

et 

f  [x, g,%]=îC+dC  pour l'inire. 

Prenons  an  point  A  sur  la  surface  S,  et  de  ce  point  abais- 
sons AS  perpendiculaire  sur  S'.  La  direction  AB  sera  celle  de 
la  force  F  correspondanle  au  point  A. 

Imaginons  que  le  point  matériel  mobile  aille  du  point  A 
au  point  B,  que  sa  vitesse  soit  c,  sur  la  surface  S,  et  v  sur  la 
surface  S'.  Nous  aurons,  en  appelant  x„  y„  x^  les  cordonnées 
du  point  A,  et  x,  y,  x  celles  du  point  B  : 


-S" 


=  f{i,y.t]-9{'^.y..'.)''dC. 
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Or  ^mv* — ^mi>/est  égal  au  Iravail  de  la  force  F,  on  à 

F  X  AB,  puisque  la  force  agit  dans  la  direction  de  l'élément 
AB  de  cliemin  parcouru. 
On  a  donc 

FxAB  =  <tt; 

dC  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  couche  infi- 
niment  mince  comprise  entre  les  surfaces  S  et  S'.  Donc  en 
chaque  point  la  valeur  de  la  force  est  réciproquement  pro- 
portionnelle à  l'épaisseur  de  cette  couche,  ou  à  la  distance 
des  deux  surfaces. 

Il  CD  résulte,  par  exemple,  que  si  la  force  est  constante  en 
tous  les  points  d'une  surface  de  niveau  S,  une  surface  de 
niveau  infiniment  voisine  est  parallèle  à  cette  surface  S. 


ÀrFI.ICATI0K    A    Lt   FESA»TEnB. 

51.  Supposons  qu'un  point  matériel  de  masse  m,  sollicité 
par  la  pesanteur,  parcoure  une  trajectoire  définie  AB  ;  nous 
admettrons  qu'en  outre  de  la  pesanteur,  le  point  mobile  su- 
bisse l'action  de  forces  normales  à  sa  trajectoire,  ne  produisant 
aucun  travail,  mais  ayant  pour  effet  de  faire  suivre  la  courbe 
AB  au  point  mobile,  sans  influer  sur  sa  vitesse,  laquelle  sera 
réglije  par  la  pesanteur  seule. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  alors  des  plans  horizontaux 

S,  S',  S%  S",  qui  rencontrent  la  trajectoire  AB  en  des  points 

C,  D,  E,  F.  Appliquons  le  théorème 

des  forces  vives  au  mouvement  du 

point  matériel  entre  deux  positions 

C  et  U  quelconques.  Observons  pour 

cela  (11,  g  233)  que  le  travail  de  la 

'  f'  pesanteur  est  égal  au  produit  du 

''°'  **■  poids  mg  du  point  matériel  par  la 

distance  verticale  parcourue  par  ce  point;  soit  donc  s  la 

liaulcur  du  point  C,  ou  du  plan  horizonlal  S,   au-dessus 


\  D 

\e 

\           \r 

«    il 

H-î      V 
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d'un  plan  horiionUl  arbitraire  PF;  J,  la  hauteur  du  plan 
S'  ou  du  point  D;  appelons  encore  v  et  v'  les  vitesses  du 
mobile  aux  points  C  et  D;  le  travail  de  la  pesanteur  scrn 
mg(%—ii),  et  par  suite  l'équation  des  forces  vives  donnern 

MB'*  —  >w' =  Sm5(î  —  s'). 

ou  bien 

Cetle  équation  monirc  que  la  vitesse  v'  est  entièrement  d<:! 
finie d6s  qu'on  donne  la  vilcssevet  la  c/tute  vcrticalcx  —  %  ; 
de  sorte  que,  quelle  que  soit  la  trajectoire,  le  mobile,  animi: 
au  point  C  d'une  vitesse  v,  acquerra  la  vitesse  v'  en  tout  point 
oùilrencontrelcplan  S'.  De  même  la  vitesse  w'du  point  mo- 
bile, à  la  rencontre  du  plan  S',  sera  donnée  par  l'équation 

»«-»•  =  3?  [î-ï-). 

el  à  la  rencontre  du  plan  S",  par  l'équalion 

torique  la  pesanteur  eit  la  seule  force  qui  travaille  (lei  antres 
Torces  qui  agissent  sur  le  mobile  étant  supposées  normales  à 
la  direction  de  son  mouvement  et  n'influant  que  sur  la  forme 
de  sa  trajecloire),  on  peut  assigner  la  vitesse  du  mobile  en 
tout  point  de  l'espace,  dès  qu'on  connatt  sa  vitesse  en  un  point 
forUeulier;  et  ces  vitesses  se  relroaoeiU  les  mêmes  à  hauteurs 
égales. 

Soit  AB,  par  exemple,  une  trajectoire  quelconque,  décrite 
sous  l'action  de  la  pesan- 
teur et  de  forces  normales. 
On  donne  la  vitesse  v  du 
mobile  au  point  C. 

Par  co  point  menons  un 
plan  horizontal  S,  qui  coupe 
la  trajectoire  en  d'autres 
points  C,  C...;  les  vitesses  du  mobile  en  ces  points  seront 
toutes  égales  à  V.  Si  l'on  veut  la  vitesse  du  mobile  en  un 
autre  point  H,  on  mesurera  la  distance  HN  =  h  du  point  U 


Fij.  ». 
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au  plan  tiorîtODtal  CS,  et-on  calculera  cette  vitesse  tr'  par 

l'équalioQ 

•*=.»+ VA. 

Si  le  point  considéré  était  au-dessus  de  CS,  comme  cela 
arrive  pour  le  point  H',  la  dislance  verticale  H'N'=A'  devrait 
être  prise  négativement,  et  on  trouverait  la  vitesse  tf  du  mo- 
bile à  son  passage  eu  H'  par  i'ëquatioD 

La  vitesse  du  mobile  à  son  passage  en  H,,  à  la  même  hau- 
teur que  le  point  M,  sertit  ^le  à  v'\  de  même  la  vitesse  du 
mobile  en  H',,  à  la  même  hauteur  que  U',  serait  égale  à  c*.  Aux 
points  L  el  L',  où  la  trajectoire  a  une  ordonnée  maximum  ou 
minimum,  et  où  le  plan  horiiontal  louche  la  courbe,  la  vitesse 
est  maximum  ou  minimum;  faisant  LK  =  H,  et  L'K'=  H', 
la  vitesse  maiimum  y,correspondanteau{iointL,  sera  donnée 
par  l'équation 

V'  =  »«  +  8pH; 

tandis  que  la  vitesse  minimum  V'^  au  point  L',  est  donnée  par 
l'équation 

La  course  du  point  mobile  est  limitée  vers  le  haut;  en  efiïet, 

l'équation 

p-Ht^  —  Ssfr. 

dans  laquelle  v^  doit  toujours  être  positif,  nous  montre  qu'on 
ne  peut  donner  è  h,'  une  valeur  plus  grande  que  ^  ;  cette 
quantité  est  la  hauteur  due  à  la  vitesie  v.  Si  l'on  trace  au- 
dessus  du  plan  S  un  plan  horizontal  S^  à  la  hauteur  ^ ,  ce 

plan  limite  en  haut  une  région  de  l'espace  d'où  le  point  mobile 
ne  peut  sortir,  par  l'effet  combiné  de  sa  vitesse  initiale  et  du 
travail  de  la  pesanteur.  Si  donc  on  voulait,  dans  ces  condi- 
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tioDS,  faire  suivre  au  mobile  une  trajectoire  sortant  de  celte 
région,  comme  la  Murbe  A'B'  (fig.  51),  le  mobile  pourrait 
atteindre  le  point  D,  où  elle  perce  le  plan  S^S^,  mais  là  sa  vitesse 
serait  nulle.et  au  lieu  de  con-  . 

tinuer  h  suivre  la  trajectoire    '  / 

dans  le  sens  DB',  il  réli-ogra-    ^'     ^  /"    "■ 

derait  dans  le  sens  DA'.  "x^  / 

On  voit  par  cet  exemple    "» 0"^- -7^- g 

que  la  force  vive  mv*  est  une  -^"^ 

quantité  absolue,  &  laquelle  '''^'  ^' 

on  ne  peut  attribuer  une  direction,  et  qui  n'est  pas  suscep- 
tible de  changer  de  signe.  Donner  la  force  vive  d*un  point  ma- 
tériel, dans  une  position  quelconque,  n'indique  rien  quant  h 
la  direction  de  son  mouvement  effectif  (g  53). 

52.  Reprenons,  pour  donner  un  exemple  de  l'application 
du  théorime  des  forces  vives,  le  problème,  déjà  souvent  traité, 
du  mouvement  parabolique  des  corps  pesants. 

Kousavons  reconnu  (g  18)  que  la  trajectoire  est  une  pa- 
rabole, et  que  le  point  le  plus  haut  est  à  la  hauteur  — r —  au- 
dessus  du  point  de  départ. 

Le  théorème  des  forces  vives,  joint  au  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement,  nous  donne  immédiatement  ce  résultat. 

Eo  eflet,  la  force  étant  normale  à  l'axe  OX  (fig.  52),  la  com- 
posante Vcosa,  de  la  vitesse  estimée  [parallèlement  à  cet  axe, 
est  constante ,  et  la  quantité  de  mouvement  projetée  sur 
l'axe  OX  ne  varie  pas. 

Au  point  le  plus  haut  de  la  trajectoire,  la  vitesse  du  mobile 
est  horizontale,  et  se  réduite  sa  composante  constante  Vcosa. 
Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  entre  les  positions  0  et 
D,  il  viendra 

j  niV»  eoi»B  —  ^  mV"  =  —  mj  X ID  s:—  mgh, 

en  désignant  par  h  la  hauteur  maximum,  ID,  atteinte  par  le 
mobile. 
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et  l'oD  reIrouTe  le  résultat  connu. 


Le  théorème  des  forces  vives  fait  voir  aussi  que  la  vitesse  du 
mobile  au  point  E,  où  il  traverse  le  plan  horiionlal  OX,  est 
la  même  en  grandeur  qu'au  point  0  ;  elle  est  donc  égale  à  T. 
Mais  sa  direction  est  changée. 

TBËORÈUE  DE  Lk  HOCniRG  ACnOH  POUR  DH  POIKT  LmnB. 

53.  Supposons  que  l'équation  des  forces  vives  soit  intc- 
grable  a  priori,  de  soi-te  qu'on  ait  d'une  manière  générale, 
pour  tous  les  points  de  l'espace,  l'équalion 

OU  d'une  manière  plus  abrégée, 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  fonction  f  des  coordonnées  x,  y,xesl  l'int^rale  de  l'ex- 
pression différentielle 

Cela  posé,  si  l'on  attribue  à  la  constante  C  une  seule  et  même 
valeur,  lavilcsset"  du  mobile  est  définie  p3rréqualion(l)pour 
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tous  les  points  de  l'espace.  On  peut  supposer  que  pour  aller 
d'une  posilion  A  h  une  autre  position  B,  prise  sur  la  trajec- 
toire effcciiTC  AMB,  le  mobile  suive  une  roule  quelconque 
ACB  tracée  de  l'un  à  l'autre  de  ces  points  ;  en  chaque  point 
de  cette  route,  l'équation  (i)  fera  connaitre 
quelle  vitesse  est  assignée  au  mobile  par  le  tliôo- 
rème  des  forces  vives.  Partageons  en  éléments 
infiniment  petits  dt  la  trajectoire  fictive  ainsi  tra- 
cée du  point  A  au  point  B ,  et  formons  le  pio- 
duit  mvdtàe  la  quantité  de  mouvement  du  point 
par  l'espace  décrit.  Faisons  ensuite  la  somme 
Jmvdty  prise  entre  le  point  A  et  le  point  B.  Le 
tk/orime  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que 
cette  int^rale  est  minimum,  en  général,  pour 
la  trajectoire  effective  AMB,  c'est-à-dire  moindie 
pour  celle  trajectoire  que  pour  toute  autre  ligne  ACB  joignant 
les  mêmes  extrémités. 

Le  produit  mvdi  est  ce  qu'on  appelle,  dans  cette  théorie, 
la  quantité  d'action  du  point  mobile  dans  le  parcours  de  l'élé- 
ment ds;  Jmeûa  est  la  quantité  d'action  totale  correspon- 
dante au  passage  du  point  A  au  point  B. 

On  peut  observer  que  d»  =  vdt,  en  sorte  que  /mvdi  est 
^le  à  /  mif*df,  les  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes 
limites.  Vaetion  est  donc  aussi  la  somme  des  produits  de  U 
force  vive  par  la  durée  infiniment  petite  dt. 

Nous  pouvons  démontrer  ce  théorème  soit  géométrique- 
ment, soit  analyliquement  au  mojen  du  calcul  des  varia- 
lions. 

54.  Démonstration  géométrique.  —  Par  hypothèse,  l'équa- 
tion des  forces  vives  est  immédialement  intégrable  ;  il  existe 
par  conséquent  des  surfaces  de  niveau.  Menons  une  infi- 
nité de  ces  surfaces  entre  le  point  A  et  le  point  B,  et  sup-' 
posons  que  la  trajectoire  efîeclivc  AMB  ne  rencontre  qu'une' 
seule  fois  chacune  de  ces  surfaces.  Soient  S,  S',  S'  trois 
surfaces  consécutives.  Elles  définissent  la  vitesse  du  mobile 
et  la  quantité  de  mouvement  en  cliacnn  des  points  M,  H', 
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M",  ce  qui  revient,  sauf  une  alléràtion  infiniment  pelile,  à 
définir  la  quantité  de  mouvement  mv  qu'il  possède  quand  il 
décrit  Tare  MH%  et  la  quantité  de  mouvement  nti/  qu'il 
possède  quand  il  décrit  l'arc  SPM".  La  somme  des  actions 
dans  ces  deux  arcs  est  doiic  égale  à 
mvds  +  nufds',  en  appelant  ifs  la  lon- 
gueur MM'  et  d»'  la  longueur  M'M" 
(fîg.34).  Laissons  fixes  les  poinIsH 
et  M",  et  faisons  seulement  varier 
la  position  du  point  M'  sur  la  sur- 
face  S'.  Pour  que  cette  somme  soit 
la  moindre  possible,  il  faut  et  il 
'-  ~  suffît  (II,  g  120)  que  deux  forces, 

égales  l'une  à  tr»,  l'autre  à  mv',  appliquées  en  H',  l'une  dans 
la  direction  M'M,  l'autre  dans  la  direction  M'M",  aient  une  ré- 
sultante normale  à  la  surface  de  séparation  S'.  Or  il  est  facile 
de  voir  que  cette  condition  est  vérifiée  en  tous  les  points  de  la 
trajectoire  AMB.  Car  on  peut  regarder  (g  38)  la  quantità 
de  mouvement  mv\  dans  l'élément  M'M",  comme  la  résultante 
de  la  quantité  de  mouvement  mv  dans  l'élément  MM',  et  de 
l'impulsion  élémenlaire  Fdt  de  ta  force  extérieure  qui  agit  sur 
le  point  mobile  dans  son  passage  de  l'un  à  l'autre  de  ces  élé- 
ments. D'ailleurs  la  force  F  est  normale  à  la  surface  de  niveau 
iS'  (g  49).  La  quantité  de  mouvement  mv  étant  la  résultante 
de  fflc'  et  de  Fdf,  l'impulsion  Fdt  est  la  résultante  de  mi/  et 
de  —  ffli)  ;  et  puisqu'elle  a  la  même  direction  que  ta  force  F,  la 
condition  du  minimum  est  remplie. 

Cette  condition  étant  satisfaite  pour  deux  éléments  coiisécu- 
iifs  quelconques,  assure  le  minimum  pour  l'arc  AB  tout  entier. 
La  conclusion  n*est  admissible  sans  restriction  qu'autant 
que  l'arc  AB  coupe  une  seule  fois  chacune  des  surfaces  de 
niveau  comprises  entre  le  point  A  et  le  point  fi;  il  faut  donc 
avoir  soin  de  restreindre  l'énoncé  du  théorème  de  la  moindre 
action  à  des  portions  suffisamment  petites  de  trajectoires. 
Autrement  l'intégrale  f  mvds  pourrait  n'èlre  pas  minimum. 
55.  hémonslvalion  analytique.  —  Soient  x,  y,  %y  les  cuor- 
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données  du  point  mobile  prises  sur  sa  trajectoire  elTecttTe  ; 
pour  passer  de  ta  aux  coordonnées  du  point  sur  une  trajec- 
loire  fictive  infiniment  voisine,  il  snfHra  de  remplacer  x,  y,  % 
par  x+ix,  y  4-Sii,  3+  Ss  ;  les  points  extrêmes  A  et  6  restent 
Gies.  Voyons  ce  que  devient,  dans  ce  changement,  l'intégrale 


prise  snria  trajectoire  entre  le  point  A  et  le  point  6. 

Cherchods  ta  variation  SV  de  cette  intégrale.  Nous  aurons 
successivement 

t^s:sfnivét=  Çs[mvd*)=  Çmt»dt+  fmvtd*. 

Chaque  intégrale  du  dernier  membre  peut  se  transformer. 
Remplaçons  ds  par  vdt  dans  la  première,  et  observons  que 

vis  est  la  variation  de  la  demi-force  vive.  En  tous  points  de 

l'espace,  nous  avons  par  hypothèse 

Otme 

et  par  conséquent 

Cmivdt  =  fit  IXJi  +  ÏJj  +  Ut). 

Pour  le  second  terme  |  mvidt,  nous  remarquerons  que 
Ton  a 

Donc 

ditdt  =  dxldx  +  dyidij  +  (Utdi, 

OU  bien 

dx  .  ,     ,    dij  . ,        di  ., 


,Googlt' 


TfltORtHB 


Multiplions  celte  iquation  par  mv  =  m-j-;  il  vient 


Intégrons  et  ajoutons  à  la  première  intégrale  :  nous  aurons 

4T  =  J"*  (M*  +  li»  +  Z*») +J'(«  J  *«!«  +  <"  ^  Mj*  +  m  ^  t-di  V 

Nous  pouvons  ensuite  séparer  les  caractéristiques  d  el  S  au 
moyen  de  Tinlégralion  par  parties  : 

De  même, 

J'"flt  dl  J  df 

Donc  enfin, 

La  quantité  hors  du  signe  1  doit  être  prise  aux  deux  limi- 
tes ;  or  elle  est  nulle  au  point  A  et  au  point  B,  puisque  ces 
points  sont  fixes.  Pour  le  minimum  de  ta  fonction  V,  on  doit 
avoir  SV  =  0,  quels  que  soient  Sx,  îy  et  Sx;  la  seule  manière  de 
réaliser  cette  condition  est  de  poser 


équations  qui  sont  précisément  celles  du  mouvemeDi  du  point 
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sursa  Irajecloire.  Ces  é<iuationsrendentcloiic  nulle  la  variation 

de  rinfëgrale  j  mvds.  En  général,  cela  suffît  pour  que  l'in- 

légrale  soit  ou  minimum  ou  maximum  ;  il  est  clair  que,  par 
la  nature  de  la  question,  l'inléj,Tale  proposée  ne  peut  être  un 
maximum,  puisqu'il  est  toujours  possible  d'allonger  le  chemin 

fictif  du  point  mobile  de  telle  sorte  que  la  somme  |  mvds, 

prise  le  long  de  ce  chemin,  croisse  audelè  de  toute  limite. 

Donc  ou  bien  l'intégrale  I  tnvfff  est  minimum, ou  bien  elle 

n'est  ni  maximum  ni  minimum;  ce  dernier  cas  se  présente 
lorsque  la  variation  seconde  S'V  est  égale  a  zéro,  au  lieu  d'être 
positive. 

Quoiqu'il  arrive  à  cet  égard,  on  voit  que  l'intégrale  des  for- 
ces vives,  quand  elle  existe,  contient  les  équations  générales 
du  mouvement  du  point  libre,  moyennant  qu'on  lui  adjoigne 
une  condition  analytique  uniiiue,  savoir  : 

Nous  verrons  plus  loin  que  le  même  théorème  subsiste  pour 
le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  surface 
fixe,  et  plus  généralement  pour  le  mouvement  d'un  système 
matériel  à  liaisons.  Le  théorème  de  la  moindre  action  ne  fait 
connaître,  en  résumé,  aucune  équation  nouvelle;  c'est  un 
complément  de  l'équation  des  forces 
vives,  qui,  pris  isolément ,  n'aurait 
aucune  signification, 

56.    L'équalion    —  =  ; — ~  ,    que 

nous  avons  posée  en  cinématique  (T, 
g  96),  est  donnée  directement  par  le 
théorème  de  la  moindre  action. 

Soient  S,  S',  S"  trois  surfaces  de  '*■'■  "" 

niveau  infiniment  voisines,  et  AB,  6C  deux  éléments  consA- 
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cutifs  de  la  trojectoire  compris  entre  ces  surfaces  ;  soit  v  la 
vitesse  du  mobile  dans  l'élément  AB;  v  -h  dv  sera  la  vitesse 
du  mobile  dans  l'élément  BC.  La  composition  d'une  force 
égale  h  mv,  appliquée  en  D,  e(  dirigée  dans  le  sens  BA,  avec 
une  force  appliquée  nu  même  point  B,  dans  le  sens  BC,  et 
ayant  pour  valeur  m  (p  + du),  donne  une  résuif  anle  dirigée 
suivant  la  normale  BN  à  la  surface  S'.  C'est  la  condîtioa  du 
minimum  (II,  g  20). 

On  peut  diviser  par  m  les  deux  composantes  ;  la  direction 
de  la  résultante  n'en  sera  pas  altérée.  Les  trois  droites  BA,  BN, 
BC  sont  donc  d'abord  dans  un  même  plan. 

Projetons  les  deux  forces  v  et  p-t-dp  sur  une  droite  LL' 
menée  dans  ce  plan  perpendiculairemeut  à  BM;  les  deux 
composantes  devront  se  détruire. 

Nous  aurons  en  appelant  i*  l'angle  de  la  force  avec  Ja  tra- 
jectoire, angle  égal  à  ABN',  et  dm  l'angle  de  contingence  G'fiC, 

Développant  les  calculs,  on  trouve,  en  supprimant  los  inll- 
niment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 
dn(^ — d»;  =  sin/(  —  detcos^, 
et 

nin/t  =  v»\nii+dtsiait  —  vdaeoiii. 


Si  l'on  projetait  les  forces  mp  et  m(ii-f-dp)8ur  la  direction 
6N,  on  sait  qu'on  aurait  pour  résultante  l'impulsion  élémen- 
taire de  la  force  F;  on  doit  donc  trouver 

OU,  en  réduisant. 
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remplaçant  ensuite  dv  par  t — —^  il  vient 


d'oà  l'on  déduirait  la  valeur  connue,  —  ,  de  la  composante 
nonnale  de  la  force  F. 

snuHQUEs  sim  tes  tODÀiions  m  u  DnuiOQOi. 

57.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  poinl 
libre  sont  au  nombrede  trois  : 


LMotégration  de  ces  équations,  qui  sont  du  second  ordre, 
donnera  trois  équations  entre  Xyy,  %  et  le  temps  t,  avec  deux 
constantes  arbitraires  par  équation,  en  tout  six  constantes  ar- 
Intraires. 

Pour  définir  ces  six  constantes  arbitraires ,  on  doit  faire 
connaître  dans  chaque  cas  particulier  te  point  de  départ 
du  poinl  mobile,  la  direction  et  la  grandeur  de  sa  vitesse  int- 
liale;  c'est-à-dire  que,  pour  une  valeur  déterminée  t,  du  temps, 
on  donne  les  valeurs  x^y^z,  des  coordonnées  du  point  mo- 
bile, et  les  valeurs  (■j7)'(jf)>("/î)  ^^  composantes  de  sa 
vitesse. 

Lorsque  ces  six  quantités  sont  données ,  les  équations  difi'é- 
rentielles  définissent  le  mouvement  sans  aucune  ambiguïté, 
pourvu  que  les  fonctions  î,  ¥,  Z  soient  elles-mêmes  bien  défi- 
nies pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  y  figurent.  Le 
mouvemeot  est  alors  en  eflet  complètement  déterminé,  et'le 


.zeu.,Gooj^lc 


m  BEHAAQIE  SUD  L£S  EQU&TIORS 

nroblùme  d'analyse  à  résoudre  n'est  susceptible  que  d'une 

solution  unique. 

Une  fois  les  équations  diFTcrentielles  intégrées,  la  solution 
se  présente  sous  la  forme 

I     î  =  z((, .,-',?.?,  7./). 

les  lettres  a,  a',  p,  g',  y,  t'  désignant  les  eii  constanles  arbi- 
I  raîres  introduilcs  par  l'intt^gralion. 
On  en  déduit  en  dilférentiant 

^  =  f'l((,«,«'.p.p'.ï,7'l, 

^  =  Z'l((.>'.«'.?.iï',ï,ï1. 

Faisons  ensuite  dans  ces  sis  équations  f=:t,.  Les  valeurs 
initiâtes  connues  nous  donneront 


i.  =  ,;i...,.-,p,f, 

■A 

3.  =  nu....',  t.  y, 

^v'). 

;.  =  x|(.,...-.f,f. 

./l- 

m.- 


et  ces  six   équations  feront   connaître  les  six  conslantcs 
a,  a',  p,  P',  Ti  y',  sans  aucune  ambiguïté. 

Substituant  leurs  valeurs  dans  les  équations  (2)  el  (5),  on 
aura  les  équations  détinilives  du  mouvement. 

Mats,  sans  résoudre  les  équations  (4),  on  peut  déduire 
des  é(]Ua1ions  (2)  el  (5)  les  constanles  a,  a', ...  cxprimérs 
d'une  manière  générale  en  fonction  des  quanlilrs  f,  x,  y,  z, 
ilx   ily  dz 
d»'  (/7'  W 
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Imaginons  que  celte  opùnlion  ail  élè  ettectaée.  Au  groupe 
deî  équations  (2)  et  (5),  nous  pourrons  substituer  le  groupe 
des  six  l'qiiations  (5) ,  qui  ne  sont  que  les  équations  (2)  cl  (5) 
résolues  par  rapport  aui  constantes  arbitraires  : 


Ht'  di 


Sous    cette     forme     on     reconnaît    que     la     fonction 

F,  ((,x,  y,  3,  jT-, -n, -Tj  )  conserve  une   \alrur  conslante,  a, 

pendant  toute  la  durée  du  mouTemenl.  Il  en  esf  de  même  de 
ta  function  F,  qui  conserve  la  valeur  «',  de  la  fonction  F,  qui 
conserve  la  valeur  ^,  etc.  En  un  mot,  l'intégration  des  équa- 
tions (1)  fait  ronnattre  six  fonctions  du  temps,  des  coor- 
Jonnt^s  et  des  vitesses,  qui  conservent  chacune  une  valeur 
constante  pendant  toute  la  suite  du  mouvement. 

Toute  autre  fonction  des  mêmes  variables  qui  resterait  con- 
slante pendant  le  mouvement  serait  exprimable  au  moyen 
lies  six  premières  fonctions.  Car,  si  aux  six  équationb  (5)  on 
ajoute  une  septième  équation 

m  '=•{'•'■'■•■  s'î'^)' 

oii  C  représente  une  nouvelle  constante,  on  pourra  élimiuer 
■*'  "'  *'  rf7'  ^'  rfî  ■  *"'™  ^^^  ^^^  équations  (5)  ci  (6)  ;  ce  qui  ■ 
fournira  une  équation  finale 

m  T(/.«.<<'.p,p',ï,y,C)=o. 

D'où  rësullerait  que  C  serait  variable  avec  te  temps  f,  résultat 
contraire  â  t'hypoliièsc.  Si  donc  C  est  une  conslante,  le  temps 
doit  disparaître  de  lui-même  de  l'équation  (7),  et  celle  équa- 
tion exprime  simplement  C  en  fonction  des  six  constantes 
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a,  a', L'équation  (6)  n'exprime  donc  pas  une  propriéfé 

du  mouvement  distincte  de  celles  qui  résultent  des  équa- 
tions (6). 

Au  lieu  d'employer  une  notation  spéciale  pour  désigner  ces 
fonctions  du  temps,  des  coordonnées  et  de  leurs  vitesses,  qu'on 
doit  égaler  à  des  constantes  arbitraires  a,  a'...,  on  peut  repré- 
senter par  la  même  lettre  la  constante  et  la  Tonction  qui  lui 
est  ^tée,  en  les  distinguant  au  besoin  l'une  de  l'autre  par 
des  parenthèses.  Ainsi  U  fonction  {»)  représentera  la  fonc- 
tion Fj  (i,  X,  «i-TT.  -/.■>  jt),  qui  est  égalée  b  la  constante  x. 

L'étude  des  fonctions  (a),  (a')  ...,  qui  restent  constantes 
pendant  le  mouvemenl  d'un  point  ou  d'un  système,  a  conduit 
les  analystes  a  des  théories  très  importantes.  L'un  des  plus 
beaux  résultats  obtenus  est  un  théorème  dû  à  Poisson,  au 
moyen  duquel  il  srif^t,  dans  certains  cas,  deconnailrc  deux 
fonctions  (a)  et  {«'),  et  de  les  combiner  suivant  une  loi  déter- 
minée, pour  trouver  de  nouvelles  fonctions  qui  restent  éga- 
lement constantes. 

Pour  résumer  ces  remarques,  nous  ferons  observer  que 
l'inlégratioR  des  équations  de  la  mécanique  revient  en  déli- 
nilive  à  chercher  ce  qu'il  y  a  de  constant  et  de  fixe  dans  U 
phénomène  variable  du  mouvement.  C'est,  à  proprement  par- 
ler, l'objet  de  toute  science,  de  toute  philosophie  :  chercher 
ce  qu'il  y  a  de  stable  parmi  les  changements  incessants  qui 
constituent  les  divers  phénomènes. 

AmJCATIOnS   DES  THÉOFtME!  GÉH^RAUX   A    DSS   PROBLÈMES. 

58.  Mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  tm  centre  fixe 
proportionnellement  à  sa  masse  m  et  à  sa  distance  à  ee  centre. 
Soit  Ole  centre  d'atlrar,tion; 

A,  une  position  du  point  matériel  à  un  certain  instant  ; 
A6,  la  direction  de  sa  vitesse  v  ; 
OA  ^  r,  la  dislance  au  centre. 
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La  force  appliquée  au  point  est  par  hypolhèsc  dirigée  de 
A  vers  0,  et  elle  est  proportionnetle 
kr\  on  peut  la  représenter  en  valeur 
absolue  par  K*nir,  en  appelant  K  un 
nombre  constant. 

Le  mouvement  du  point  s'accom- 
plira tout  entier  dans  le  plan  passant 
par  le  point  0  et  la  vitesse  AB;  et  ng.se. 

comme  la  force  passe  par  un  point 

Gie  0,  le  rayon  OA  décrira  en  temps  égaux  des  aires  égales 
autour  de  ce  point. 

Le  théorème  des  aires  et  le  théorème  des  forces  \ives  sul- 
fiseot  pour  déterminer  la  trajectoire. 

Du  point  0  abaissons  une  perpendiculaire  0C=;)  sur  la 
Titesse.  L'aire  décrite  dans  un  inlervalle  de  temps  dt  par  le 

rayon  OA  sera  égale  à  ^  p  x  odt  ;  la  vitesse  aréolaire  étant  con- 
stante, le  produit  pv  est  constant.  Nous  avons  donc  une  pre- 
mière équation, 

(1)  |W  =  «*. 

en  représentant  par  o*  le  double  de  l'aire  constante  décrite 
par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  donne  une  seconde 
éqoatifHi. 

Considérons  deux  positions  successives,  A  et  A',  du  mobile 
sur  la  tangente  AB.  Exprimons  que  la  demi-variation  de  force 
vive  éprouvée  par  le  mobile  quand  il  passe  du  point  A  au 
point  A',  est  égale  au  travail  de  la  force,  ou  à  KV  x  AE,  AB 
étant  la  projeclion  du  chemin  parcouru  AA'  sur  la  direction 
de  la  force.  Le  rayon  OA  étant  représenté  par  r,  le  rayon  OA' 
le  sera  par  r  +  dr,  et  par  suite  AE = — *■.  Le  travail  cherché 
est  donc  égal  à 

-Vmrdr. 

La  demi-variation  de  la  force  vive  se  réduit  de  même  a  un 
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deses  éléments,  ouà  la  diriérentielle  desmit*.  ou    enfin  h 

mvdv. 
D'où  résulte  l'équation  dirférentielle 
mvdv  ^=  —  K*mi'«fr. 
Cette  équation  s'intégre  et  donne 

en  appelant  r,  la  vitesse  initiale,  et  r,  la  dislance  correspon- 
dante. Si  entre  les  équations  (1)  et  (2)  on  élimine  v,  on  aura 
une  relation  entre  p  et  r,  qui  sera,  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées,  l'équation  de  la  trajectoire  (I,  g  116). 

L'équation  (2)  peut  se  meltre  sous  la  forme  simple 
(5)  v'  ^  K'  ,ts  -  r>), 

b  étant  une  nouvelle  constante. 

Or 


Donc,  cnGn,  l'équation  de  lacourbo  est 

59.  Cette  équation  permettrait  de  tracer  la  courbe  par  Vm- 
tersection  de  ses  tangentes  successives;  pour  la  ramener 
aux  coordonnées  usuelles,  soit  rectangulaires,  soit  polaires, 
il  serait  nécessaire  d'effectuer  une  nouvelle  rnlégration. 
Si,  au  contraire,  on  trouve  par  une  autre  méthode  Téquation 
de  la  trajectoire  en  coordonnées  usuelles,  l'équation  (4)  expri- 
mera une  propriété  géooiètrique  de  la  courbe. 

Le  problème  se  résout  directement  avec  une  grande  fa- 
cilité. 

Par  le  point  0  menons  dans  le  plan  de  la  trajectoire  deux 
axes  rectangulaires  OX,  OY. 

Appelons  6  l'angle  AOX;  faisons  OP  =  i,  PA^y. 
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Les  équations  di^'érentielles  du  mouvement  seront,  après 
tuppitssion  du  fac<eur  m  : 

Elles  s'intègrent  indépendamment  l'une  de  l'autre. 
Soient  A,  B,  C,  U,  quatre  constantes  arbitraires  ;  on  par- 
TJenl  aux  deux  équations  suivantes  : 

xi=  AsinKt  +  BcoslU, 

y  =  Cïi[ilU  +  DcojKI. 

Prenant  les  dérivées  de  «  et  de  9  par  rapport  à  f,  on  a 

^  =  AKcosU  — BKmiiIU, 

Supposons  que  pour  t  =0  on  doune  les  valeurs  x«,  y„  des 
coordonnées,  et  les  valeurs  (-jr)  1  (-r-)  •  de  leurs  vitesses. 
On  devra  avoir 

«.  =  B, 
Ï.  =  D, 

équations  qui  font  connaître  les  arbitraires. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtient  en  éliminant  t  entre 
les  deux  équations  du  mouvement.  U  vii^nt  en  résolvant  par 
rapport  à  sio  K(  et  cos  El  : 


m  KJ  =  - 


cosK(  = 


-By 


Élevons  au  carré  et  ajoutons.  Nous  trouverons,  après  avoir 
dusse  les  dénominateurs, 

[5(  (Ai,  -  Cx]*  +  (\lx-  By)*  =  [AD  -  BCl». 
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équation  qui  représente  une  courbe  du  second  ordre.  Cette 
courbe  est  nécessairement  limitée  en  tout  sens  ;  car  l'équalioa 
des  forces  vives  a  été  ramenée  à  la  forme 

ce  qui  montre  que  r  a  une  limite  supérieure  fr,  au  delà  de 
luquelle  tf*  deviendrait  négatif.  La  courbe  est  donc  une  ellipse. 
Mais  il  y  a  un  cas  d'exception  :  c'est  celui  où  AD  —  BC  serait 
nul.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  les  données  initiales 
satisfassent  à  ta  condition 


'■m.-m.-'- 


ou  bien  que  la  direction  de  la  vitesse  initiale  coïncide  avec  la 
direction  du  rayon  OA  correspondant. 
Dans  ce  cas,  la  trajectoire  devient  la  ligne 
X^      droite  OA  elle-même;  nous  savons  d'ail- 
^  leurs  que  le  mouvement  n'amène  jamais 

ï    le  point  mobile  en  debors  d'un  certain 

segment  fini  dont  le  point  0  est  le  milieu 
"*■  "■  (g  21).  L'équation  de  la  trajectoire  se 

rcduit  dans  ce  cas  à 

Atf  —  C*  =  D«  —  Bjr  =  0. 

60.  Le  résultat  obtenu  n'est  pas  nouveau  pour  nous  :  Nous 
avons  vu  en  cinématique  (I,  g  i03}  ;  que,  lorsqu'un  point  mo- 
bile parcourt  une  ellipse  en  décrivant  en  temps  égaux  des 
aires  constantes  autour  de  son  centre,  l'accélération  totale  est 
dirigée  vers  te  centre  et  est  proportionnelle  à  la  longueur  du 
rayon. 

Si,  au  lieu  d'une  attraction,  le  point  subissait  une  répulsion, 
la  méthode  serait  la  même,  mais  le  calcul  devrait  être  un 
peu  modifié  pour  éviter  les  imaginaires.  Od  aurait 
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Résolvant  par  rapport  à  e"  et  r*,  on  aurait 

tt_  Di  — Bif  -  B  _  Ky  —  Cx 

'    "AU  — UC  Ab  — BC' 

M  on  éliminerait  le  temps  enTuIsant  le  produit  des  deux  équa- 
tions. On  trouverait  (\y  —  Cx)  {Hx  —  By)  =  (AD  —  BC)'  pour 
équation  finale.  Celte  équation  représente  une. hyperbole,  ou 
une  droite  si  AD —BC=  0. 

61.  Traitons  encore  ce  problème  par  la  simple  géométrie. 
La  décomposition  des  accélérj  tions  et  des  forces  peut  se  faire 
suivant  des  directions  non  rec- 
tangulaires, aussi  bien  que  sui- 
vant des  axes  se  coupant  à  an- 
gle droit.  Prenons  pour  axes 
la  droite  OA,  qui  joint  le 
point  0  à  la  position  inilîale  du 
mobile,  et  une  parallèle  OD  k  ta 
vitesse  initiale  AB. 

Décomposons  le  mouvement 
cherché  suivant  les  directions 
OA,  OD.  Soit  M  une  position 
quelconque  du  point  mobile  ;  la 
force  KVtxÛM,  qui  soUicite  le  point  dans  la  direction  MO, 
peut  se  décomposer  suivant  les  axes  en  deux  composantes, 
l'une  égale  h  K^m  x  MP,  l'autre  égale  à  EVi  x.  MR.  La  projec- 
tionR  du  point  M  surOA  se  meut  donc  comme  un  point  de  masse 
m,  qui  serait  attiré  vers  te  centre  0,  le  long  de  la  droite  OA, 
par  une  force  égale  h  RVnx  OR  ;  la  projection  P  du  mobile 
sur  l'axe  OD  se  meut  de  même  comme  un  point  de  masse  m 
attiré  vers  le  point  0  par  une  force  égale  à  K'tn  x  OP.  Ces 
mouvements  nous  sont  connus  par  le  problème  du  g  21 . 

Pour  le  mouvement  du  point  R,  décrivonsdu  point  0,comme 
centre,  une  circonférence  avec  OA  pour  rayon,  et  imaginons 


Fig  38. 
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qu'uR  mobiles  parcoure  celle  circonTérence  avec  une  vitesse 
constante  l'-gale  à  aK,  en  appcbnt  o  la  distance  donn  'o  OA.  Le 
point  ït  sera  à  chaque  instant  la  projection  orllicgonalc  du 
mobile  S  sur  le  diamètre  AOA'. 

Quant  au  point  P,  nous  savons  qu'à  l'origine  du  mouvement 
il  occupe  la  position  0,  et  qu'il  a  une  vitesse  égale  à  la  pro- 
jection de  la  vitesse  «„  c'est-à-dire  la  vitesse  v^  elle-mcime. 
On  trouvera  (g  sQ)  la  limite  extrême  de  ses  oscillations  en 
d^erminant  une  longueur  b  par  l'équation 

ce  qui  donne 

On  prendra  de  part  et  d'autre  du  point  0  deux  distances 
0C=OC'=-t  =  ^;  les  points  C  et  C  seront  les  limites  de  l'ex- 
cursion du  point  mobile  P>  Ce  point  sera  à  chaque  instant  la 
projection  orthogonale  sur  le  diamètre  CC,  d'un  point  mobile 
S'  qui  parcourrait  avec  une  vitesse  constante  égale  à  bK,  ou 
égale  à  tr,,  la  circonférence  décrite  sur  ce  diamètre. 

Les  vitesses  angulaires  des  deux  rayons  OS,  OS'  sont  toutes 
deux  égales  à  K. 

Au  point  0  élevons  une  perpendiculaire  OE  sur  le  diamètre 
CG'.  A  l'instant  initial  oij  le  mobile  part  du  point  A,  le  point 
directeur  S  se  trouve  au  point  A,  et  le  puint  directeur  S'  au 
point  E.  Faisons  tourner  dans  le  sens  AB,  avec  une  vitesse 
angulaire  égale  à  K,  le  système  invariable  formé  par  les 
rajons  OA,  OC.  Au  bout  d'un  temps  <iUelcoiique  t,  ce  systùmc 
(jccupcra  une  position  S'OS;  projetant  orthoj^onaleinent  te 
point  S  sur  le  diamètre  OA',  et  le  point  S'  sur  le  diami^tre  CC, 
on  aura  les  projections  R  et  P  du  point  mobile,  et  la  position  M 
de  ce  point  s'obtiendra  en  achevant  le  parallèlogi-amme  PORM. 
I)  est  facile  de  reconnaître  que  le  lieu  du  point  H  est  une 
ellipse  dont  le  centre  est  au  point  0. 

G'2.  On  peut  remai  qucr  que,  ditns  l'ellipse,  CC  est,  engran- 
dbur  et  en  direction,  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  A'Aj  la 
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dislance  OC  est  agate  -S.  Plus  généralement  le  demi-diamélre 


la  vitesse  correspondante  à  la  dislance  r.  Les  équations  que 
nous  avons  obtenues  plus  haut  en  appliquant  les  théorèmes 
des  aires  et  des  forces  vives,  peuvent  ôlre  mises  sous  la  forme 


elles  expriment  les  propriétés  des  diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipse, connues  sous  le  nom  de  théorèmes  irApoUonius  : 

Dans  FilUpie,  la  somme  des  carrés- de  deux  diamètres  conju- 
gués est  constante  ; 

L'aire  de  tout  paraltélogramme  cireonserit  à  la  courbe  est  con- 
$timte. 


MOOTEIIERT  D  IHf  POINT  NATËRIEL  AITIBË  TERB  DU  CEUTRE  FIXE  PIIO- 
rOBTI0SKELLE»E»T  A  SA  MASSE  ET  Â  l'iKVBRSE  DO  CaHIIË  DE  SA 
D1STAKCK  A  CE  CENTRE. 

65.  Soit  H  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t;  0,  le 
centre  d'attraction',  MO,  la  direction  de  la  force,  égale  par  hy- 
pothèse à  ^,  félanl  un  coeflîcienl constant,  t 

m  la  niasse  du  point,  et  r  la  distance  OM.                 ^^^ 
MA  représente  la  direction  de  la  vitesse  v.            ry^ 
Le  miîuveinenl  du  point  s'elïccluera  dans      ^^ . 

le  plan  mené  por  la  vitesse  MA  et  le  point  0.     " 

Menons  dans  ce  plan,  par  le  point  0,  une 

droite  quelconque  OP  que  nous  prendrons  pour  ave  polaire. 

La  position  du  mobile  sera  définie  à  chaque  insinnt  par  les 

coordonnées  M()P=0  et  OM  ^r. 
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Le  théorème  des  aires  nous  donne,  puisque  la  force  passe 
constamnienl  par  un  point  fixe,  l'équation 
(1)  r'da^idl, 

où  k  désigne  une  constante,  qu'on  peut  regarder  comme  po- 
sitive. 
Le  théorème  des  forces  vives  conduit  à  Téquation 

!-.-l„...=/-$*_^.(i-l), 

qu'on  peut  écrire  plus  simplement  sous  la  forme 

(8)  ••=^  +  B, 

B  étant  une  constante  égale  à  v,* '-. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtiendra  en  éliminant  le 
temps  entre  les  équations  (1)  et  (2). 
On  a 


Mais 

A  =  irU0. 

Donc enfin 

IS) 

i-ï==±5^-^V*B 

équation  qui  ne  contient  plus  que  les  variables  r  et  6. 
Résolvons  l'équation  (5)  par  rapport  à  dO.  Il  vient 


équation  différentielle  que  nous  avons  obtenue  déjà  en  résol- 
vant un  autre  problème  {II,  g  339). 

Nous  prendrons  le  radical  avec  le  signe  •+-  ou  le  signe  — , 
suivant  le  signe  de  dr,  de  manière  que  dO  soit  toujours  positil'. 
Car  le  mouvement  s'opère,  d'après  l'équation  (1),  toujours  dans 
le  même  sens  autour  du  point  C,  et  c'est  ce  sens  que  nous 
prenons  pour  svns  positif. 
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La  ronction  contenue  daas  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (4)  est  intégrable ,  le  radical  carré  qui  y  figure  portant 
sur  un  polynôme  du  second  degré  en  r. 

64.  Ce  radical  est  nécessaireaieni  réel.  Donc  il  existe  des 
valeurs  de  r  qui  rendent  positif  te  trinôme 

D'ailleurs  )e  trinôme  se  réduit  à  la  valeur  négative  —  A* 
pourr^O;  pour  r  infini,  il  a  le  signe  de  B.  Par  conséquent,  la 
trajectoire  est  limitée  en  tous  sens  si  B  esl  négatif,  et  les 
valeurs  extrêmes  du  rayon  vecteur  r  s'obtiendront  en  cher- 
chant les  racines  de  l'équaliou 

Bi*  +  %fr  —  k*  =  0. 

Le  rayoQ  vecteur  r  ne  peut  varier  qu'entre  ces  deux  limites, 
et  par  suite  la  courbe  est  tout  entière  comprise  entre  deux 
cercles  qu'on  peut  tracer  à  priori.  C'est  cette  hypothèse  que 
nous  adopterons. 

Nous  représenterons  les  deux  racines  de  cette  équation  par 
les  expressions  fl{l — e)  eta(l-)-e). 

La  somme  des  radnes  est  —  -éio^  aura  donc 

•=-f 

A* 

Le  produit  des  racines  o*(i  — e')  =  — -g-. 

Résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  aux  constantes 
ietB,  il  vient 

Substilnoos  dansl'équalion  (4)  ;  nous  trouverons 
Divisons  haut  et  bas  par  r*  ;  en  dénominateur,  cela  revient  fc 
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supprimer  le  fadeur  r  en  dehors  du  radical,  et  à  diviser  par 
r*  la  quantité  îous  le  radical. 
On  obtient  ainsi  l'équation 


I 


ii)  =  W«P^ 


v/^f+ï-^^^ 


ou  encore,  en  supprimant  haut  et  bas  le  fadeur  yjfa  {\  - 
(0) 


Faisons  -  =■ }',  d'où  ■-^=  —  (()■'.  La  quanlilâ  sous  le  radi- 


cal prend  la  forine 

Complétons  lu  carré  en  ajoutantet  en  retranchant  -z—, r-:: 

il  viendra 

L*£quation  (6)  devient  enfin 
17)         ds=-  ^^        ''•"  ^       ;, 

rinlégration  donne  alors  immédialement 


i 
ou,  en  remplaçant  r  par  -, 

m      .    .=.,+.r.»![n!Lzili-,], 

6,  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration. 
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Résolvant  par  rapport  è  r,  il  vient  «n  dëfiaitiTe 

c'L'st-è-dire  l'éqnalion  générale  en  coordonnées  polaires  d'une 
section  conique  rapportée  h  son  foyer  comme  pAle. 

Le  coeFGcîent  i  est  rexcentricité  relative,  et  a  le  demi-ase 
qui  contient  les  fovers  réels  de  la  courbe. 

65.  La  nature  de  la  courbe  dépend  de  la  grandeur  de  «. 
Ke<i,  les  deux  racines,  a{i  —  t),  o(l+»),  sont  posi- 
tives, et  la  courbe  est  une  ellipse.  Ce  cas  correspond,  comme 

OQl'avu,  àB^O.oui  v/<— .  Si  au  contraire  B  >  0,  ou  si 

e',>  -i,  la  courbe  est  une  hyperbole.  Enân.sionavaitt^l, 

il  faudrait  que  a  fûl  infini,  et  que  B  fût  égal  à  0;  la  courbe 
serait  alors  une  parabole. 

La  nature  de  la  courbe,  ellipse,  parabole  ou  hyperbole, 
dépend  donc  uniquement  du  signe  de  la  quantité 

die  dépend  par  conséquent  de  la  grfmdeur  v,  de  la  vitesse  ini- 
tiale, et  n0»  de  la  direction  de  cette  vitesse. 

66.  Pour  achever  le  problème,  il  faut  déterminer  t  en 
fonction  de  6,  ou  d'une  variable 
liée  à  6  par  une  relation  connue. 
Ouand  le  mouvement  est  ellip- 
tique, on  exprime  ordinairement 
le  temps  en  fonction  de  l'angle 
appelé  anomalie  exeentrituie. 

Soit  0  le  foyer,  centre  d'attrac- 
tion, C  le  centre  de  l'ellipse,  AA'  "'■  "■ 
son  grand  axe,  01  l'axe  polaire  arbitraire,   mené  par  le 
point  0  dans  le  plan  de  la  courbe.  Décrivons  un  cercle  sur  AA' 
comme  diamètre,  et  projetons  le  point  M  en  P  sur  l'axe  AA'; 
la  droite  PM  prolongée  coupe  la  circonférence  AA'  en   un 
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point  H'.  Joignons  CH'.  L'angle  H'CA  est  ce  qa'on  nominc 
l'anomalie  excentrique.  Faisons  CA^a,  CO^ae;  l'angle 
M0A  =  {6  — ft,);  M'CA=ii.  Projetons  sur  CA  le  contour 
COMH';  il  viendra 

(icosu  =  at  +  rcos(e— S|]. 

L'équation  de  l'ellipse  est  d'ailleurs 


0(1  ~  t'I 

'■■    1  +  .»..|.-.J 

Donc 

irco»{»-e,)  +  r  =  o(1-.«) 

,».|.     .,)      "I'-')-' 

Donc enfin 

,.™  ..,»"-•'  '  ■ 

On  en  déduit 

(10) 

r=.(i-.(«..). 

L'équation  (4),  nans  laquelle  on  remplace  dO  par  sa  valcur 
—j- ,  conduit  à  l'expression  du  temps  t  : 
■f.=  - !:^': 

ou,  en  remplaçant  B  et  A  par  leurs  valeurs  en  a  et  «j 


y/- ^f+2/i— /■«(!-.•) 


Cette  nouvelle  équation  est  encore  intégi'able.  L'intégration 
devient  très  simple  quand  on  remplace  r  par  sa  valeur  en 
fonction  de  u. 

On  a  en  elTet 

mi—^a*{i-Kmu]*+ifa[i  —  tcosu)—f(t[i  —  é^ 

=  fa[l  +  t<Mlu){i  —  tOKu)  —  fii[t  —^ 
=fa  (t  —  .«co^u)  —  fa  +  i*^ 
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IntëgraDl,  il  vient 

•n  bien,  ai  appelant  a  ane  nouvelle  constante, 
(H)  t\^C+,^u-,ita» 

Le  coefficient  -  i/^  est  le  moyen  mouvement  do  mobile, 

c'eat-b-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon  OH  autour 
du  point  0.  Car  si  u  augmente  de  2«.  t  augmente  de  la  quan- 
tité T  qui  exprime  la  durée  d'un  tour  entier  de  l'ellipse.  On  a 
donc 

«t  par  suite  -  iZ-^  est  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon 
OV. 

67.  L'ëqualion  (ll)fait  connattret  enfonctiondeu,  et  par 
l'équation  (10),  en  fonction  de  r. 

Si  au  conlraire  on  voulait  connaître  u  en  fonction  de  1, 
il  Ëiudrait  résoudre  par  rapport  à  u  l'équation  (11).  Ce  pro- 
blème est  connu  sous  le  nom  de  problème  de  Kepler. 

Lorsque  ■  est  très  petit,  on  peut  par  quelques  approxima- 
tions successives  arriver  à  déterminer  u  en  fonction  de  t.  On  a 
enefTet,  en  négligeant  d'abord  isinu. 


"IV?- 
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Substituons  celte  valeur  à  u  sous  le  signe  sinus  ;  il  viendra 
pour  seconde  approximation 


=iv^— (^v^-)- 


valeur  qu'on  peut  corriger  de  nouveau  en  répétant  la  même 
opéra  lion. 

La  série  de  Lagrange  donne  immédiatement  tt  en  fonction 
(ici. 

La  dérivée  de  u  —  esinu  est  1  —  scosu,  quantité  positive 
pour  toute  valeur  réelle  de  l'angle  u,  pourvu  que  c  •<  1.  ce 
que  nous  admettons  ici.  La  fonction  u — tsin  u  est  donc  crois- 
sante pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u,  et  par  suite  l'équa- 
tion (li),  pour  une  valeur  donnée  du  temps,  n'a  qu'une 
racine  réelle.  C'est  celte  racine  que  la  formule  de  Lagrange 
développe  en  série. 

On  commence  par  mettre  l'équation  sous  la  fornoe 


U^^^ 


J  +  .tin*, 
et  Taisant 

elle  est  ramenée  à  la  forme 

qui  rentre  dans  le  type 

«  =  *  +  •?(»)• 
La  série  de  Lagrange  est  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  e.  Elle  consiste  dans  l'égalité  suivaote,  où  / 
représente  une  fonction  quelconque. 


ce  qui  donne,  en  faisant  /'(u):=:u  et  f (u)=siDU, 
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série  d'autant  plus  convergente  que  l'escentricilé  ■  est  plus 
faible. 

08.  Le  problème  du  mouveinent  elliptique  peut  être  résolu 
gèomélriqueinent. 

Nous  avons  démonf  rédans  la  Cin^iuitifue  (I,  g  11 5)  que  quand 
nn  point  parcourt  une  ellipse,  et  que  sa  vitesse  aréolairc  au- 
tour de  l'un  des  foyers  de  la  courbe  est  constante,  l'accéiéra- 
tion  totale,  toujours  dirigée  vers  ce  foyer,  est  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  à  ce  point.  Nous  pouvons 
en  conclure  sur-le-champ  que  ta  trajectoire  du  point  matcrict 
soumis  à  une  force  centrale  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  est  une  ellipse  (plus  gi^nèralement  une 
courbe  du  second  ordre),  et  que  te  centre  d'attraction  occu- 
pera l'un  des  fojers  de  la  courbe  ;  toute  la  quostinn  est 
ratnenûe  à  déterminer  cette  ellipse  d'après  les  données  parti- 
culières du  problème  proposé. 

Soit  0  le  centre  d'attraction,  A  la  position  initiale  du  point 
mobile,  AB  la  direction  de  sa  vitesse 
initiale,  v^  la  grandeur  de  celte  vitesse.  |\ 

Nous  connaissons  un  point  de  Tel-  /     \ 

lipse  cherchée,  le  point  A  ;  un  foyer,  0  ;    '^--^-—.^J^.  ^ 
et  une  tangente,  AB,  au  point  donné.  /       JV  /  '^      ^^ 

Au  point  A,  menons  AN,  perpcndi-         l^,.^   '■,/     \, 
culaire  à  AB;  cette  droite  est  normale        **  ii^        if 

à  l'ellipse,  et  coupe  en  deux  parties  / 

^ales  l'angle  formé  par  les  droites 
qui  joignent  le  point  A  aux  deux  foyers. 
On  aura  donc  une  droite  contenant  le  second  foyer  F  c:i 
menant  la  droite  AF  qui  fait  avec  AN  un  angle  égal  à  "an- 
gle OAN. 

U  force  qui  agit  sur  le  point  matériel  placé  en  A  a  pour  va- 


oa'" 

Or  nous,  avons  trouvé  (I,  g  115)  pour  valeur  do  celle  acc6- 


L'accélèralion  totale  au  même  instant  est  égale  à  -^ , . 

OA 
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lération,  la  quantité  — ^— x^,  en  appelant  a   le  demi 

grand  axe  et  T  la  durée  d'une  révolution  entière.  Les  daix  va- 
leurs seront  égales  si  on  a  :  4K'a*:=/T*. 

Nous   retrouTons   m    passant  l'égalité  T  =  2«  x  — ^> 

Vf 

qui  nous  montre  que  — ^  est  le  moyeu  mouvement  du  mo- 

bile,  c'est-à-dire  la  moyenne  des  vitesses  angulaires  pour  un 
tour  entier  du  rayon  OA. 
L'équation 

contient  deux  inconnues,  a  et  T.  Le  théorème  des  aires  va 
nous  permettre  d'en  éliminer  une. 

La  surface  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon  OA 
est  constante.  Or  abaissons  sur  la  tangente  la  perpendicu- 
laire OC^p,=r,sini*g,  en  appelant  ji,  Tangle  BAO,  etr,Ia 
distance  OA.  L'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon 
vecteur  est  égale  à  J  r,p,.  Soit  b  le  demi  petit  axe  de  l'eltipse. 
L'aire  totale  de  l'ellipse  sera  xa6,  et  par  suite,  T  étant  la 
durée  du  parcours  du  périmètre  entier  de  la  courbe,  nous 
aurons 

««t=gtr,p,Xt. 


Substituons  cette  valeur  de  T  dans  (12)  ;  il  viendra 
ou,  en  réduisant, 
quantité  connue.  On  sait  (I,  §  105)  que  dans  l'ellipse  —  e 


Digtizea  .y  Google 


ATHRE  TBBS  OH  CBUTKB  FIXE.  Il» 

^1  à  h  projeclioD  AS,  sur  la  droite  OA,  de  la  portion  ÂE  de 
normale  au  point  A,  comprise  entre  ce  point  et  le  grand  axe. 
On  connait  donc  la  longueur  AD,  ce  qui  permet  de  construire 
le  point  D  ;  menons  en  ce  point  une  perpendiculaire  sur  OA  ; 
elle  coupera  la  normale  AN  en  un  point  E  qui  appartiendra 
an  grand  axe.  Il  restera  à  joindre  OE  et  à  prolonger  cette 
droite  jusqu'à  la  rencontre  de  AF,  pour  avoir  au  point  d'in- 
tersection le  second  foyer  F.  La  somme  OA-i-  AF  sera  le  grand 
axe  2a  de  la  courbe.  Connaissant  a,  on  en  déduira  b  par  l'équa- 
tion b=)ja  X  AD,  puis  on  déterminera  T,  et  on  aura  tout  ce 
qu'il  faut  pour  construire  la  courjje  et  pour  définir  le  mou- 
vement du  point  mobile. 

Le  grand  axe  Su  ne  dépend  pas  de  la  direction  AB  de  la  vi- 
tesse initiale.  11  ne  dépend  que  de  la  distance  OA=r,,  de  la 
grandeur  v,  de  la  vitesse  initiale,  et  du  coeflicient  donné  f. 

Prolongeons,  en  effet,  la  droite  FA  jusqu'à  la  rencontre  avec 
OC,  en  an  point  0',  qui  sera  symétrique  de  0  par  rapport 
à  la  tangente  AB.  Par  suite  FO*  =  FA -*- AO  =  2o. 

Les  droites  parallèles  AE,  OC,  donnent  la  proportion 


d'où  l'on  déduit 


HaisleatrianglesCOA,  ADEsont  semblables;  car  ils  ont  les 
angles  COA,  DA£  égaux  comme  alternes-internes,  et  les  angles 
en  D  et  C  ^aux  comme  droits.  On  a  donc  aussi  la  proportion 

AE_OA 

A»     oc' 

Remplaçons  dans  b  précédente  équation  AE  par  sa  valeur 
lirée  de  la  dernière  ;  il  viendra 

FQ,  _      0*  X  no' 
oo'-ll^îxAD* 
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00  bien,  en  remplaçant  FO*  par  2o,  OA  par  r,,  00*  | 

OC  par  p,  et  AD  par  sa  valeur  -*2*- , 

■^_       r.xy.  fr/     ■ 


sp.-^ 


quantité  indépendante  de  p„  ou  de  la  direction  assignée  i  la 
■vitesse  p,. 
De  cette  valeur  on  déduit  successivement 


b=v^yj  = 


La  valeur  de  T,  comme  celle  de  a,  est  indépendante  de  )a 

direction  de  la  vitesse.  On  voit  de  plus,  par  ces  construclions, 

à  quelles  conditions  tes  données  doivent  satisfaire  pour  que  la 

trajectoire  soit  une  ellipse.  H  faut,  en  effet,  que  2a  soit  fini 

et  positif,  ou  que  2/  — p,*r,>0,  ce  qui  donne  la  condition 

if 
déjà  trouvée  if,*<-f. 

Si  if — v,\^Q,  a  Oit  infini,  l'ellipse  se  change  en  para- 
bole ;  et  si  if—v^\<CO,  elle  se  change  en  une  hyperbole; 
la  formule  donne  alurs  pour  a  la  valeur,  prise  négativement, 
du  demi-axe  de  la  courbe. 


RDUBQIICS  «m  I£B  ÉOHATtOHI   W   HOUTeilEnT  n'oN  PDIHT  lUltRIEL. 

69.  Les  équations  de  la  dynamique  obtenues  jusqu'ici 
appartiennent  à  dinërents  types,  que  nous  allons  passer  en 
revue. 

Nous  avons  d'abord  rencontré  l'équation  F:=ny;  elle  ex- 
prime que  la  force  qui  intervient  pour  modifier  le  mouvement 
rectiligne  et  uniforme  d'un  poinl  matériel,  est  égale  à  chaque 
instant  au  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  l'accélOratioD 
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'{u'elle  lai  imprime.  Celte  égalité  suppose  qa'on  a  fait  chois 
d'une  unité  particulière  pour  évaluer  les  masses  ;  autrement, 
il  faudrait  substituer  à  cette  équation  l'équaUOD  plus  gc- 
aërala 

où  figurent  des  rapports  entre  des  quantités  de  même  nature, 
rapports  indépendants,  chacun,  de  l'unité  qui  sert  à  en  éva< 
luer  les  deux  termes. 
Dans  l'équation  fondamentale 

P  s=  mj, 

les  nombres  ¥tA  m  représentent  des  quantités  primîtÎTes,  la 
force  et  la  masse ,  tandis  que  le  facteur  j  représente  jine 
quantité  complexe,  qui  dépend  h  la  fois  du  temps  et  de  In 
longueur  (I,  g  4j.  Pour  introduire  eiplîcitemenl  dans  l'équa- 
tion ces  deux  autres  éléments  primitlls,  il  faut  se  reporter 
aux  équations  de  la  cinématique,  qui  établissent  une  rela- 
tion entre  l'accélération  d'un  mouvement  varié,  le  temps  I  et 
l'espace  s  parcouru  par  le  mobile.  Nous  avons  en  efTet 

.=  !>.. 

si  Tticcélération  reste  constante  pendant  tout  le  temps  t. 
Donc 

.      3j 
et  par  suite  l'équation 

Smt 

'~  t* 

est  la  relaiion  cherchée.  On  parviendrait  è  une  relation  du 

mCmc  genre  au  moyen  de  l'équation  F=ffi  -j^ . 

70.  Le  mouvement  du  point  M,  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit  t,  s'obtient  (fig.  42)  en  composant  l'espace 

1 
UW=vt,  parcouru  sur  la  tangente,  avecrespaceM'M'=5  (*, 

décrit^us  l'action  de  la  force. 
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Considérons  un  autre  point  H„  de  masse  fli„  animé  d'une 
vitesse  v^  et  sollicité  par  une  force  F„  Taisant  avec  la  direction 
de  v^  un  angle  égal  à  l'angle  que  Tait  la  force  F  avec  la  vi- 
tesse v;  au  bout  d'un  temps  t„  le  point  U^  parvient  en  H*,, 
et  son   déplacement   total  se  décom- 
^^,^  pose  de  même  en  deui  :  l'un  M,M',  sui- 

"■ — '""^ — M="-^    ™°*  '*  tangente,  égal  i  »,(,;  l'antre 
M'iH",  suivant  la  direction  de  la  force, 

ir,        égal  à  ôÀV-  Cherchons  les  conditions 

„,-— ■"^''''^^^      *\       nécessaires  et  snlifisantes  pour  que  le 

Fil  tt  mouvement  du  point  H^  soit  tembUibte 

au  mouvement  du  point  M.  Il  faut  el 

il  suffit  pour  cela  qu'il  y  ait  similitude  entre  les  figures  HMtf 

et  H,H',M",  ;  appelons  donc  a  le  rapport  des  longueurs  quand 

on  passe  de  l'une  à  l'autre  ;  il  faudra  qu'on  ait 


F  F 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  j^  par  ^-etj  par-;.. 

viendra 


c'est-6-dire  que  si  l'on  désigne  par  p  le  rapport  des  forces, 
par  Y  le  rapport  des  temps  el  par  «  le  rapport  des  masses,  la 
condition  de  similitude  est 
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Le  rapport  des  vitesses  —  est  égal  à 


On  déduit  de  ces  égalités  la  loi  de  la  HmiRtude  mécanique, 
ronnulèe  pour  la  première  fois  par  Newton;  nous  l'établis- 
sons ici  pour  le  mouvement  de  points  uniques;  mais  it  sera 
facile  de  voir,  quand  nous  aurons  étudié  le  mouvement  des 
sistëmes  matériels,  que  le  résultat  est  tout  h  fait  général. 

Potir  que  les  mouvementt  de  deux  points  matériels,  ou  de  deux 
t^tèmes  de  points  matérieU,  soient  sev^lables,  il  faut  et  il  suffit 
1*  que  le»  deux  systèmes  soient  géométriquement  semblables  dans 
r^at  initial;  que  les  points  homologues  aient  des  masses  propor- 
tùmneUes,  qu'ils  soient  animés  à  cet  instant  de  vitesses  proportion- 
neUes  et  seir^l(Alement  dirigées,  et  qu'Us  soient  solliàtés  pendant 
toiU  le  cours  du  mouvement  par  des  forces  proportion»  elles  et  sem- 
jlttbUment  dirigées;  2*  qu'entre  le  rapport  a  des  dimensions  H' 
néaires  homologues  des  systèmes  et  des  longueurs  décrites  par  les 
pomts  homologues,  le  rapport  ^  des  forces,  le  rapport  f  des 
mteroalle»  de  temps  au  bout  desquels  on  compare  les  deux  sgs- 
lèma  l'un  à  l'mitre,  et  le  rapport  «  des  masses  des  points  homo- 
logues, on  ait  la  relation  : 


le  rapport  X  da  vitesses  homologues  est  doimé  par  l'équa- 


71.  Comme  application  de  cette  loi,  reprenons  la  question 
traitée  au  g  21. 

Un  point  matériel  de  ma^se  m  abandonné  sans  vitesse  au 
point  A  est  attiré  par  le  centre  fixe  0  proportionnellement  i 
sa  masse  et  sa  distancée  ce  point.  La  force  a  pour  valeur  K*mr. 
Un  autre  point  matériel  de  masse  m,,  abandonné  sans  vitesse 
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on  A„  est  de  nafime  attiré  par  le  point  0  proporlionnellcmcnt 
à  sa  masse  et  à  sa  dislance  au  centre.  La  force  a  pour: expres- 
sion K'm,r,.  Les  formules  que  nous  avons  trouvées  g  21  mon- 
trent que  le  temps  mis  par  le  point  m  pour  aller  du  point  A  au 
^,__^_^  point  0  est  égal  au  temps  que  met 

^\^   5^,  le  point  m,  à  aller  du  point  A,  au 

'"'       ""^X/fv  P*'"*  ®'  ^  résultai  ressort  immé- 

/i\  I  \  dialeraent  des  lois  de  la  siinili- 

j^ — S— -ii •     '''^^'  ^"  ^^^^^'  ^  l'origine  du  mou- 

'    '  Tement,  on  peut  legarder  OA  et 

OA,   comme   des   longueurs   ho- 
mologues;  le  rapport   de   similitude  des  longui-urs  z  est 

»    1  .  OA,    ,  .  „  .      ,  ....  m,xOA,     .    , 

cgal  a  fr~;  le  rapport  ^  des  forces  est  égal  a  — ! — ^^,  c  esl- 

à-dire  égal  à  cXa;  la  coadition  de  similitude  est  donnée  par 
l'équation 


qui  nous  montre  que  y  =  ^-  ^'<^s'  ^^^'^  su  ^'>^^  ^^  temps 
^gauxqueles  deux  mobiles  doivent  ôtrecomparés  et  qu'ils  oc- 
cuperont des  positions  tiomologues.  La  position  homologue tlu 
pointOest  lepointO  lui-même,  et  les  deux  mobiles  partis  en 
même  temps  des  points  A  et  A,  parviennent  ensemble  au 
point  0. 

Le  rapport  des  vitesses  X  est  égal  à  a,  c'est-à-dire  au  rap- 
port des  longueurs  décrites. 

Ces  propositions  s'aperçoivent  directement  parla  construc- 
tion suivante  : 

Si  du  pmnt  0  comme  centre  on  décrit  deux  àreonférenees 
OA,  OAp  et  qu'on  faste  tourner  autour  du  point  0  le  rayon  OR 
avec  une  vitesse  aigulaire  égtde  à  K,  les  posUions  simuUatiées 
des  deux  points  mobiles,  qu'on  suppose  partis  en  même  temps 
des  points  A  et  ^^,  sont  Us  projections,  a  et  a,,  des  points  P 
et  P„  où  le  rayon  mobile  coupe  ces  deux  circonférences. 
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roncE  s  cierth. 


72.  L'équation 

est  susceptible  d'une  interprétation  qui  rend  plus  facile  l'£- 
noncë  de  certains  théorèmes  de  mécanique. 
Heltoiis-la  sous  la  forme 

r  —  mjssO, 

Nous  pouvons  regarder  m;  comme  une  force  à  laquelle  nous 
attribuerons  une  direction  contraire  h  l'accélération  j  du  point 
mobile,  ou,  ce  qui  revient  nu  même,  contraire  ^  la  force  F; 
l'équation  précédente  indique  qu'il  y  a  équililire  entre  la  force 
réelle  F  et  tu  force  fictive  mj,  qui  lui  est  égale  et  contraire. 
Celle  force  tnj,  prise  en  senscontrairede  l'accétéralion;,  a  reçu 
le  nom  de  force  tPinertie,  Grlce  à  cette  délînilion,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  d'un  point  matMel  s'établit  de  manière  qu'U 
yaUà  chaque  instant  équilibre  entre  la  force  réelte  P  qui  le  toi 
lieite  et  ta  forée  d'inertie. 

La  force  d'inerlie,  ainsi  entendue,  est  une  fiction  et  n'a  rien 
de  réel.  On  peut  la  mettre  réellement  en  évidence  ;  pour  cela, 
imaginons  qu'au  lieu  d'appliquer  directement  la  force  F  au 
point  triatériel  M,  nous  enfermions  ce  point  dans  un  système  ma- 
tériel S,  animé  du  mouvement  que  le  point  M  doit  prendre;  le 
syslùnieauxiliaireSsera,  par  exemple,  la  main  de  l'expérimen' 
latcur,  qui  guide  le  point  H  le  long  de  sa  trajectoire  et  lui  com- 
muitique  à  chaque  instant  la  vitesse  convenable.  L'action 
eicrcée  par  le  système  sur  le  point  H  produisant  les  mêmes 
elTcls  que  la  force  F,  est  a  chaque  instant  égale  &  la  force  F 
elle-même;  la  réaction  exercée  par  le  poiot  U  sur  le  système 
S  est  égale  et  contraire;  c'est  donc  une  force,  —F,  ou  — m;, 
ou  enlin,  c'est  eu  que  nous  avons  appelé  la  force  dUturtie.  On 
lui  diinric  aussi  le  nom  de  force  de  réaction. 

Nous  poui'i'uus  donc  définir  la  force  d'inertie  de  la  manière 
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suivante  :  la  force  (f  inertie  tf  un  point  matériel  atûmé  (Tkh 
certain  momement  est  la  réaction  exercée  par  ce  point  sur  un 
système  matériel  qui  agirait  lurlià  pour  Imeommutûquer  le  moii' 
t'entent  dont  il  est  animé. 

73.  La  force  d'inertie  penl  se  décomposer  suivant  les  trois 

axes  coordonnés;  si  l'on  appelle  ^,  j~,  -7^,  les  composan- 
tes de  raccélération  totale  prises  avec  les  signes  convenables, 
la  Torce  d'inertie  aura  pour  composantes,  suivant  les  n 


et  les  équations  du  |t  i5  (3*),  mises  sous  la  foniw 

X-mg=0, 
l-«g=0. 

expriment  Tëquilibre  entre  les  composantes  de  k  force  F  et 

les  composantes  de  la  force  d'inertie. 

Ou  peut  aussi  décomposer  la  force  d'inertie  en  deux  com- 
posantes,  l'une  suivant  la  lan^enle,  l'autre  suivant  la  nor- 
male à  la  trajectoire;  la  composante  tangeiitielle  est  diii- 
gée  en  sens  contraire  de  l'accélération  tangenli4>lle;  elle  est 

^le  an  signe  près  àm-jr:  on  peut  donc,  en  lui  donnant  un 

signe,  la  représenter  par  —  nt  -r-.  La  composante  normale  est 

dirigée  suivant  la  portion  de  la  normale  principale  qui  est 
extérieure  k  la  courbe;  elle  sera  opposée  en  direction  à 
la  composante  centripète  de  l'accélératioD  ;  on  lui  donne  le 
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Dom  de  forte  eetiMfuge;  elle  a  pour  valeur  m  -,  en  désignant 

l«r  p  le  rayon  de  courbure. 

74.  Chercfaons  le  travail  élémentaire  de  la  force  d'inertie 
;ioar  un  parcours  HM'  =  ds^iidt  du  point  malëriel. 

La  composante  centrifuge  de  la  force  d'inerlte,  m  —,  a  un 
P 
Iravail  nul,  puisqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  trajectoire. 

dv 

point  d'application  de  celte  force  se  déplace  de  la  quantiti 

vdt;  chacun  des  deux  Tacteurs  porte 

son  signe.  Si  la  vitesse  est  positive  et  t^Tp" 

croissante,  la  force  d'inertie  a  une  di-  \ 

rection  opposée  au  ntouvement,  et  par 

suite  son  travail  élémentaire  est  né- 

"  c  pai=: —  mvav.  i^ 

Flg.  u. 

n  est  facile,  va  prenant  les  autres  com- 
binaisons, de  reconnaître  que  cette  formule  est  générale.  Le 
travail  total  de  la   force  d'inertie  est  donc  égal,  pour  un 
déplacement  fini  du  point  mobile,  à  l'intégrale  de  ~-  mvdv 
prise    entre    les    extrémités    de   ce  déplacement ,    ou   à 

1  t 

-.  wo^  —  ^  mt>*,  ff,  et  s  étant  les  vitesses  du  mobile  à  ces  deux 

extrémités. 

Le  iTwoxl  de  la  force  (Tinertie,  dont  le  puisage  du  mobile  d'un 
poinl  A  à  un  autre  point  B  de  ia  trajectoire,  est  égal  en  valeur 
àiuolue,  et  de  tigjte  contraire,  à  la  variation  de  la  demi-foru 
vive  du  point  matériel  dans  ce  parcourt. 

A  chaque  instant,  il  y  a  équilibre  entre  la  force  d'inertie  et 
les  forces  qui  sollicitent  le  point  mobile.  La  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de  ces  forces  est  donc  à  chaque  instant  égale  à 
léro,  quel  que  soit  le  déplacement  considéré. Parmi  les  dépla- 
cements virtuels  qu'on  peut  imaginer,  choisissons  le  déplace- 
ment réel  du  point,  ce  qui  est  évidemment  permis,  puisque  le 
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point  est  supposé  libre.  La  somme  des  travaux  des  forces,  y 
compris  la  l'orce  d'inertie,  sera  encore  nulle.  Faisons  enfin  la 
soiiimu  de  tous  ces  travaui  élémentaires  depuis  le  point  A  jus- 
qu'au point  B,  nous  aurons  une  somme  égale  à  léro.  Or, 
on  trouve  pour  somme  des  travaux  de  la  force  d'inertie  la 
i       ,      1 

h  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  appliqués  an 
point  matériel,  on  aura  l'équation 


qui  n'est  autre  chose  que  l'équalion  des  forces  vives. 

L'équilibre  entre  lu  force  réelle  et  la  force  ficUve  d'inerlie 
conduit  ainsi  immédiatement  à  une  démonstration  du  théo- 
rème des  forcej  vives. 

75.  On  voit  en  même  temps  la  signification  mécanique  du 

produit  ^  flu^  ;  c'est  une  fonction  dont  les  différences,  chan- 
gées de  signe,  indiquent  les  valeurs  du  travail  de  la  force 
d'ineilie. 

On  a  donné  i  cette  quantité  le  nom  de  ptàssanee  vise;  celte 
expression,  déjà  employée  par  Leibniz  et  proposée  depuis  par 
Pelanger,  qui  s'en  est  servi  dans  ses  cours  et  ses  ouvrages, 
aurait  l'avantage  de  bannir  du  langage  le  terme  impropre  de 
force  vive,  qui,  comme  nous  allons  le  voir,  date  d'une  époque 
(jùlcs  principes  de  la  mécanique  n'étaient  pas  encore  établis 
avec  une  parfaite  exactitude,  et  faisaient  le  sujet  de  nom- 
breuses controverses  entre  les  géomètres^. 

*  Quelques  tuteun,  entre  autres  Corlolis,  appellml  font  vhe  le  prodnil 
s  mv*,  en  j  comprenant  le  GuMur  s.  L'eipreaston  de  ptduaaea  mm  aunit 

UTsnrsijr  de  préTenir  lonie  fiutvoque. 
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'  76.  Le  principal  objet  de  ces  discussions  était  la  question 
de  savoir  comment  on  doit  mesurer  la  force  d'un  corps  en 
mouvement. 

Cette  expression  n'a  par  elle-même  aucun  sens  précis  ;  le 
mot  force  y  est  pris  dans  une  acception  vague,  qui  n'a  rien  de 
commun  avec  la  signification  attribuée  A  ce  mot  en  méca- 
nique. 

La  foi'ce  est  la  cause  qui  intervient  pour  modifier  l'état  de 
repos  ou  de  mouvement  rectiligne  et  uniforme  d'un  point  ma- 
tériel ;  dans  un  point  matériel  en  mouvement,  nous  voyons 
d'abord  deux  éléments  de  natures  différentes,  une  masfe  et 
une  vitesse  ;  la  force  reste  complètement  étrangère  au  phéno- 
mène observé  tant  que  la  vitesse  conserve  sa  direction  et  sa 
grandeur.  Lorsque  la  vitesse  change  en  grandeur,  en  direction 
on  h  la  fois  en  grandeur  et  en  direction,  nous  savons  .qu'une 
force  infervient  pour  produire  les  variations  constatées;  mais 
atte  force  n'appartient  pas  au  corps  ;  le  corps  la  subit,  et  ne 
la  possède  pas  ;  ou  n'est  pas  fondé  par  conséquent  à  deman- 
der quelle  est  la  force  du  point  matériel. 

Il  n*est  pas  ëtonntiDt  que  les  géomètres  aient  été  en  ilésac- 
cord  sur  une  question  aussi  mal  posée.  Les  uns  voulaient  me- 
surer la  force  d'un  corps  en  mouvement  par  le  produit  mo  de 
la  masse  par  la  vitesse  ;  c'est-à-dire  qu'ils  appelaient  Torce  du 
corps  ce  que  nous  nommons  sa  quantité  de  mouvement.  Les  au- 
tres la  mesuraient  par  le  produit  mv'  de  la  masse  par  le  carré 
de  la  vitesse,  et  c'est  de  ceux-ci  qun  nous  tenons  l'expression 
ic  force  vive,  adoptée  par  eux  pour  désigner  la  force  d'un  corps 
animé  d'un  certain  mouvement.  Descartes  et  son  école  s'en 
tenaient  à  la  première  déOnilioD.  Leibniz,  Iluygens  et  les 
Bernoulli  préi'éraicnt  1^  seconde.  La  controverse  dura  jusqu'à 
ce  que  d'Alembert  cât  montré  comment  on  pouvait  concilier 
les  deux  opinions  :  il  sufGsaît  pour  cela  d'inlerprélcr  les 
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principes,  et  d'introduire  plus  de  précision  dans  le  langage. 

77.  Lorsqu'un  point  matériel  H,  de  masse  m,  parcourt  une 
droite  AB  avec  une  vilesse  v,  on  pcul,  en  faisant  agir  sur  ce 
point  une  force  retardatrice  constante  F,  réduire  graduelle- 
ment sa  vitesse  jusqu'à  zéro;  le  point  matériel,  abandonné 
alors  à  lui-même,  restera  indélini- 

i — -j; ;^~~B     ment  en  repos  en  un  certain  point  H' 

Pjg_  45.  de  sa  trajectoire,  après  avoir  par- 

couru l'espace  HM'  =  s  pendant  toute 
la  ilurcc  t  do  l'action  de  la  force  F.  Nous  pouvons  appliquer  au 
mouvement  de  ce  point  les  théorèmes  des  quantités  de  mouve- 
ment et  des  forces  vives. 

La  vitesse  initiale  du  mobile  est  v,  sa  vitesse  finale  est  séro; 
V accroissement  de  la  quantité  de  mouvementés!  donc  négatif 
et  égal  à  —  mv  ;  l'accroissement  de  la  force  vive  est  aussi  né- 
gatif etégal  à  —  mv*.  Le  premier  accroissement  est  égal  à  la 
somme  des  impulsions  delà  force,  c'est-à-dire  à  —  F(;  le  se- 
cond, au  double  du  travail  total  de  la  force,  c'esl-à-dire  à 
—  2F). 

Les  théorèmes  nous  donnent  donc  les  deux  équations  : 


Au  lieu  d'une  force  F,  appliquée  au  point  en  sens  contraire 
de  son  mouvement,  nous  pouvons  imaginer  que  le  corps, 
pour  aller  de  M  en  M',  ait  à  vaincre  un  obstacle  qui  développe 
sur  lui  une  résistance  équivalente.  En  vertu  du  principe  de 
l'action  et  de  la  réaction,  le  point  matériel  exercera  contre 
l'obslaclo,  dans  le  sens  de  son  mouvement,  un  effort  égal  à 
l'effort  que  l'obstacle  exerce  sur  lui  en  sens  opposé,  c'cst-à- 
dire  un  effort  égal  à  F.  Donc,  reliilivemeut  à  Vobstacle  vaimii, 
lepoiiit  matéiiel  de  masse  m,  animé  de  la  vitesse  v,  rejnésente 
un  effort  constant  égal  à  F,  qm  s'exercerait  pendant  wie  dwée 
éijaleà  t  et  le  lonij  d^un  parcours  égal  as. 

Lt  quantité  de  mouvement  ma  représente  par  conséquent 
l'impulsion  totale  Fï  de  la  force  F  que  le  point  mobile  est  ca- 
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pable  de  développer  coalrc  un  obstacle  jusqu'à  son  arrôt 
complet  ;  et  la  demi-force  vive,  ou  puissance  vive,  ^  mv* ,  re- 
présente le  travail  total,  Fs,  de  la  même  Torce  pendant  la 
mdffl*  période.  La  force  F  reste  d'ailleurs  indéterminée;  car 
elle  Tarie,  pour  une  masse  et  une  vitesse  données,  avec  les 
fadeurs  (  et  $  qui  ne  sont  pas  définis  d'avance.  L'espression 
force  d'un  corp$  en  mouvemetU  n'a  donc,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  aucun  sens  précis  si  on  prend  le  mot  farce 
dans  l'acception  ordinaire;  si  par  ces  mots  on  entend,  comme 
Descaries,  le  produit  mu,  ce  sera,  non  pas  une  force  propre- 
ment dite,  mais  Yimpulsion  d'une  force,  quantité  complexe, 
égale  au  produit  de  la  force  par  la  durée  de  son  aciioa;  $i 
l'on  adopte  l'interprétation  de  Leibniz,  et  qu'on  entende  par 
ces  mots  la  force  vive,  mtf*,  ce  n'est  pss  non  plus  une  force 
proprement  dite,  mais  bien  un  IravaUy  c'est-à-dire  le  produit 
d'une  force  par  un  espace  parcouru. 

Dans  les  mathématiques,  une  expression  est  vicieuse  quand 
elle  possède  ainsi  deux  sens  âiffêrenls  entre  lesquels  la  confu- 
sion est  possible.  Aussi  la  locution:  <■  force  d'un  corps  en  mou- 
vement B  est-elle  rayée  depuis  ioaglemps  du  vocabulaire  de 
ta  mécanique. 

L'expression  de  «force  vive»,  qui  date  de  la  même  époque, 
et  qui  représente  même  l'une  des  deux  opinions  alors  en  pré- 
sence, aurait  dâ  partager  le  même  sort;  par  une  bizarrerie 
que  nous  ne  chercherons  pas  à  expliquer,  elle  a  été  conservée, 
mais  les  géomètres  ne  peuvent  s'y  tromper,  et  force  iftiie  n'est 
pour  eux  qu'une  manière  consacrée  de  désigner  le  produit 
ntc'.  L'idée  de  force  reste  étrangère  à  cette  définition. 

Dans  la  pensée  des  anciens  géomètres,  force  vive  était  l'anti- 
thèse de  force  morte;  les  forces  mortes,  û  dire  vrai,  étaient  les 
forces  de  la  statique,  c'est-à-dire  les  forces  proprement  dites; 
les  farces  vives  étaient  les  forces  produisant  un  mouvement 
cfiectif,  ou  plulAt  encore  les  quantités  complexes  que  l'on 
nomme  aujourdhui  (raïaiu;.  Ils  partageaient  aussi  les  forces' 
eu  forces  aelives  et  forces  passives  ;  par  forces  actives,  ils  dési- 
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gnatent  les  forces  mouvantes;  par  forces  passives,  certaines 
résistances  ou  les  réactions  d'appuis  fixes.  L'expression  de 
réàttanee  partitif,  que  Ton  emploie  encore,  est  un  legs  mal- 
heureux de  celle  époque.  A  peu  d'exceptions  près,  toutes  ces 
locutions  sont  abandonnées  aujourd'hui.  On  ne  dit  plu^  force 
morte,  ni  force  passive,  alliances  de  mots  qui  n'expriment  au- 
cune idée  exacte,  et  personne  n'est  exposé  à  confondre  la  force 
avec  la  force  vive  ou  avec  le  travail.  Les  définitions  de  la  mé- 
canique moderne  préviennent  ainsi  une  foule  de  discussions 
oiseuses,  fondées  sur  de  simples  Eialenlendus. 


.y  Google 


CHAPITRE  m 

T  D-UN  MHHT  HMUitm  A  DIS  LUISOU 


■oormsT  s^^l  ponir  assujbtii  a  <njS9BE  bahs  nonEicsr 
SDH  DHE  smirACE  Fixe. 

78.  Les  liaisons  que  nous  étudierons  dans  ce  chapitre  sont 
de  deux  espèces:  cellesquimaintiennentle  point  matériel  sur 
une  surface  fiie,  et  celles  qui  maintiennent  le  point  matériel 
sur  une  courbe  fixe.  Nous  y  joindrons  quelques  problèmes  sur 
la  résistance  des  milieux. 

Supposons  d'abord  qu'un  point  matériel  de  masse  m  soit 
assujetti  k  glisser  sans  frottement  sur  une  surface  fixe,  définie 
parTéqualion 

(1)  ♦(.,ï,.)=.0. 

U  réaction  N  de  la  surface  sur  le  point  sera  normale  &  là 
surface,  ety  si  l'on  appelle  a,  fl,  t  les  angles  qu'elle  fait  avec 
les  trois  coordonnées,  supposées  rectangulaires,  ou  aura  la 
suite  d'égalités 


,  — "^ 


,  ""y  _ 


f"f  -v'(i)--(sr-(sr 

qui  font  connaître  cosa,  cos  0,  cosy  en  fonction  de  x,  y  et  %. 
Le  double  signe  du  radical  permet  de  distinguer  sur  la  nor- 
male la  portion  extérieure  et  la  portion  intérieure  à  la  surface. 
Le  point  matériel  subit,  outre  la  réaction  N,  une  force  F.,  qui 


oyGOOglf 


IM  HOUîElIWI  DOS  POINT 

l'on  peut  concevoir  décomposée  parallèlement  aux  trois  axes. 
Soient  X,  Y  et  Z  ses  composantes.  En  réunissant  la  force  N  etla 
force  F,  le  point  peut  fitre  considéré  comme  libre,  et,  par 
suite,  son  mouvement  est  défini  par  les  équations 

•»§='  +  "«•?. 
"•J' =«  +  »»>»■ 

Dans  ces  équations,  remplaçons  cosa,  cos0,  cos-r  parleurs 
valeurs  tirées  des  équations  (2);  nousauronflen  tout  quatre 
équations,  savoir  :  les  trois  équations  (3)  et  l'équation  (1), 
etilre  les  cinq  variables  x,  y,  s,  14  et  t;  anaIyliqueiDent,nous 
pouvons  donc  <Ié6nir  quatre  de  ces  variables  en  fonction  de 
la  cinquième,  et  trouver,  par  conséquent,  en  fonction  du 
temps  t  les  valeurs  des  coordonnées  du  points,  y,  s,  et  de  la 
réaction  de  la  surface. 

Le  double  signe  des  valeurs  de  cosc,  cos^,  cos^,  ne  donne 
lieu  à  aucune  ambijjuîté.  Remarquons, en elfet,  que  nous  pou- 
vons prendre  le  radical  dans  les  équations  (2)  avec  tel  si^e  que 
nous  voudrons,  moyennant  que  nous  donnions  un  signe  i  la 
réaction  N,  au  lieu  de  la  prendre  en  valeur  absolue.  Le  calcul 
fera  donc  connaître  la  réaction  N,  non  seulement  en  grandeur, 
mais  encore  en  sens  :  positive,  elle  correspondra  à  ta  portion 
de  la  normale  défmie  par  le  signe  -f-  du  radical  ;  négative,  à 
la  portion  opposée. 

79.  Multiplions  la  première  des  équations  (5)  par  dx,  la  se- 
conde par  dy,  la  troisième  par  di,  et  ajoutons.  Nous  éliminons 
ainsi  la  réaction  N.  Car  on  a,  à  un  facteur  près, 

L'équation  finale 

(*)        m(rf^^+Jy0+J.g)=Xrfx  +  Trfs  +  &fa 

est  l'équalion  même'  qui  sert  de  base  au  théorème  des  forces 
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me?.  Intégrée ,  elle  donne ,  en  effet ,  en  observant  que 


(i)  ^ni^  =  C  +  j'ldx-i-ldy+ldx. 


L'équation  des  Torces  vives  s'applique  donc  au  mouvement 
d'un  point  matériel  glissant  sans  frottement  sur  une  surface, 
sans  qu'il  soit  besoin  de  tenir  compte  delà  réaction  de  la  sur- 
face :  chose  évidente,  puisque  celte  réaction  est  toujours  nor- 
Dialeau  chemin  décrit  par  son  point  d'application. 

80.  On  cas  particulier  remarquable  est  celui  oà  la  forceF 
cstconslamment  nulle.  On  a  alors  X=r-Y=^Z  =  0. 

L'Équation  (5)  montre  que  la  vitesse  v  est  constante. 
De  plus,  les  équations  (5)  se  réduisent  & 

de  sorte  que  cos  a,  cos  0 ,  cos  f  sont  respectivement  propor- 
tionnels à  d*x,  d*t(,  dh.  On  a  donc,  en  verlu  des  équations  (2), 

iPx    _    d'y d*»    . 

\dx}        Uy)       [dij 

ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  coîndde  en  direction 
avec  la  normale  principale  à  la  trajectoire.  Nous  retrouvons 
donc  pour  trajectoire  du  point  matériel  une  ligne  géodésique  de 
la  surface  (II,  g  539).  Cette  conclusion  paraîtra  encore  mieux 
en  traitant  la  question  par  la  géométrie. 

81.  Lagrange  a  indiqué  une  méthode  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  éliminera  la  fois  te  temps  tel  la  réaction  N,  et  rame~ 
ner  à  des  termes  purement  géométriques  la  recherche  de  ré> 
qualion  de  la  trajectoire. 

Remplaçons  dans  les  équations  (&)  les  cosinus  des  angles 
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de  la  normale  avec  les  axes  par  leurs  valeurs  déduites  des 

équations  (2).  Posons,  pour  abréger, 

en  prenant  le  radical  posilivement  ;  il  viendra,  en  attribuant 
nn  signe  à  la  réaction  N,  suivant  qu'elle  est  extérieure  ou  in- 
térieure à  la  surface. 


Multiplions  la  première  par  dy,  la  seconde  par  dx,  et  retran- 
chons : 


^& 


(S<"-$'^}-^^-^^i{'é'^-'i''^) 


<7) 


De  crite  équation  on  peut  chasser  le  temps  t,  en  introdui- 
sant la  vitesse  v,  laquelle  est  une  fonction  connue  des  coor- 
données, d'après  l'équation  des  forces  vives. 

On  a  identiquement 


dx  ift/       dy  d'x  d*y  ,         rf*j 

On  en  déduit 
es  qui  donne  pour  l'équation  (7): 


••(Î)''(S 


^\{%^ 


-'»■ 
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En  combinant  de  môme  les  deux  dernières  équations  du 
groupe  (6),  on  obtiendrait 

»>  -(l)"'(ï)-«'-"'+i(S-.-|4  ■  - 

Éliminons  N  entre  ces  deux  équations  ;  l'équation  finale  ne 
contiendra  plus  que  les  coordonnées  x,  tf,  s,  sauf  la  force  vive 
m',  que  nous  supposons  exprimable  en  Tonction  des  mêmes 
coordonnées.  L'équation  finale  est  donc  une  équation  différen- 
tielle entre  x,  y,  s,  qui  achève  de  définir  la  trajectoire. 

Lorsque  la  force  extérieure  î,  T,  Z  est  constamment  nulles 

la  vitesse  v  est  constante,  et  l'élimination  de  mv*  et  de  =  se  fait 
par  la  simple  division.  L'équation  de  la  trajectoire  est  alors 

équation  qu'il  serait  aisé  de  déiluire  des  équations  données 
pour  les  lignes  gëodésiques  (g  80). 


■OWEHKIIT  n'en  POOIT  lUTâilIEL  ABSUJETTl  À  GLISSER  BIIH  Un  8UIIFACK 
FIXE,  SAIU  ftntE    aODHIB  k   ADCCIŒ    POBCE. 

83.  La  force  appliquée  au  point  étant  nulle  par  hypothèse, 
le  point  est  seulement  soumis  b  la  réaction  de  la  surface  direc- 
trice, et  cette  réaction  est  normale,  puis- 
que l'on  suppose  que  la  surfoce  n'exerce 
aucun  frottement.  On.peul  donc  considé- 
rer le  point  comme  un  point  libre,  soumis 
à  l'action  de  cette  force  unique. 

Soit,  à  un  instant  donné,  M  la  position 
du  point  mobile  sur  la  surface  S;  m,  la 
masse  du  point;   MT,  la  direction  de  sa  rig.ta. 

vitesse  r,  tangente  à  la  surface  S;  HU',  un  arc  de  trajectoire, 
langent  à  la  droite  HT. 


Digtizea  .y  Google 


138  HODVEICEnT  D-UH  POIHT 

La  réaction  de  la  surface  est  une  force  dirigée  suiiant 
la  normale  HN,  et  c'est  la  seule  force  qui  agisse  sur  le 
point. 

Donc  la  oormale  MN  à  la  surface  S  est  contenue  dans  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire  MM';  elle  est  d'ailleurs  perpendi- 
culaire à  la  tangente  UT  ;  Elle  est,  par  suite,  la  normal;  princi- 
pale de  la  courbe  UU'  au  point  H. 

La  force  totale  qui  sollicite  un  point  matériel  libre  se 
décompose  en  deux  composante^,  l'une  tangentielle  et  égsle 

J>  iR^t  l'autre  dirigée  suivant  la  normale  principale,  et 

égale  à  — ,  en  désignant  par  pie  rayon  de  courbure  delà  Ira- 

P 
jecloire.  Ici,  la  force  totale  étant  dirigée  suivant  la  normale 
HN,  la  composante  tangentielle  est  nulle,  et  l'on  a  constam- 
ment 

M^=0,       oa       dvEsO, 

OU  enfin  v  ^constante,  ce  qui  montre  que  la  vitesse  est  em- 
itante. 
La  force  totale  se  réduit  à  la  réaction  N  ;  donc 


expression  dans  laquelle  mv*,  force  vive  du  point  mobile,  est 
constant,  puisquep  conserve  toujours  la  même  valeur;  laréae- 
tioH  de  la  surface  est  donc  inversement  proportionnelle  au  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire.  Elle  est  dirigée  vers  la  concavité 
de  cette  courbe. 

Le  mouvement  d'un  point  matériel  glissant  sur  une  sur- 
face fixe,  sans  intervention  d'aucune  force,  se  réduit  ainsi 
au  parcours  uniforme  d'une  li^ne  telle,  qu'en  chaque  point 
la  normale  h  la  surface  soit  la  normale  principale  de  la 
ligne.  Une  ligne  ainsi  définie  est  une  ligne  géodésique;  c'est 
sur  la  surfare  le  clicmin  le  plus  court  entre  deux  de  ses  points 
sufllsamment  rapprochés.  C'est  aussi  la  courbe  que  dessine 


Digtizea  .y  Google 


S1TB  DHB  SURFACE. 


1» 


un  61  en  équilibre  tendu  sar  la  surface  (II,  g  338).  L'analogie 
des  trajectoires  et  des  courbes  funiculaires  se  trouve  encore 
id  vérifiée. 

MREL   DE  U  THÉORIE  DE  LA  COUBBIIRB  BSi  SURFACES. 

83.  Par  le  point  H  pris  sur  la  surface  donnée  S,  menons  la 
normale  HN  à  celle  surface  ;  puis  conduisons  par  celte  droite 
divers  plans  AMN,  BMN;  ils  coupent  la  surface  suivant 
des  lignes  Ma,  M^,  qui  passent 
toutes  par  le  point  H,  et  qui  ont  en 
ce  point  la  droile  HN  pour  normale 
commune.  Les  droites  MA,  liB, 
tangentes  h  ces  marnes  lignes  sont 
toutes  perpendiculaires  à  HN  et 
contenues  dans  le  plan  langent  à  la 
surface. 

Déterminons  sur  UN  les  centres 
de  courbure  respectifs  des  courbes  "<■  *"'• 

Ma,Hpau  point  H.  Pour  avoir,  par  exemple,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  Un,  prenons  un  point  a  sur  cette  courbe  à 
une  distance  infiniment  petite  du  point  M.  Abaissons  du  pointa 
une  perpendiculaire  aa,'  sur  MN,  et  observons  que  si  l'arc  Ma 
appartenait  à  un  cercle  de  rayon  B,  on  aurait 

corde  iû'=IU'x2II. 

D'où  résulte  R=.5!f.  ,  ou  piulût  R=lim.  ^  • 

Le  centre'de  courbure  C  de  la  courbe  Ma  s'obtiendra  en  pre- 
nant HC  =  R  sur  la  normale. 

Pour  une  autre  ligne  M^,  on  trouvera  par  la  même  con- 
slruction  le  centre  de  courbure  C  Remarquons  que  le  rayon, 
decourbure  HC'=:=R'  peut  être  calculé  par  la  formule 
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en  prenOnt.  le  point  ^  à  l'intersection  de  la  coiirbe  M3  avec 
plan  meaé  par  le  point  a.',  ou  par  le  point  a,  perpendiculaire- 
ment à  MN.  Le  point  ^  et  le  point  a  appartiendront  à  la  courbe 
d'interscctioa  X  de  ta  surface  S  avec  un  plan  mené  parallèle- 
ment au  plan  tangent  à  une  distance  inliniment  petite  Ma'. 

Les  arcs  infiniment  petits  Ha  peuvent  être  confondus  sans 
erreur  sensible  avec  les  distances  sa'  dont  ils  diffèi-ent  d'un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre,  et  par  conséquent  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  sont  proportionnels 
aux  carrés  des  rayons  correspondants  menés  du  point  a!  à  la 
courbe  o^. 

On  a,  en  effet, 

84.  On  démontre  en  analyse  qu'à  des  infiniment  petits 
d'ordre  supiîricui-  près,  la  courbe  XX,  obtenue  en  coupant  la 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infinimeril 
voisin,  est  une  courbe  du  second  ordre.  M.  Charles  Dupin  lui 
a  donné  le  nom  d'indicatrice.  Cela  revient  à  dire  que  tout  autour 
d'un  point  quelconque  pris  sur  une  surface  donnée  et  à 
des  distiinces  infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  on  peut 
substituer  à  la  surlace  une  surface  du  second  degré,  sans  al< 
térer  les  courbures  des  sections  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  normaux. 

Soit  toujours  C  te  centre  de  court>ure  relatif  à  l'arc  Ma.  Si 
l'on  joint  Ca,  cette  droite  sera  normale  ii  la  courbe  Ma;  mais 
il  estpossibte  qu'elle  ne  soit  pas  normale  à  la  surface.  On  re- 
connaît par  l'analyse  que  la  droite  Ca  n'est  normale  à  la  sur- 
face S  que  lorsque  le  point  a.  est  l'un  des  sommets  de  l'indi- 
catrice :  il  y  a  en  général  deux  directions  seulement  à  partir 
du  point  M,  le  long  desquelles  la  normale  à  la  surface  ren- 
contre la  normale  MN;  ces  deux  directions  définissent  ce 
qu'on  appelle  les  iignes  de  cowhwre;  elles  correspondent  aux 
plus  grandes  ou  aux  plus  petites  valeurs  des  rayons  de 
courbure  MC. 
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Les  sections  qui  ont  les  rayons  de  courbure  maximum  ou 
minimum  sont  nomm/'es  sectiotu  principales;  et  leurs  rayons 
de  courbure  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface.  Les  deux  sections  principales  sont' rectangulaires, 
à  moins  qu'il  n'y  en  ait  une  infinité,  comme  cela  arrive  en 
tout  point  de  la  sphère,  et  aux  points  particuliers  nommés 
ombilics  des  surfaces,  auquel  cas  l'indicatrice  se  réduit  à  un 
cercle.  /  ,    ' 

Connaissant  les  rayons  de  courbure  principaux  R  et  R' 
d'une  surface  en  un  point,  on  peut  en  déduire  le  rayon  de 
courbure  de  toute  autre  section  normale.  L'indicatrice  les 
donne  immédiatement. 

En  elTet,  pour  obtenir  l'indicatrice,  il  sufSt  de  construire 
une  ellipse-dont  les  demi-axes  9f A., MB  soiGUt  respectivement 
proportionnels  à  ^R  et  à  v^  ;  celte  ellipse  étant  b 
construite,  menons  dans  son  plan,  par  son 
centre  H,  un  rayon  HD  Taisant  avec  HA  un 
angle  a  égal  à  celui  que  fait  le  plan  de  la 
section  donnée  avec  la  section  principale  MA^;  ns-  «s- 

le  rayon  de  courbure  cherché,  p,  satisfera  aux  égalités 


& 


Soient  a  et  fr  les  demi-axes  de  l'ellipse,  r  la  longueur  MD,  et  a 
l'angle  DMA  ;  on  a  en  tous  points  de  l'ellipse 


On  aura  donc  aussi  .  - 

11,,!.. 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  trouver  le  rayon  de 
courbura  p  d'une  section  normale  quelconque. 

Ces  résultats  s'appliquent  aux  surfaces  à  courbures  op- 
fosées,  pour  lesquelles  l'indicatrice,  au  lieu  d'être  une  ellipse, 
est  une  hyperbole;  les  rayons  de  courbure  principaux  son( 
alors  de  signes  contraires,  et  le  plan  langent  au  paini  H  coup« 
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la  surface  suivant  deux  lignes  dont  la  courbure  est  nulle  en 
ce  point  ;  les  tangentes  à  ces  courbes  sont  parallèles  qui 
asymptotes  de  l'indicatrice. 
85,  Passons  à  la  courbure  des  sections  obliques. 
Un  théorème,  connu  en  géométrie  sous  le  nom  de  théorine 
de  Meusnier^  donne  le  rayon  do  courbure 
— ^^iT^    d'une  section  oblique  M^i',  connaissant  le 
r         rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
H|jL  qui  lui  est  tangente  sur  la  surface. 

SoitMT  la  tangente  communeàces  deux 

sections  ;  le  plan  de  l'une  est  déBni  par 

les    droites  rectangulaires  tlN'  et  UT: 

Fig.49.  l'autre  est  dans  le  plan  conduit  par  UT 

et  la  normale  MN  à  la  surface. 

Soit  C  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  H[jl;  le 

théorème  de  Heusnier  consiste  en  ce  que  le  centre  de  courbure 

C  de  la  section  oblique  Uii',  peut  s'obtenir  en  projetant  le 

point  C  sur  la  droite  HN' . 

Il  en  résulte  que  la  circonférence  décrite  sur  HC  comme 
diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  com- 
mune MT,  ou  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère  dont  le 
diamètre  est  HC,  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  seclions  obliques  obtenues  en  faisant  passer  des  plans  par 
cette  droite  HT. 

Rappelons  encore  que  la  transformée  par  rayons  veeleurs 
réàproquesde  la  circonférence  HCC,  par  rapport  au  pointU 
pris  sur  cette  circonférence,  est  une  droite  perpendiculaire  au 
diamètre  HC(1,  g  112). 


HOUVEMEKT  d'iINPOIKT  SGB  DME  gnHFACa  FIXE.  —  SOUmOH  OÉONÊniODE. 

86.  Soit  S  la  surbce  fixe  ;  U,  la  position  qu'occupe  le 
point  mobile,  de  masse  m,  à  un  instant  donné;  v,  sa  vitesse, 
et  MT,  la  direction  de  celte  vitesse  :  ce  sont  tes  données  ini- 
tiales. 
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Soit  F  la  Torcc  donnée,  ou  la  résultante  des  forças  don- 
nées ,  qu'on  suppose  aussi  connue  en  grandeur  et  en  direc* 
lion. 

La  réaction  de  la  surTace  S  est  une  force  N  de  grandeur  in- 
connue, dirigée  suivant  la  normale  MN. 

Nous  pouvons  considérer  le  point  comme  libre,  à  la  con- 
dition d'adjoindre  la  force  N  à  la 
Torce  F.  Composant  ces  deux  for- 
ces, nous  aurons  pour  résultante 
une  force  HK,  dont  la  direction 
coïncide  avec  celle  de  l'accéléra- 
tion totale  du  point  mobile;  la 
droite  HK  est  donc  contenue  dans  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire, 
plan  qui  contient  d'ailleurs  la  tan-  ^  ^^ 

gente  HT. 

Menons  dans  le  plan  osculaleurTME  une  perpendiculaire  MB 
à  la  tangente  HT  ;  la  droite  HH  sera  la  normale  principale  de 
la  trajectoire. 

Or  la  force  totale  HK  qui  agit  sur  le  point  supposé  libre 
a  pour  composante  normale  une  force  dirigée  suivant  la 

normale  principale,  et  é^ale  km—,  en  appelant  p  le  rayon 

de  courbure;  et  pour  composante  langentielle,  une  force  U6 
qui  est  connue,  car  elle  est  la  projection  sur  MT  de  la  force 
donnéeHF,  la  seconde  force  MN,  perpendiculaire  à  MT,  n'ayant 
point  de  projection  sur  cette  droite. 

Portons  sur  la  normale  principale  une  longueur  MH  =  — . 

P 

La  position  du  plan  osculateur  HMT  n'étant  pas  encore 
connue,  considérons  une  série  de  plans  conduits  par  la  droite 
HT,  et  coupant  chacun  la  surface  suivant  une  certaine  ligne; 
portons  sur  la  normale  &  chacune  de  ces  lignes  une  longueur 

M=  — ,  en  prenant  pour  p  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne 

correspondante.  Le  lieu  des  points  H  sera  la  transformée  par 
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rayons  vecteurs  réciproques  de  la  circonférence  lieu  des  centres 
de  courbure  ;  c'est  donc  (§  85)  une  droite  IH  perpendiciilaire 
Ji  HN,  m«iée  dans  le  plan  normal  à  HT,  à  une  distance  HI 

du  point  H  égale  à  -0- ,  R  désignant  le  rayon  de  courbure  de 

la  section  normale  conduite  par  la  tangente  HT.  La  Ion* 
gueur  UI  est  ainsi  connue  d'avance.  Or,  Hl  est  la  projec- 
tion sur  HN  de  la  force  totale  HK  ;  elle  est  donc  égale  i  la 
somme  algébrique  des  projections  sur  la  même  droite  des  com- 
posantes MN  et  HF  de  celte  force;  la  force  MN  s'y  projette 
en  vraie  grandeur  ;  la  force  HF  a  sur  la  normale  à  la  surfuce 
une  certaine  projection  connue  HL,  dont  nous  représenterons 
lagrandeurparFcosa,  et  par  suite  nous  aurons 

équation  où  toutest  connu,  eicepléN,  et  qui  nous  donne 

ll=iFcMa-f-Mg!- 

.  On  peut  remarquer  que  la  distance  IH  est  égale  à  la  projec- 
tion de  la  force  F  sur  un  axe  élevé  au  point  H  perpendiculai- 
rement au  plan  NUI. 

Connaissant  la  réaction  N  de  la  surface,  on  la  composera 
avec  la  force  donnée  HF,  et  l'on  obtiendra  la  résultante  HE, 
dont  la  direction  achève  de  définir  le  plan  osculateur  de  la 
trajectoire  HP.  La  courbe  HP,  aux  environs  du  point  H,  est 
l'intersection  de  la  surface  S  et  du  plan  TMK. 

La  composante  langentielle  H&=  Fcos  p  de  la  force  F  fait 
connaître  la  variation  de  la  vitesse  te  long  de  la  trajectoire,  an 
•  moyen  de  l'équation 

elle    nous  apprend  quelle  variation   la   vitesse   du  mobile 
éprouve  pendant  le  temps  infiniment  petit  du  parcours  de 
l'arc  MM' =orfl. 
La  direction  de  la  vitesse  v  +  du  au  point  H'  s'obtiendra  en 
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composant  la  fitesse  v,  parallèle  à  UI,  avec  la  vitesse  acquise 
tiémentaire  parallèle  à  ME,  et  égale  i  —  dt. 

Od  pourra  donc  répéter  an  point  U'  les  constnicUons  que 
l'on  a  eCfectuëes  au  point  H,  ce  qui 
lourhïra  an  nouvel  arc  de  la  trajec- 
toire. 

87.  Résumons  cette  méthode. 

F  étant  la  force  donnée  ; 

HT,  la  direction  de  la  vitesse  tp  ; 

a,  ^,  ty  les  angles  de  F  avec  la 
normale  MN',  la  tangente  HT  et  une 
perpendiculaire  MT'  élevée  au  point 
M  sorte  plan  TMN;  "■'"• 

Décomposons  la  force  F  suivant  les  trois  axes  rectangu- 
laires MT.MS'et  Mr. 

Soient  HL,  H&,  MQ  les  trois  composantes,  égales  respecli- 
vementà 

FcotB,      FCM^,      Pcoty. 

la  réaction  N  de  la  surface  sur  le  point  sera  une  force 

dirigée  suivant  NN,  et  égale  à  -=-  ■+■  F  cosa  ;  R  désigne  ici 

le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
le  plan  normal  NMT. 

Projet<ms  le  mouvement  du  point  sur  le  plan  langent,  nous 
obtiendrons  pour  la  projection  de  la  trajectoire  une  courbe 
tangente  en  M  à  la  droite  HT;  Fcos^  sera  la  composante  tan- 
genlielle,  et  F  cos  *f  la  composante  normale  de  la  force  qui 
produirait  le  mouvement  ainsi  projeté.  Les  vitesses  sur  la 
injectoire  projetée  et  sur  la  trajectoire  elTective  sont  d'aït- 
leora  les  mêmes  au  point  H.  L'équation 


s  donnera  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  pro- 
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jetéesurleplantangeol,  c'est-à-dire  le  rayon  de  courbure  go- 
désique  de  la  trajectoire. 

Le  triangle  rectangle  HIH  lie  ensemble  trois  rajons  de 
courbure,  car  oo  a  les  trois  égalités 


et  par  suite 

IIIXR  =  lIlXf'  =  lfHX^ 

Abaissons  du  point  I  une  perpendiculaire  Q'  sur  l'bjpo- 
ténuse  Mil  du  triangle  HIH  :  nous  aurons  aussi 

IUxlH  =  IIIXlll  =  MHxn', 

ces  trois  produits  mesurant  chacun  le  double  de  la  surface 
du  triangle. 
Divisant  membre  à  membre,  il  vient 


de  sorte  que  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  obliqae,  le 
rayon  de  courbure  géodésique  p'  de  la  même  section,  et  le 
rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  tangente  sont 
entre  eux  comme  les  trois  droites  II',  IM,  III. 


APPLtCATIOM    DES  THÉORÈMES     6Ëh£rADX. 

88.  Un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  données  V,V,... 
et  assujetti  k  glisser  sans  frottement  sur  une  surface  fixe  S, 
est  dans  les  mènies  conditions  qu'un  point  libre  auquel  serait 
appliquée,  outre  les  forces  données,  une  force  N  normale  à  la 
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surface  et  égale  à  la  réaction  qu'elle  exerce  à  chaque  instant 
sur  le  point. 

Les  théorèmes  généraux  s'appliquent  au  mouvement  de  ce 
point  matériel,  pourvu  qu'on  adjoigne  la  force  N  aux  autres 
forces.  Hais  pour  certains  énoncés  il  arrive  que  la  force  N 
est  éliminée. 

,  t*  Le  théorème  det  quanlités  de  mouvemmi  totales  (g  34)  con- 
siste en  ce  que  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement 
Idn  point  matériel  entre  deux  époques  est  égal  à  la  somme  des 
[impulsions  élémentaires  des  composantes  des  forces  F,  F',... 
let  N,  projetées  à  chaque  instant  sur  la  tangente  à  la  trajectoire. 
la  trajectoire  étant  tracée  sur  la  surface  S  est  constamment 
normale  &  la  force  N,  et  par  suite  la  somme  des  impulsions 
èlëmenlaires  de  cette  force  estimée  suivant  la  tangente  est 
^le  à  zéro.  Le  théorème  ^'applique  donc  au  mouvement  du 
point  matériel  sans  faire  intervenir  la  réaction  N  de  la  sur- 
face. 

TouleTois  ce  théorème  est  d'un  usage  peu  commode,  parce 
qnela  projection  des  forces  doit  se  faire  sur  les  tangentes  suc- 
eessives  à  la  trajectoire,  qui,  en  général,  n'est  pas  immédiate- 
ment connue. 

3*  Le  théorème  des  quantité»  de  mouvemmt  projetéei  (§  56), 
qui  conduit  à  projeter  les  quantités  de  mouvement  et  les 
fwcessurane  droite  fixe,  n'élimine  pas  en  général  la  réaction 
Ndeta  surface.  L'emploi  de  ce  théorème,  une  fois  te  mouve- 
ntentconnu,  permettra  de  déterminer  cette  réaction. 

3*  Le  théorime  det  moment»  de»  quantité»  de  mouvement 
(S  38)  n'élimine  pas  non  plus  en  général  la  réaction  N  de  la 
surface.  D  y  a  cependant  un  cas  très  étendu  où  l'élimination 
a  lien:  c'est  celui  où  les  normales  à  la  surface  rencontrent 
la  droite  fixe  prise  pour  axe  des  moments.  Dans  ce  cas,  la 
surface  est  de  révolution  autour  de  cet  axe.  Le  moment 
de  la  force  N,  constamment  nul,  n'entre  pas  dans  l'équa- 

tÎDQ. 

Au  contraire  l'équation  des  moments  pris  par  rapport  à  nn 
aotre  axe  contiendrait  les  moments  de  la  force  N. 
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4°  Le  théorème  de»  aires  ^  42)  s'applique  lorsque  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  poiot  mobile  ren- 
contre un  axe  fixe.  On  ne  connaît  pas  d'avance  l'intensité  de 
la  réaction  N  ;  on  ne  peut  donc  pas,  en  général,  s'assurer  du 
premier  coup  qu'il  existe  une  droite  fixe  rencontrant  à  cha- 
que instant  la  résultante  des  forces  F  et  N. 

Mais  il  y  a  un  cas  particulier  où  le  théorème  des  aires  s'ap- 
plique. C'est  celui  où  la  surface  directrice  étant  une  sur- 
face de  révolution,  la  résultante  des  forces  données  F,  P,,.. 
rencontre  l'axe  ou  lui  est  parallèle.  Alors  la  réaction  N  ren- 
contrant aussi  l'axe,  la  résultante  de  toutes  les  forces  qni  sol- 
licitent le  point  a  constamment  un  moment  nul  par  rapport 
à  l'axe  de  la  surface.  La  proportionnalité  des  aires  décrites 
aux  temps  mis  à  les  décrire  a  lieu  dans  ce  cas  pour  la  pro- 
jection du  mouvement  sur  un  plan  normal  à  l'axe  de  évo- 
lution, pourvu  qu'on  prenne  le  pied  de  l'axe  pour  centre  des 
aires. 

5*  If. théorème det  force»  vive»  (g  45)  s'applique,  comme 
nous  l'avons  vu,  au  mouvement  du  point,  sans  qu'on  ait  ft 
faire  intervenir  la  réaction  N  ;  car  cette  réaction  étant  con- 
tamment  normale  à  la  trajectoire,  a  un  travail  constamment 
nul.  Dans  l'application  du  théorème  des  forces  vives,  on 
pourra  donc  regarder  le  point  comme  libre,  et  s'occuper  seu- 
lement des  forces  données  F,  F...  Si  à  la  résultante  de  ces 
forces  correspondent  des  turfaees  de  nioeau  (g  47),  défi- 
nissant chacune  une  vitesse  particulière  pour  le  mobile , 
l'intersection  de  ces  surfaces  avec  la  surface  S  donnera  des 
ligue»  de  niveau  où  la  vitesse  du  mobile  sera  de  même  dé- 
finie. 

6'  Enfin  te  théorème  de  la  moindre  action  s'applique  à  un 
point  glissant  sans  frottement  sur  une  surface  fixe ,  lorsqu'il 
y  a  des  lignes  de  niveau,  tout  aussi  bien  que  «  le  point  était 
libre.  On  pourrait  facilement  en  donner  une  démonstratioii 
géométrique  calquée  sur  celleque  nous  avons  présentée  pour  le 
premier  cas.  La  démonstration  suivante  est  déduite  de  l'em- 
ploi du  calcul  des  variations. 
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Soit  «  (x,  y,  s)  ^  0  l'équation  de  la  surface. 
La  TÏtesse  v  est  donnée  par  l'équation  des  forces  mes  : 

On  propose  de  démontrer  que  la  trajectoire  satisfait  à  la  con- 
dition 8/ ffli>d«=0. 
Les  calculs  donnent  successivement 


donc 

Hais 
du» 


t[vd*)  =  imU  +  vîdi. 


mditt  =  dt  [lit  +  \ty  +  lb). 


waîdii  —  j  [dxidx  +  dySdy  +  «ùMï). 

Intégrant  entre  les  limites,  il  vient 

fmitd*  =  fdt  IX  Sx  +  Itg  +  Hï), 

L'intégration  par  parties  donne 
et  enfin 

+/«[(i-.^)<.+(,-,f).:,+(z-.,:!';).-.]. 

La  quantité  en  dehors  du  signe  /  s'annule  aux  limiics , 
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puisque  Sx,  iy,  ia  sont  nuls  pour  les  points  qui  forment  les 
extrémités  de  l'arfc  considéré.  La  quantité  sous  le  signe  /  s'an- 
nule également,  en  vertu  des  équations  du  mouvemenl  du 
point  sur  la  surface,  car  ces  équations  sont 


N  est  la  réaction  de  la  surface,  et  <z,  p,  y  les  angles  de  la 
normale  avec  les  axes  coordonnés.  Multipliant  la  première 
par  tx,  la  seconde  par  Sy,  la  troisième  par  Ss,  et  ajoutant,  il 
viendra  : 


itn 


IJ«+( 


~0)..^(— 


=  —  Il  [oos  aJ*  +  cos  |S3y  +  eoa  ytx)  =  0, 

puisque  la  direction  définie  par  les  variations  ix,  2t|,  ïi, 
appai  tient  i  une  surface  normale  à  la  droite  déûnie  par  les 
angles  a,  ^,  y- 

Le  minimum  de  la  fonction  /  mvds,  prise  le  long  de  la  tra- 
jectoire, est  ainsi  démontré.  La  comparaison  porte  sur  la  ira- 
jecloirc  et  des  courbes  tracées  sur  la  suiface  dunnée  entre 
deux  points  Hxes  suftisamment  rapprochés. 


HOnVEHENT  D'un  POIKT  FESAI4T  EUn  LA  SPnËRE. 

89.  Nous  rapporterons  h  sphère  sur  laquelle  le  point  est 
assujetti  à  glisser  sans  flottement,  à  trois  axes  rectangulaires, 
0\,  0¥,  OZ,  passant  par  son  centre  ;  le  plan  XOY  est  horizon- 
lai  ;  l'axe  OZ  est  vertical  et  dirigé  de  haut  en  bas,  dans  le 
sens  de  !a  pesanteur. 

La  position  d'un  point  H  de  la  surlace  peut  être  définie  par 
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ses  trois  coordonnées,  OT^x,  TR^y,  RM^x;  on  a  entre 
ces  trois  quantités  la  relation 

ri)  2»  +  y«  +  ï«  =  B«, 

où  R  désigne  le  rayon  011  de  la  sphère. 

Elle  peut  être  encore  définie  par  deux  angles,  savoir,  par  l'an- 
gle dièdre  A0S=:9,  compris  entre  le  plan  QxeXOZetun  plan 
SÛZ,  mené  par  l'axe  OZ  et  le  point  H;  et  par  l'angle  COH=e, 
compris  entre  l'axe  OZ  et  le  rayon  OM.  L'angle  ç  est  pour  ainsi 
dire  la  loagitade  du  point  M,  et  l'angle  0  le  complément  de  sa 
latitude,  ou  sa  colalitude. 

La  réaction  de  la  surface,  N,  est  une  force  normale  à  la 
sphère,  el  dirigée  suivant  le  rayon  MO.  Nous  la  supposerons 
dirigée  vers  le  centre.  La 
force  N  est,  par  exemple,  la 
lennoD  du  fil  ou  de  la  tige 
ÛM,  qui  attache  le  point  M 
au  point  0,  et  qui  oblige  le 
point  H  à  se  monvoir  sur 
la  surface  de  la  sphère.  L'ac- 
tion exercée  par  ce  fil  ou 
cette  tige  sur  le  point  M  est 
dirigée  dans  le  sens  MO  si  la  tension  est  positive ,  et  dans  le 
sens  opposé  si  la  tension  est  négative ,  c'est-à-dire  si  elle  se 
change  en  une  compression.  L'analyse  nous  fera  connaître 
quelle  hvpothèse  il  convient  d'adopter. 

Les  cosinus  des  angles  que  la  force  N,  prise  dans  le  sens  OM, 
fait  avec  les  trois  axes  coordonnés ,    sont  respectivement 

égaux  i  D'  5-'  s  ■  ^^  poids  P  du  point  mobile  est  une  force 

constante,  parallèle  à  OZ  et  égale  â  mg.  Les  équations  du  mou- 
vement sont  donc 


F.g.  SI 


-<■ 
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auxquelles  il  faut  joindre  l'équation  fl). 

Eliminons  N  entre  les  deux  premières  des  équations  (2)  ;  il 
viendra,  en  divisant  par  m, 

ou  en  intégrant,  et  en  appelant  A  une  constante, 

(3)  xdy  —  sdx  =  ktU. 

L'équation  (3)  ^t  l'expression  analytique  du  ttiëorème  des 
aires,  quand  on  prend  le  plan  XOT  pour  plan  de  projectioD 
et  le  point  0  pour  centre  des  aires  décrites  par  la  projection 
du  rayon  OH.  On  aurait  pu  poser  directement  cette  équa- 
tion, en  observant  que  les  deux  Torces  P  etN  qui  agissent  sur 
le  point  mobile  ,  étant  coQstamraent  situées  dans  un  même 
plan  avec  l'axe  OZ,  les  aires  décrites  autour  de  cet  axe  en 
projection  sur  un  plan  normal  croissent  proportionnellement 
au  temps  (g  42). 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (2)  par  àx,  la 
seconde  par  dy,  la  troisième  par  da,  et  qu'on  ajoute,  on  éli- 
mine encore  la  réaction  N,  en  vertu  de  la  relation 

xdx  +  ydy  +  ids  :=  0, 

que  l'on  obtient  en  différentiant  l'équation  (1).  L'ë^ation 
finale  est 

dx^fx  +  J-j'Ptj  +  dufli  _       ,  , 
m ^ =l»Jf«î 

d'oi^  l'on  déduit  par  l'intégration,  et  par  la  suppression  du 
facteur  m 

Nous  retrouvons  le  théorème  des  forces  vives,  que  nous 

pouvions  aussi  appliquer  directement. 

Les  équations  (3)  et  (4),  jointes  à  l'équation  (i),  renferment 
la  solution  du  problème.  Elles  contiennent  deux  fonstantes 
arbitraires  A  etB,  qu'on  déterminera  d'après  les  circonstances 
initiales  du  mouvement. 
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M.  Pour  int^rer  ces  équations  (3)  et  (4).  il  convient  de 

changer  de  variable,  et  d'exprimer  x,  y,  %  en  fonction  des 
angles  f  et  6.  On  appliquera  les  formules  de  trausforiDaUoQ  : 

«=Rïiptcotf, 
lF  =  HiinSiiiif, 
s=Reaifl, 

qui  dranent  par  la  diffërentialioo 

«b  =^  h  coa  e  cos  pdS  —  R  rin  s  dn  f<If, 
ify  =  Hco8«siii>d0  +  RNnlaMfdrt 
dt  =  —  BunSrfS, 

et  par  saite 

La  géométrie  conduirait  très  rapidement  k  ces  dernières 
formules.  Les  équations  (5)  <.t  (4)  deviennent  alors 

B'(A*  +  sin*Mr*)  =  [20ROOSS  +  ïï]d(*. 

Posons  pour  abréger 

p=». 

Les  constantes  o  et  6  dépendront  des  arbitraires ,  tandis 
que  e  est  une  constante  absolue,  positive. 
Les  équations  du  mouvement  prennent  la  forma 


isr 


+  ""'•    5Î     =e«>«H-». 


De  t'équation  (5)  nous  lirons  ^=- 
valeur  dans  (6)  ;  il  vient 

équation  du  premier  ordre,  qui  suffit  pour  dilerminor  la  rela- 
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tion  entre  9  et  t.  Bésolvons-la  par  rapport  à  dt.  Noos  auraat 

(8,  A_ ^'       ,  . 

La  diffêrentielle  dt  est  toujours  positive;  on  dem  donc 
prendre  le  radical  avec  le  signe  -f-  si  di  est  positif,  c'est- 
à  dire  si  le  mobile  monte ,  et  avec  le  signe  —  quand  dfl  est 
négatif,  c'est-à-dire  quand  le  mobile  descend.  U  faut  d'ail- 

leurs  que  le  rapport  ^  soit  toujours  réel,  ce  qui  exige  que  la 


sitive.  Cette  considération  conduit  à  fixer  deux  parallèles  de  la 
sphère,  entre  lesquels  le  mouvement  du  point  est  nécessaire- 
ment compris.  Examiiions  comment  varie  la  fonction 


quand  0  varie  de  0  à  «,  ce  qui  embrasse  toute  la  sphère.  Pour 

0  ^  0,  la  fonction  u  est  négative  el  infinie  ;  pour  6  ^  ^  •  ^^ 

est  égale  à  b— a',  quantité  dont  le  signe  n'est  pas  connu 
d'avance;  enfin  pour  ^=x,  elle  redevient  égale  à  l'infini  né- 
gatif. Entre  les  deux  limites  0  el  r,  la  fonction  u  varie  d'ail- 
leurs d'une  manière  continue.  Le  mouvement  du  point  ne 
serait  pas  possible  si  u  restait  toujours  négatif;  il  faut  donc 
que  cette  fonction  change  de^ix  fois  de  signe  dans  l'intervalle 
de  6=:0  àe^R,  pour  deux  valeurs  %  et  e,,  qui  la  rendent 
nulle.  Entre  ces  deux  valeurs,  la  fonction  u  reste  positive. 

Lorsque  u=0,  il  faut  qu'on  ait  aussi  do^û,  sans  quoi  dt 
serait  infini.  Le  mobile  cesse  donc  pour  ces  valeurs  6,  et  6^  de 
monter  ou  de  descendre,  et  d^  change  de  signe. 

L'équation  (5)  donne  ensuite  «  par  l'intégration  de  la  fonc- 

.  tion  -;— jT  ;  remplaçant  dt  par  sa  valeur,  on  obtient 
m  dr=- 


■e^c<:os;-  ^+b' 
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et  l'on  doit  prendre  encore  le  radical  avec  le  signe  qui  assure 
toujours  le  même  signe  a  df. 

UH  FAiinCCUIBB. 

91.  i*  Si  la  vitesse  inilialedu  mobile  est  dirigée  dans  un 

plan  méridien,  ta  constante  a  est  nulle,  et  par  suite  ^  =  0  ; 

on  en  déduit  9  ^  conslante.  Le  mouvement  s'opère  le  ton; 
d'un  méridien  de  la  sphère,  et  il  est  défini  sur  celte  ligne  par 
l'équation 

que  nous  retmuverons  plus  loin  (tans  la  théorie  du  pendule 
simple. 

3*  Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  point  suive  un  parallèle.  On  aura  alors  (I9:='0  et 
sin6=:eonstante;  l'équation  (5)  donne 

dm 

TT  =  conatanle, 

ce  qai  montre  que  le  mouvement  est  uniforme. 

Soit  -^  =  u,  vitesse  angulaire  conslante  du  mobile  autour 

de  l'axe  OZ.  U  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  aux  équa- 
tions (2),  que  cette  vitesse  u  dépend  l'angle  6,  écart  constant 
du  rayon  OM  par  rapport  à  la  verticale. 

En  effet,  les  équations  du  mouvement  du  point  sont  dans 
cette  hypothèse  t 


On  déduit  de  la  première  ^  =  — Rsin  8cos  u(x»'  =  — u'x. 
Mais  la  première  des  équations  (2)  nous  donne 
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Divisant  membre  a  membre,  il  vient 


Latroisiëme  desâqoations  (3)  donne  «n  t 

(ft:  _« 

OU,  puisque  s  reste  constant, 

0— v-Hf 


Egalant  les  deux  valeurs  de  N,  il  vient 


Pour  que  cette  relation  soit  admissible,  it  fout  que  -^  soit 

plus  petit  que  R.  Si  la  vitesse  angulaire  m  était  très  petite, 

R«" 
la  formule  cos  0  =  —  ne  donnerait  pas  la  vraie  solution  du 

(problème. 

Mais  alors  on  pourrait  satisfaire  aux  équations  en  posant 
x=0,  g:=0,  et  x^  d:  R.  Car  ces  hypothèses  vérifieDt  les  deux 
premières  équations  (2)  en  laissant  N  indéterminé;  la  réaction 
N  est  ensuite  donnée  par  la  troisième  des  équations  (3) , 
N^  ±  m^r.  Le  point  matériel  reste  alors  en  équilibre  au 
point  le  plus  bas ,  ou  au  point  le  plus  haut  de  la  sphère ,  et 
peut  être  considéré  comme  tournant  autour  de  l'axe  OZ  avec 
une  vitesse  uniforme  »,  aussi  petite  qu'on  voudra. 

3*  U  }  a  encore  un  cas  particulier  très  remarquable  t  c'est 
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celai  oit  le  mobile  s'éloigne  très  peu  du  point  le  plus  bas 
de  la  sphère.  S'il  en  est  ainsi,  %  différera  très  peu  de  R, 

et  par  suite  ^  sera  sensiblement  nul  ;  la  réaction  N  variera 

très  peu,  et  pourra  sans  eireur  appréciable  être  confondue 
avec  le  poids  mg.  Les  deux  premières  équations  {2)  devieooent, 
au  même  degré  d'approxima<ion. 


on 

5?=-»*' 

de  sorte  que  le  mouvement  projeté  sur  le  plan  XOY  est  iden- 
tique au  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  vers  un  centre 
fiie,  0,  proportionnellement  à  la  distance  à  ce  point.  La  trajec- 
toire est  donc  une  ellipse  dont  le  point  0  est  le  centre  (§59)'. 

PUSSIOIt  ItCPOIHTSDBU  SDRFACI. 

93.  Pour  trouver  la  pression  N  du  point  sur  la  sphère,  nous 
appliquerons  la  formule  du  g  68, 


où  F  désigne  la  force  extérieure,  a  l'angle  qu'elle  foit  avec  la 
normale  à  la  courbe  et  R  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  menée  tangenUellement  à  la  vitesse  v.  i 

Ici  R  est  ^1  au  rayon  de  la  sphère,  F  est  égal  à  mg,  enfin 
a  est  l'ange  que  nous  appelons  4.  Donc 

S^ingeott  +  -jT-' 

■  Si  l'on  pooiw  plni  loin  l'ip^nnimatioD,  on  tronie  que  k  monToment  ■*•« 
Hnailît  «Kore  luitint  une  ellipse,  mais  que  eelta  tlHpu  ttt  mobile  imtottr  iê 
ttxetA.  Toj-  fmÊl,  Mécanique  giniTaU,l.  I,  p,  180,  et  ei-iprè«  g 363. 
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93.  Supposons  que  le  point  matériel  parcoure  an  paraUèU 
lie  la  sphère ,  c'est-à-dire  un  petit  cercle 
situé  dans  un  plan  horizontal;  soit  IH  la 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  6gure. 
Le  théorème  des  forces  vives,  ou  le  théo- 
rème des  aires,  nous  montre  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  est  constante.  Le  mou- 
vement cherché  est  donc  celui  d'un  point 
qui  parcourt  uniformément  une  circonfé- 
rence. 
. .  Appelons  u  la  vitesse  angulaire  <lu  rayon  mené  du  point  1  au 
.point  mobile.  La  force  qui  produit  le  mouvement  circulaire 
uniforme  est  dirigée  vtirs  le  centre  I  delà  circonférence  décrite, 

et  elle  a  pour  valeur — ,  en  appelant  v  la  vitesse  linéaire, 

m  la  masse  du  point,  et  r  le  rayon  lU,  ou  bien  tnu*r,  en  rem- 
plaçant V  par  sa  Valeur  ur.  Le  point  est  en  réalité  sollicité  par 
deux  forces,  son  poids  MB=mg,  et  la  réaction  UN  de  la  sur- 
face. La  résultante  MF  de  ces  deux  forces  doit  être  dirigée 
suivant  MI,  et  égale  &  muV.  Par  conséquent  la  réaction  N 
est  égale  et  contraire  à  la  résultante  HE  de  la  force  UB  et 
d'une  force  UD  égale  et  contraire  à  UF.  Cette  propriété  nous 
&it  connaître  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  angulaire» 
,et  la  distance  01,  laquelle  définit  le  plan  de  la  trajectoire. 
Les  triangles  OUI,  HBE  sont  semblables  et  donnent  la  pro- 
portion 


Cette  équation  ne  contient  pas  le  rayon  R  de  la  sphère  don- 
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née.  Elle  s'applique  aonc  à  une  sphère  quelconque,  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  qui  parcourt  uoiforraèineat  un  parallèle 
ne  dépend  que  de  la  distance  de  ce  parallèle  au  centre.  On 
doit  observer  qu'à  une  vitesse  angulaire  donnée  u,  correspond 
toujours  une  distance  01,  mais  que  le  problème  peut  n'avoir 
aucune  solution  réelle;  car  il  faut,  pour  qu'on  Irouvu  un 
parallèle,  que  celte  distance  soit  moindre  que  le  rayon 
OA.  Nous  avons  vu  (g  91,  2*)  que,  lorsqu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  le  point  matériel  reste  en  équilibre  au  point  le  plus 
bas  de  la  surface,  ce  qui  correspond  à  la  solution  r=:0, 
écartée  par  la  suppression  d'un  facteur  commun. 

Le  résultat  obtenu  pour  ta  sphère  s'applique  à  toute  surface 
derévolutiouà  axe  vertical;  la  distance  01  est  alors  le  segment 
intercepté  sur  l'axe  entre  l'ordonnée  HIet  la  normale  MO  de  la 
courbe  méridienne,  segment  qu'on  appelle  en  géoméirie  la 
ioiu-noTvtale  de  cette  courbe. 

Dans  la  parabole  rapportée  à  son  axe  de  figure,  la  sous- 
normale  est  constante  ;  si  donc  un  point  matériel  pesant  est 
assujetti  k  glisser  sans  fhittement  sur  un  paraboluîde  de  révo- 
lution à  axe  vertical,  on  pourra  lui  faire  décrire  tel  parallèle 
que  l'on  voudra  ,  en  lui  communiquant  autour  de  l'axe  une 
vitesse  angulaire  constante,  égale  à  la  racine  carrée  du  quo- 
tient de  g  par  la  sous-normale  de  la  courbe  génératrice. 

Cette  propriété  est  utilisée  dans  la  construction  des  régtda- 
leurs. 

La  durée  d'une  révolution  entière  s'obtiendra  en  divisant 
2x  par  tt,  ce  qui  donne 

m. 


-^- 
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94.  Lorsqu'un  point  matériel  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  courbe  fixe,  la  trajectoire  est  complètement 
déGuie,  et  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  deux  quantités, 
la  vitesse  du  point  à  chaque  instant ,  et  la  réaction  nor- 


".-'Google  j 


IW  KOUTBIIBira  Vm  POINT 

maie  de  la  courbe ,  dont  la  grandeur  et  la  directîra  sont 
à  la  fois  inconnues. 

Les  théorèmes  généraux  s'appliquent  à  ce  cas  particulier, 
pourvu  qu'on  rende  le  point  libre  en  introduisant  la  réaction 
de  la  ligne  qui  le  dirige  ;  celte  réaction  disparaîtra  de  l'étpu- 
lion  des  quantités  de  mouvement  totales  et  de  Véquation  des  fona 
viveSy  parce  qu'elle  hit  un  angle  droit  avec  la  direction  du 
mouvement.  Hais  elle  ne  disparaîtra  pas,  en  général,  deséqoa- 
tions  des  quanUtés  de  mcuvement  projetées,  on  des  momertts  da 
quantités  de  mouvement  ;  le  théorème  des  aires  ne  pourra  être 
appliqué  que  si  on  a  reconnu  que  la  résultante  des  forces 
données  et  de  la  réaction  normale  est  à  chaque  instant  conte- 
nue dans  un  plan  passant  par  une  droite  fixe. 

95.  Les  équations  générales  du  monvemeot  sont  dans  œ 


N  est  la  réacti(m  normale  de  la  courbe;  a,  ^,  7  sont  les 
angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes.  On  a  do  plus  entre  *,  y 
et  %  les  équations  de  la  courbe 

Les  angles  «,  p,  t  ne  sont  pas  déterminés  à  priori  en  fonction 
de  X,  y,  X,  comme  lorsqu'il  s'agit  du  mouvement  sur  une  sur- 
face. On  a  seulement  entre  eux  les  relations 

(5)  dxcMs  +  dyci»p  +  ds  cosy  —  0, 

pour  indiquer  que  l'angle  de  la  réacU<Hi  avec  la  courbe  est 
droite  et 

eo#H -Hco»"? -I- ces»  ï  —  1, 
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puisque  les  angles  ce,  ^,  y  sont  ceux  qu'une  même  direction  fait 
avec  trois  axes  rectangulaires. 

En  tout  sept  ûqualions,  pour  déterminer  en  fonction  du 
(cmps  I  les  sept  quantités,  x,  y,  »,  a,  p,  y  et  N. 

L'équation  des  forces  vives  s'obtiendra  en  multipliant  la 
première  des  ôquntîons  (1  )  par  dx,  la  seconde  par  dy,  la  trni- 
siùme  par  dz,  et  en  ajoutant;  N  est  éliminé  en  vertu  delà  re- 
lation (5),  et  il  vient 

ou  bien  en  inlOgrant,  si  l'intégration  directe  est  possible, 

|ine*  -  j tut,*  =  fildx  +  "tdy  +  Ma). 

Cette  équation  surnt,quand  l'intégration  peut  être  effectuée, 
pour  déterminer  les  vitesses  du  point  mobile  le  long  de  la 
trajectoire. 

Si  donc  les  forces  données,  composées  ensemble,  ad- 
mettent des  surfaces  de  niveau,  c'esl-à-dire  si  la  fonction 
Xrfi  +  y(i(/  +  2(ij  csl  inlégrable,  on  cherchera  les  intersec- 
tions de  ces  surfaces  avec  la  ligne  directrice,  cl  la  vitesse  du 
pointsera  définie  en  valeur  absolue  pour  chacune  de  ses  po- 
sitions, dès  qu'on  aura  fait  connuitre  la  valeur  parliculièie  de 
la  vitesse  en  l'une  d'elles.  Ci;lte  première  partie  du  problème 
et  alors  immédiatement  résolue. 

96.  Lorsque  Xrte  4- Ydjf -t- Zd»  n'est  pas  intégrable  ,  l'é- 
quafioD  (5)  ne  peut  plus  être  employée;  le  mieux  est  alors 
de  prendre  pour  variable  l'arc  s  décrit  par  le  mobile  sur  sa 
ti;>ji<ctoire,  et  d'employer  l'ëquation  de  la  composante  tan- 
ijeijtielle 


où  F  est  la  force  extérieure,  résultante  des  forces  X,Y,  Z,  et  j* 
l'angle  connu  qu'elle  fait  avec  la  direction  du  mouvement. 

m.  —  Mit,  counxcis-  ]1 
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Cette  équation  ,  où  F  et  )«  sont  des  fonctions  données  des 
variables  s,  I  ou  v,  fait  connaître  de  proche  en  proche  les 
variations  de  la  vitesse  en  chaque  point  de  la  trajectoire,  et 
conduit  par  suite  à  la  connaissance  de  la  loi  du  mouvemenl. 

97.  Cherchons  en  second  lieu  )a  réaction  de  la  courbe  sur 
le  point  mobile. 

$oit  AB  la  courbe  6ie,  H  la  nosition  du  point,  m  sa  masse', 
et  v  sa  vitesse  à  un  instant  donné;  Fia 
résultante  des  Torces  données  qui  agissent 
sur  lui  à  cet  instant. 
Décomposons  la  force  F  en  deux  forces, 
''''    l'une  MP,  tangente  h.  la  trajectoire,  etl'aatre 
^K    ',''         MQ,  normale  à  la  courbe. 
V  \^p  Soit  MS  la  réaction  cherchée. 

*'\    ^  Le  point  matériel,  sollicité  par  les  forces 

Fi«.  5*.  F  et  S,  peut  être  considéré  comme  libre. 

Donc  les  foiccs  normales  Q  et  S,  com- 
posées ensemble,  ont  pour  résultante  une  force  R,  dirigée  sui- 
vant la  normale  principale  de  la  trajectoire,  et  égale  à  — . 

P 
On  connaît  MQ  et  Mit  :  l'inconnue  MS  s'en  déduit  en  achevant 
le  parallélogramme  ÇUSM. 

R  étant  la  résultante  de  S  et  Q,  il  y  a  équilibre  entre  S,  Q 
et  —  R  ;  et  par  suite  S  est  égale  et  opposée  à  la  résultante  de 
Q  et  de  —  R  ;  la  réaction  de  la  courbe  est  donc  égale  et  con- 
traire à  la  résultante  de  la  composante  normale  des  forces 
données  et  de  ta  force  centrifuge  (g  73). 

HOnVEHEItT  d'DK  POUtT  PESANT  SDH    UNE  DROITE  C1CLIHËE. 

98.  Supposons  que  le  point  H  glisse  sans  frottement  \o 
long  de  la  droite  AB,  inclinée  sur  l'horizon  AH  de  l'angle 
BAH  =  a. 

La  pesanteur,  mg,  est  la  seule  force  donnée  qui  sollicite  le 
point:  elle  agit  suivant  la  verticale  MC.  Projetons-la  en  MD  surla 
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droite  AB.  Comptons  les  distances  à  partir  d'un  point  0  quel- 
conque de  celle  droite,  de  sorte  „ 
que  OU  sera  ce  que  nous  ap|e-                         \       o^ 
Ions  ï.  L'équation  du  mouvement  ^y^ 


stngtxu/t^mgai 


en  observant  que  v-=â 

Donc:jn  est  ce 
uéaire  du  temps, 


Fig.  SJ. 

Donc  -A  est  constant  ;  -^t  ou  la  vitesse,  est  une  fonction  li- 
dt'  dt 


et 

Les  constantes  C  et  C  se  déterminent  en  donnant  la  position 
et  la  vitesse  du  point  mobile  pour  un  instant  détet-mitié, 
(:=0,  par  exemple-  Si  le  mobile  placé  en  0  part  du  repos 
à  cet  instant,  on  aura  à  la  fois  1  =  0,  v=0,  s=0.  Donc 

C=C=0,  et  l'équation  du  mouvement  sera  «=s  g''3in  a. 

Tout  se  passe  dans  ce  mouvement  comme  si  le  mobile 
devenu  libre  parcourait  la  droite  AB  sous  l'action  d'une  pesan- 
teur dirigée  suivant  cette  droite,  et  réduite  dans  le  rapport  g 
à  gsinn.  11  est  facile  de  reconnaître  que  le  résultat  serait  le 
même  pour  un  point  pesant,  glissant  sans  frottement  sur  un 
plan  incliné  suivant  sa  ligne  de  plus  grande  pente,  en  suppo- 
sant toujours  qu'au  moment  initial  le  poiotn'ait  reçu  aucune 
vitesse.  Comme  on  dispose  de  l'angle  a,,  on  peut  réduire  autant 
qu'on levoudra  raccèlérationgsina  du  mouvement  àobserver. 
C'est  sur  ce  principe  que  Galilée  a  fondé  son  étude  des  lois  de 
la  pesanteur  (g  12). 

La  réaction  normale  N  de  la  droite  est  égale  et  contraireà 
la  composante  normale  ME  de  la  force,  onk  mg  cos  a,  comme 
si  le  point  était  en  repos. 
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99,  Reprenons  l'équation 


qui  définit  le  mouvement  du  point  loraque  le  mobile  quille  le 
point  0  sans  vitesse,  et  qu'on  compte  le  temps  à  partir  de 
l'instant  du  départ.  La  durée  du  Ira, et  du  point,  puur  aller 
du  point  0  à  un  point  0*  dcûni  par  ia  distance  ÛO'  =  s,  est 
donnée  par  l'équation 

~\ gs',-tx~  V  S        ' 

On  voit  que  cette  durée  est  constante  pour  tout  trajet  00" 

tel  que  — —  ait  la  même  valeur.  Élevons  au  point  (V,  dans  le 

pion  vertical, une  perpendiculaire  CP  sur  00',et  soitP  le  point 
où  cette  droite  coupe  la  verticale  OP.  Nous  aurons 


et  par  suite 


•  =  ^T- 


Sur  OP  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence.  Toute 
corde  00',  00",  00'",  sera  parcourue  dans  le  même  temps 
par  un  irobile  pesant,  qui  glisserait  sans  frottement  le  long 
de  cette  corde  en  parlant  sans  vitesse  du 
point  0,  et  ce  temps  est  le  même  que  celai 
que  mettrait  le  mobile  à  parcourir  la  di- 
stance OP  en  tombant  librement  suivant 
la  verticale.  Par  lu  même  raison  un  mo- 
bile abandonné  sans  vitesse  au  poinlU'» 
et  glissant  le  lonj;  de  la  corde  O'P,  mellni 
encore  le  même  temps  à  parvenir  en  P; 
cor  eu  mobile  est  dans  les  mêmes  con- 
ditions qu'un  mobile  partant  sans  vitesse  du  point  0  et 
jilissunl  le  long  de  la  corde  i;0"',  égale  et  parallèle  à  O'P 

rr.oi:i.Ëiis  de  saladini. 
100.  Proposoiis-iioub  de  trouver  dans  un  plan  vertical  une 


Fig.  ta. 
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courbe  OBM  telle,  qu'un  mobile  pesant  mette  le  même  tem[is 

pour  aller  da  point  0,  d'où  il  part  sans  vitesse,  h  un  point  M 

quelconque  pris  sur  la  courbe,  en 

suivant  la  courbe  OHM,  ou  en  sui-     /       \ 

vanlla  torde  OM.  ■.  \i 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes       '''-z^,.,J r_l 

rectangulaires  passant  par  le  point 
0,  l'un  OZ  vertical,  l'autre  OX  hori- 
lonlal. 

Considérons  fiur  la  courbe  deux 
points  infiniment  voisins  M  et  M'. 
ic  temps  que  mcllra  le  mobile  à 
aller  de  0  en  M',  en  suivant  la 
courbe,  se  compose  du  temps  qu'il 
met  à  aller  de  0  en  M,  et  du  temps 
qu'il  met  à  aller  de  M  en  M';  or  dans  ce  dernier  parcours 
infiniment  petit,  sa  vitesse  est  connue  et  égale  à  la  vitesse 
due  à  la  hauteur  verlicale  M'P  dont  il  est  tombé  (g  51}. 

Au  point  M,  élevons  MA  perpendiculaire  à  OM,  et  sur  OA 
comme diamélro  décrivons  une  demi-circonférence,  qui  coupe 
la  corde  OM' en  un  pointN.  deux  mobiles  parlant  sans  vitesse  du 
point  0  et  suivani,  l'un  la  corde  OM,  l'autre  la  corde  ON,  arri- 
vent au  bout  du  même  temps  aux  points  N  et  M  (g  99).  Le 
parcours  de  la  corde  CM'  comprend  la  durée  du  parcours 
ON,  égale  à  celle  du  parcours  OM,  et  la  durée  du  parcours  infi- 
niment petit  NM',  pendant  laquL'Uc  la  vitesse  du  mobile  est 
celle  qui  est  due  à  la  chute  verlicale  M'P. 

L'égalité  des  temps  entraîne  donc  la  condition  NM'  =  MM', 
puisque  les  vitesses  de  parcours  de  ces  deux  éléments  sont  les 


li'équation  de  la  courbe  s'en  déduit  Tacilement  en  coor- 
données polaires.  Soit  OM^r,  MOA=e;  0)i'  =  r-i-tlr, 
M'0A=6-i-d6.  Onaura 
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Donc 

Mt'=lr-i-((r|— OS=r  +  rfr  — r(l— taiigMO) 

L'équation  différentielle  du  lieu  cherché  est  par  conséquent 

<U  =  dT+rtaneUB. 

Élevant  au  carré  et  remplaçant  (/s*  par  dr*  -hr*dh*,  il  vient 

rWS*=  r'Ung'edfi'  +  arrfrtargfldB. 

OU  bien  en  divisant  par  rdo,  et  multipliant  par  cos'O, 

rife(iXM*6  — EiD<e)z=2drsia0cos«( 

et  enfin 
Intégrant,  on  a 

31ogr  =  loglA*siiiM), 

en  appelant  A*  une  constante.  L'équation  finale  est 

r*  =  A«sinS», 

équation  d'une  lemniscate  OBC,  ayant  pour  centre  le  point  0, 
et  tangente  en  ce  point  aux  axes  Oî,  OZ,  (11,  g  204.) 

bewhque  son  le  MonvEHenT  d'dh  point  sur  n»e  ligne  fixe. 

101 .  Le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  glisser  sans  frot- 
tement sur  une  ligne  fixe  est  défini  par  l'équation  unique 


qui  exprime  l'égalité  entre  la  composante  langentielle  de  la 
force  et  le  produit  de  la  masse  par  l'accélération  tangentielle. 
Oi-  cette  équation  est  indépendante  de  la  forme  de  la  ligne 
donnée. 

La  loi  du  mouvement  du  point  sur  la  ligne  donnée  dépend 
uniquement  de  la  vitesse  initiale  du  point,  et  des  valeurs  suc- 
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cessives  prises  par  la  composante  tangenUelle  de  la  force 
qui  lui  est  à  chaque  instant  appliquée.  On  peut  donc  rame- 
ner le  problème  du  mouvement  du  point  sur  la  courbe  don- 
née au  mouvement  d'un  point  de  même  masse  sur  toute 
antre  ligne,  pourvu  que  les  vitesses  initiales  et  les  com- 
posantes langentielîes  des  forces  soient  respectivement  égales 
ponr  les  deux  points;  on  peut,  par  exemple,  substituer  k 
la  trajectoire  une  ligne  droite,  et  appliquer  au  point  mobile 
dans  ta  direction  de  cette  droite  une  force  égale  à  F  cos  \i.. 
lOn  ramène  ainsi  l'étude  d'un  mouvement  curviligne  suivant 
une  courbe  donnée,  à  l'étude  du  mouvement  rectiligne  d'un 
point  libre. 


MOOTEHEBT  D*Dn  POCIT  PESAIfT  SUR  LA  CTCLOÏDI. 

103.  La  eyeloide  (I,  g  141)  est  la  courbe  engendrée  par  un 
point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe. 

Soit  BMC\  une  cycloîde  engendrée  par  le  point  M  d'une 
circonférence  RMP  qui 
roule  sans  glisser  dans 
le  plan  vettical  au-de$- 
tout  de  l'horizontale  AB. 

La  normale  à  la  courbe 
au  point  M  est  ta  droite 
RM  qui  joint.le  point  M 
au  point  de  contact  R  de 

la  cil-conférence  généra-  '^        ' 

Iriœ  et  de  la  droite  AB  "•■  '** 

(1,  g  1 41  )  et  la  tangente  est  la  droite  HP,  qui  joint  le  point  M 
au  point  P,  extrémité  du  diamètre  mené  par  le  point  R  dans 
la  circonférence  0. 

le  rayon  de  courbure  de  la  cycloîde  au  point  M  est  dou- 
ble de  la  normale  BM  (1,  g  194).  Le  centre  de  courbure  S 
^obtiendra  donc  en  prenant  RS  =  BM  sur  le  prolongement 


il      *"       Xly^ 
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de  ta  normale.  Cherchons  le  lieu  de  ces  points  S.  Pour  cela 
prolongeons  PR  d'une  quantité  RF  =  PR;  puis  faisons  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  R,  S,  F;  culte  cir- 
conférence sera  égale  à  la  cireonférence  donnée;  elle  sera 
tangente,  au  point  F,  k  une  droite  D\i  parallèle  à  ÂB.  Le 
lieu  des  points  S  est  tangent  à  la  droite  MS,  car  le  point  S, 
centre  de  courbure  de  la  cycloîtlc  au  point  M,  est  l'inter- 
section de  deux  normales  successives  menées  à  la  courbe; 
c'est  le  lien  des  intersectiotu  suceessivet  de  la  normale  à 
la  cycloîde  ACB,  ou  l'enveloppe  des  positions  de  celle  nor- 
male (I,  g  140)  ;  or  on  sait  que  la  ligne  mobile  touche  son 
enveloppe  au  point  où  elle  ren(0'itre  sa  position  infiniment 
voisine.  La  normale  ;i  la  courbe  cherchée  est  donc  la  droite  SF 
perpendiculaire  à  SA.  On  peut  conclure  de  là  (l,g  146)  que 
le  lieu  tlu  points,  ou  la  développéi;  de  la  cycloide,  est  une 
cyclolde  égale  à  la  première,  engendrée  par  le  point  S  de  la 
circonférence  RSF,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  droite  DE. 
103.  On  peut  le  véritier  géométriquement,  en  montrant  que 
l'arc  de  cercle  SF  a  une  longueur  égale  à  la  droile  DF,  le 
point  D  étant  h  projection  sur  la  droite  RE  du  point  le  plus 
bas,  C,  de  la  cycloide  6CA. 
En  effet  DF=Hl.  Or  RR  =  arcRM  =arcRS. 
De  plus  IB  est  égal  au  développement  de  la  demi-circonfé- 
rencc,  ou  à  l'arc  RSF. 
Retranchant  RB,  il  vient  RI  =  arcPH=arcSF. 
L'arc  SF  étant  con.slamment  égal  à  DF,  le  point  S,  attaché 
à  la  circonférence  FSR,  décrit  une  cycloide 
DE,  égale  à  la  cycloide  ACB.  On  voit  du 
même  coup  que  SM  est  tangente  à  celle 
cycloide  en  S. 
84.  l'art  Slt  est  égal  à  la  droite  SM. 
En  général,  soit  Safrcd  (fig,  59)  une  por- 
tion de  l'enveloppe  des  normales,  ou  de  la 
■^îf''''  développée,  d'une  courbe  Mo'6'c'd'.  Iriscri- 

Fig.  59.  vons  dans  la  première  courbe  un  polygone 

d'un  très  grand  nombre  de  côtés;  les  arcs  successifs  de  la 
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wurbe  Ma'f...  pourront  être  coafondus  avec  ic%  arcs  de 
cercle  décrits  des  points  S,  o,  6,.,.-  comme  cenlies,  et  nous 
aurons  ■ 

Sa  oi  su  -  atf, 
ab  =  aa--bl>', 
be  =  bb'  —  ce'. 

Additionnant  toutes  ces  équations,  il  vient 

S«  +  at  +  6c  +  «i  =  iircSii  =  SH  — <W. 
La  longueur  d'un  arc  de  la  développée  est  donc  la  diffé- 
rence des  rayons  de  courbure  aux  deux  eslrùmilés  de  l'arc 
correspondant  de  la  développante. 

Appliquons  à  la  cycloide  SB  cette  règle  générale  (fig.  58), 
et  observons  que  le  rayon  de  courbui-e  au  point  B  de  la 
courbe  BC  est  nul;  il  vient 

arcSB  =  SII=3SR. 

Cette  équation  peut  s'appliquer  aussi  à  un  arc  de  la 
cycloîde  égale  CB,  compté  à  parlir  du  point  C;  el  elle  donne 
par  conséquent 

ircCM  =  VàP. 

104.  Le  pendule  eijcloîdal  est  formé  esseutiellement  d'un 
point  pesant,  glissant  sans  frottement  sur  une  cycloide  ABC 
à  aie  vertical;  on  sup-  ^       ^  ^ 

pose  que  ce  point  est     r  r       Â^  7 

abandonné  sans  vitesse     y.- f — j-i- — -^ 

en  un  point  donné  H  de       '   \^  |       j    Ji^ 

la  courbe.  — ^^=— 

Parvenu  en  un  point 
quelconque  M,  le  point 
mobile  est  sollicité  sui-  ^^ 

nal    la    verticale    par 

une  force  mg  constante;  nous  pouvons  prendre  pour  représen- 
ter cette  force  une  droite  ML  égale  au  diamètre  PR  du  cercle 
générateur  ;  joignant  LP,  nous  aurons  en  PM  la  composante 


\ 
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fangenlielle  de  la  force.  Or,  nous  venons  de  voir  que  PU  est  la 
moitié  de  l'arc  CM^s,  complë  i  partir  du  point  Le  plus  bas 
de  la  courbe.  L'équation  du  mouvement  sera 


ta  composante  tangentielle  est  donc  proportionnelle  k  l'arc 
s.  Appliquons  à  ce  mouvement  la  remarque  faite  g  101.  Nous 
y  -ubslituerons  un  mouvement  suivant  une  droite  C'H', 
le  point  mobile  étant 
attiré ,  en  chaque  posi- 
tion, vers  le  point  fîxeC, 


Fig.  61. 


proportionnellement  i  su  dislance  s  à  ce  point.  Cela  re- 
vient à  développer  en  C'H'  l'arc  CH  de  cycloide;  le  point  H 
venant  en  H',  la  force  qui  sollicite  le  point  suivant  M'C  sera 

égale  k  -7^ ,  et  les  vitesses  seront  distribuées  suivant  C'H', 

comme  elles  le  S(mt  par  l'action  de  la  pesanteur  le  long  de 
l'arc  CH.  Or  nous  avons  étudié  (g  21  )  un  mouvement  recU- 
ligne  de  cette  nature.  Nous  savons  que  ce  mouvement  est 
la  projection  du  mouvement  d'un  point ,  qui  parcourrait 
la  circonrérence  dont  G  est  le  centre  et  C'H'  le  rayon,  avec 

une  vitesse  angulaire  nniforme  \/tb  i  ^  durée  t  du  pai^ 

cours  de  la  demi-circonférence,  ou  d'une  excursion  simple  du 
mobile  (du  point  H'  au  point  symétrique  H'J,  est  ^ale  k 


-v^- 


La  durée  de  l'oscillation  simple  du  pendule  cycloldal,  enirc 
le  point  H  et  le  point  symétrique  fi„  est  donc  aussi  égale  à 


Cette  quantité  est  indépendante  de  la  position  du  point  de 
dépari  11  du  mobile:  de  sorte  que  la  durée  des  oscillations  du 
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pendule  cycloldal  est  toujours  la  même,  quelle  qu'en  soit 
l'amplitude.  Cette  propriété  appartient,  nous  l'avons  vu,  au 
mouTemenl  reclîligne  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  par 
uDeforccproportionneUementàla  distance  à  ce  centre  (g21)  : 
résultat  que  nous  avons  déduit  des  lois  de  la  similitude  mé- 
canique (§71). 

i05.  La  cycloîdc  à  axe  vertical  est  ainsi  une  courbe  tau- 
loekrone;  et  on  peut  démontrer  que  c'est  la  seule  courbe 
Inutochrone  qu'on  puisse  tracer  dans  un  plan  vertical.  Avant 
d'établir  ce  théorème,  nous  traiterons  le  problème  précédent 
par  le  calcul. 

L'équation  de  la  cycloîde  peut  être  mise  sous  la  Forme 


(  est  l'arc  CM,  compté  h  partir  d'un  point  C,  sommet  de 
la  cycloîde,  et  x  l'ordonnée  verticale 
MQ,  comptée  jusqu'à  la  tangente  au 
sommet: 

Cherchons  en  général  le  temps 
qu'un  mobile  pesant  mettrait  à  aller  f^g  g, 

d'un  point  H  au  point  C,  sous  la 

seule  action  de  la  pesanteur,  le  long  d'une  courbe  représen- 
tée par  l'équation 

•  =  fW. 

On  suppose  la  fonction  7  telle,  que  pour  %^0  on  ait 

ds 
t=^Oy  et  j-=oo  •  conditions  nécessaires  pour  que  la  courbe 

touche  l'boritontale  CK  au  point  C. 

•  Soit  h  l'ordonnée  HK  du  point  de  départ.  La  vitesse  au  point 
M  flst  donnée  par  l'équation  des  forces  vives;  en  la  repré- 
sentant par  Vf  on  aura 

^  =  îg{li  —  l]. 

Donc 
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Par  suite    - 

V'iffi'i  — îj  v'-ïi*  — »i' 

Le  temps  cherché  est  donc 

Appliquons  cctie  formule  à  l'équation  <tc  la  cycloîiiè 

»=v'tiRr. 

Nous  avons  à  cherclicr  l'intégrale 

cette  quantité  est  inilépondanlc  de  li;  c-ir  si  l'on  fait  z^hV,  on 

,        .  f*     </i  /-»      hdz'  /"     (/s" 

transforme     i   -^rzr-^-  en  I  -7  ou  en  I    —         , 

Jo  v/'2  — a'      Jo  V'i'is'— 1'')  Jo  Vs'— i'' 

quantité  parfaitcmc  t  ilôlcrminôc .  d'où  h  a  dJsparif  comme 
fadeur  commun. 

La  valeur  de    (     .  —  est  arcsin^-—,  et  en  prenant 

la  fonction  entre  les  limites  0  et  1,  il  vient  pour  ta  valeur 
de  l'intégrale  définie  ; 


/ 


-Vf' 

et  le  temps  de  l'oscillation  complète  est  * 

106.  Passons  à  la  réciproque.  Le  problème  consiste  à  chei^ 
clicr,  parmi  toutes  les  courbos  raprésenlées  par  l'équalion 
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cdle  qui  rend  l'inlégrale   |   —  indépendante  de  h. 

Nous  supposerons  la  fonciion  ^  développée  en  série  delà 
forme 

«  =  p  (3)  =  \j- +  Bj  f  +  Ci  I  + ... , 

a,  f.,  Y.---  étant  des  exposants  numériques,  entiers  ou  frac- 
tionnaircs.  On  voit  tout  de  suite  que,  3^  0  devant  annuler 
9  {%),  tous  les  exposants  a,  ^,  y,.,,  sont  jiositifs,  et  qu'aucun 
d'eux  n'est  nul. 
De  plus  on  a,  en  pi'cnant  ta  dérivée, 

fonction  qui  doit  être  infinie  pour  s^O.  Donc  l'un  au  moins 
des  coefficients  a,  &,  ■(,...  est  plus  petit  que  l'uiùlé,  pour  que 
l'un  au  moins  des  exposants  a — 1,  p  — 1,...  soit  négatif. 

Formons  la  fonction  -^  '  ,;  elle  devient 

et  par  suite 

^içja      f/h^~'        V'ilJl     \U-i        ^Jt     \/h~3 

Cette  formule  peut  se  transformer,  en  remplaçant  x  par  hx'; 
il  viendra 

SOUS  cette  forme  on  voit  que,  pour  rendre  T  indépcudaitt 
de  k,  il  faut  que  l'an  des  exposants  a,  p,  y,...  soit  é^ral  11  \.  et 
que  tous  les  autres  soient  égaux  &  zéro.  Soit,  par  exemple, 
«=ict  p=V=...  =  0. 
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L'équation  se  réduira  à 

ouà 

•»=  V'i, 

équation  qui  caractérise  la  cyclolde. 

La  cyctoïde  est  donc  la  seule  courbe  tautochrone  plane.  Mus 
le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  n'est  pasaltèrè 
par  toute  déformation  de  celte  courbe  qui  conserve  ses  arcs  dt 
et  les  ordonnées  verticales  s  de  ses  divers  points,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  l'allératioii  des  coordonnées  x  et  y.  Ed  d'autres 
termes,  si  l'on  fait  passer  par  la  courbe  un  cylindre  vcriical, 
et  qu'on  enroule  ensuite  ce  cylindre  sur  d'autres  cylindres 
verticaux,  en  conservant  le  parallélisme  des  géoératiices 
droites  et  leur  écarteraent  mutuel,  l'équation  des  forces  vives 
assignera  toujours  les  mêmes  vitesses  aux  mêmes  points  de 
la  courbe,  et  les  mouvements  du  mobile  so-onl  les  mêmes 
avant  et  après  la  déformation,  pourvu  que  les  points  de  départ 
soient  deux  points  correspondants.  La  cycloîde,  étant  tauto- 
chrone dans  le  pian  vertical,  sera  donc  encore  tautochrone 
si  on  enroule  le  plan  vertical  qui  la  contient  sur  un  cylindre 
vertical  quelconque,  sans  altération  des  hauteurs  relatives. 

107.  Autre  démonstration'.  —  Soit  t^^(x)  l'équation  de 
la courbeCM, entre  t'arc«^CH  et  l'ordonnée  MQ  =  s  (Gg.62). 

Soit  llK=h  la  hauteur  d'où  paît  le  mobile.  L'équation  des 
forces  vives  donne 

pour  la  vitesse  en  H.  On  en  déduit 


V'!?[A-.)' 

en  remarquant  que  l'arc  s  diminue  quand  le  temps  t  croît, 
lo  mouvement  s'effecluant  de  H  vers  C* 
La  durée  du  parcours  HC  est  donc 


.  Rcsal,  Traité  d.  mécanique  générait,  t.  1,  p.  i 
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Le  tautochronisme  est  dérini  par  la  condition  que  cette  inté- 
grale soit  iodépetidsntc  de  h. 

De  l'équation  s=f{%)  on  tire  ds=sf'{i)dx.  L'ordonnée  s 
variant  de  0  à  h,  nous  pouvons  poser  s=/i6,  0  étant  un  nom- 
bre positif  et  moindre  que  Tunilé.  Il  viendra  i 


qu'on  peut  écrire  sous  .la  forme 

Les  limites  de  h  sont  constantes'.  Pour  que  t  soit  indépendant 
de  h,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  f'  (fts)  ^  en  soit  indé- 
pendante. Soit,  en  efiet,  f'{Sh)v'Mr=<t'('iO). 
On  aura 


Prenons  la  dérivée  de  t  par  rHpporl  à  h,  il  viendra 


^Xi 


et  cette  Fonclion  doit  être  nulle  quel  que  soit  h. 

Donc  ^'(h^  doit  élre  identiquement  nul  ;  fan&  quoi  on  poui^ 
rait  prendre  h  assez  petit  pour  que  i]j'(AO)  conservai  le  même 
signe  pour  toute  valeur  de  M  comprise  ealre  0  et  ft.  La  somme 
ne  pourrait  être  égale  à  léro. 

On  a  donc 

OU  bien 

f  [»)=»;■ 
donc 
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et  par  suilc,  en  appebnt  A  la  constante* 


L'équation  de  la  courbe  est  en  définitive 


qui  définit  une  cycloïde  dans  laquelle  te  rayon  r  du  cercle 
généraleur  est  donné  par  l'équation 

&-=U',    ou    r=^. 


BRACHISIOCHROHB. 

108.  La  cycloïde  à  aie  veilîcal  a  encore  une  propriété 
très  remarquable  au  point  de  vue  mécanique.  Soient  A  et  B 
deux  points  à  niveaux  dilTérents;  soit  A  le  plus  élevé  des 
_     deux.  On  suppose  qu'on  mène  de  l'un 
à  l'autre  une  courbe  quelconque  ACB, 
et  qu'on  abandonne  au  point  A  un 
point  pesant  assujetti  b  glisser  sans 
frotlcincnt  le  long  de  cette  rourbe. 
*"■  **"■  Le   théorème  des    forces   vives   Tail 

■connailre  les  vitesses  du  mobile  sur  la  courbe,  et  pir- 
tmet  de  calculer  le  temps  t  qu'il  mettra  à  passer  du  point  A 
au  point  B.  A  chaque  courbe  ACB  correspondra  un  tcmp^  t 
Cela  posé,  la  cycloïde  à  axe  vertical  ADB,  dont  le  point  de 
rcbroussement  est  au  point  A,  et  qui  passe  par  le  point  B, 
est  la  courbe  pour  laquelle  ie  ttmps  (  est  le  plus  pelit 
possible.  Cette  propriété  a  fait  donner  à  la  courbe  ainsi  pb:- 
CL'C  le  nom  de  brachUlochrone.  On  la  démonlre,  soit  pur  la 
géumùlrie,  soit  par  l'analyse. 
88.  Soit  AB  {fig.  64)  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété 
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du  minimum.  La  fonction  qui  est  U  plus  petite  possible  le 
long  de  cette  courbe,  est  la  somme 

/^ 

prise  entre  les  points  fixes  A  et  B  ;  mais  c  =  */ïgïy  si  l'on  dési- 
gne par  X  la  hauteur  du  point  de  départ  A  au-dessus  du  point 

où  la  vitesse  est  v.  La  somme   (  -=  est  donc  aussi  minimum. 


i^ 


:f 


Menons  entre  le  point  A  cl  le  point  B  une  intinité  de  plans 

horitontaux  S,  S',  S"...,  infiniment 

voisins.  Ce  seront  les  surfaces  de  ni-    "_ 

veau  du  problème;  la  condition  du    - 

minimum  se  traduitgéométriquemcnt 

delafaçonsaivanle(II,  gl20)  :  Si  l'on 

applique  en  un  point  quelconque  m', 

pris  sur   la  courbe   a   l'intersection  g.    ^ 

d'un  plan  de  niveau  S',  deux  forces, 

l'une  égale  à  -p=,  et  dirigée  suivant  l'arc  élémentaire  m'm, 

V» 

l'autre  écale  à  ■■ :  et  dirieée  suivant   l'arc  élémentaire 

m'm',  la  résultante  doit  être  normale  à  ce  plan  S'.  Par 
conséquent,  1*  la  courbe  est  plane,  car  deux  éléments  con- 
sécutifs  sont  compris  dans  le  même  plan  vertical  ;  2'  la  pro- 
jection horizontale  de  la  force  -p  sur  l'horizontale  est  con- 
stanfe;  car  elle  est  détruite  par  la  projection  de  la  force 
•r===t  <!»■  agit  en  sens  contraire.  Appelons  a  l'angle  de  l'ô- 

lément  m'm  avec  la  verticale.  La  solution  du  problème  sera 
donnée  par  la  relatioo 


Ctile  équation  caractérise  une  cycloîdc  commençant  au 
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point  A.,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant  rouler  un  cercle  an- 
dessous  de  la  droite  horizontale  AX,  menée  dans  le  planver- 
lical  passsnt  par  les  points  A  et  B.  Menons,  en  efTet,  au  point 
m'  la  normale  tn'l  à  la  courbe,  et  au  point  I  où  elle  coupe 
rburizontate  AX,  élevons  la  perpendiculaire  IK  sur  celle  der- 
niére  droite,  jusqu'à  la  rencontre  en  R  avec  la  tangente  m'K. 
Vangle  a  est  égal  à  l'angle  IRm*  ou  à  Fm'f;  enfin,  lF=i. 
Kous  aurons 


et  par  suite 


IF=lïXBin»«, 


ring       _l_ 


La  quantité  lE  est  donc  constante  tout  le  long  de  la  courbe  ; 
il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  propriété  appartient  à  la 
cycloîde,  et  à  la  cycloide  seule.  Si  l'on  veut  traiter  analytique- 
meni  cette  seconde  partie  du  problème,  prenons  deus  aie; 
rectangulaires  AX  et  AZ,  et  rapportons  la  courbe  à  ces  deux 
axes;  l'équalion  de  la  tangente  au  point  m',  dont  les  coor' 
données  sontx  et  s,  est 

l'équation  de  la  normale 

Faisons  2*^0  dans  la  seconde  équation.  Il  viendra    - 

pour  l'abscisse  du  point  1;  et  substituant  cette  valeur'ù  3f 
dans  la  première  équation,  nous  aurons 
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Celte  quantité  x=IK  est  donc  constante  ;  appelons-la  2r; 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  sera 


■[-(£)>-' 


eniniroduisanlune  vaiiable  auxiliaire f. 
Ile»  résulte  ds^^rsia^dif. 
Hais 


(1  -  COSçi         '^Vl+CMp'"'W 


/2r      .        .  /ir-r(l-cog9i 
V»       *        V      m-cosy) 

OU  bien  encore 
Intégrons  : 

*  =  C  +  r{f_5Mlf). 

la  constante  C  est  nulle,  pour  qu'on  ait  à  lafolsx  =  0, 
x=0  quand  f=0;  et  on  obtient  les  équations  de  la  cj- 
cloîde. 

109.  Nous  allons  traiter  la  même  question  par  le  calcul  des 
Tariations.  Le  problème  consiste  à  tracer  du  point  A  au  poitit  B 

une  ligne  telle  que  l'intégrale  T -r=,  prise  entre  ces  deux 

points  le  long  de  cette  courbe,  soit  minimum. 

En  général,  soit  |  Ttfx.  la  fonction  à  rendre  minimum  ou 

maiimuDiTest  une  fonction  dex,dexet  de  -r-^p.Noussup- 

poscrons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  variation  de  x  soit 
nulle,  ce  qui  ne  diminue  pas  ta  généralité  du  raisonnement. 
On  aura  dans  cette  hypothèse 
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Mai38V=-j-8a~l-^5/j,  enomeltantle  terme  j- £x,  puis- 
qu'on fait&c^O. 
Oa  a  de  plus 

Substituant  à  Sp  sa  valeur  -^ ,  et  remplaçant  6V  par  sa  va- 
leur dans  l'intégrale,  il  vient 

Intégrons  par  parties  te  second  terme,  pour  séparer  les  ca- 
ractéristiques tl  et  S  : 

J  dp  dp        J         dp 

Donc 

La  quantité  en  aehors  du  signe  /  est  nulle  aux  limites, 
puisque  les  points  extrêmes  de  la  courbe  cherchée  sont  don- 
nés. La  condition  du  minimuni  ou  du  maximum  est  donc 

pour  laisser  Bx  arbitraire  tout  le  long  de  la  courbe. 

Pour  appliquer  cette  méthode  au  problème  de  la  bracliisto- 
chrone,  on  pourrait  remplacer  dt  par  dx  y/ 1  +p*,  et  oo 

aurait  V  — .v^+P*. 

V» 
'   On' en  déduirait 

rfv  ^    yr+p 

^  8»^  • 

<tv^      _p 
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DE  LA  BRACniSTOCHBONE. 
On  aurait  donc  à  intégrer  l'équation  difféi'enlielle 


Haïs  on  peut  aussi  exprimer  di  par  dx  ^  1  -t-  ç",  en  appe- 
lant çla  dérivée,  ^=~,  dex  par  rapport  à  x;  la  fonction  à 
rendre  minimum  ou  maximum  prend  la  forme 


1  quelle  ne  contient  que  les  variables  x  et  f .  La  condition  ob- 
tenue en  prenant  x  pour  variable  indépendante  nous  condui- 
sait i  l'équation 

dx  dp 

Noms  aurions  obti>nu  de  même,  en  prenant  s  pour  variable 
indépendante,  l'équation 


Ici  —  est  nul;  la  condition  du  minimum  est  donc  simple- 
dx 

Dienl  d— ^0,  ou  enfin  -j- =  constante. 


dg        '  dq' 

Or 


et  l'on  ictrouve  réquatioii 


\fW  = 


identique  i  celle  qu'on  avait  déjà  obtenue  ;  en  effet  — ^       est 

le  sinus  de  l'angle  a  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  la 
verticale. 

Notre  analyse  suppose,  il  est  vrai,  que  la  courbe  cherchée 
csl  plane.  Il  serait  aisé  de  rendre  au  calcul  toute  sa  génèra- 
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lité,  en  adiiieltant  trois  variables  x,y  elz,  et  la  propriété  de 
la  courbe  d'élre  contenue  dans  un  plan  vertical  aurait  été  re- 
connue par  le  calcul  fait  dnns  ces  conditions. 

Remarqw.  —  Si  l'on  donne  le  point  A  et  le  point  B,  et  qii'oD 
propose  de  tracer  de  l'un  h  l'autre  de  ces  points  la  courbe  de 
plus  vile  descente,  on  observera 
que  toutes  les  cycloides  sont . sem- 
blables. 

'  Apnt  mené  une  horizontale  AD, 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  donnés,  on  décrira  une 
cycloîde  Kbc  en  faisant  rouler  au- 
dessous  de  AD  une  circonférence  arbitraire;  le  diamètre 
de  cette  circonférence  est  égal  à  l'ordonnée  maximum  cd 
de  la  courbe  ainsi  tracée.  Il  suffira  ensuite  d'amplifier  dans 
un  même  rapport  les  rayons  vecteurs  AA,  Ac,  issus  du  pâinf 
A,  de  manière  à  faire  passer  la  courbe  par  le  point  B.  On 
trouvera  de  cette  manière  le  diamètre  CI>  du  cercle  géné- 
rateur de  la  cyclofde  demandée. 


Rf.  (s. 


PENDDLB    DRnTGEHS. 


110.  Pour  consiruire  le  pendule  cycloîdal.  Huygens  s'est 
servi  de  la  développée  de  la  courbe  (g  102).  Il  s'agit  de  faire 
parcourir  au  point  M  la  courbe  ACB;  pour  cela  on  attache  le 
point  mobile  à  un  fil  de  lon- 
gueur égale  à  4R,  ou  à  DC.el 
on  fixe  l'cilrémité  supérieure 
du  fil  au  point  D ,  centre  de 
courbure  de  la  cycloïde  en  son 
point  le  plus  bas  C.  On  con- 
struit deux  surfaces  cyjin- 
'  driques  suivant  les  arcs  de 

cycloidc  DA,  DB,  qui  sont  les 
développées  de  la  cyclolde  ACB.  Dans  les  oscillations  du  point  M 
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de  part  et  d'autre  du  poini  C,  le  fil  s'enroulera  en  partie  sur 
l'une  ou  l'aulrc  de  ces  surfaces  cylindriques,  et  par  suite  le 
point  M  décrira  la  courbe  ACB,  sans  que  cette  courbe  soit 
réalisée  matériellement,  ' 


FRom.ËitEs  Dircrs. 

m.  Étant  donné  un  point  0  dam  im  plan  vertical^  décrire 
une  Murfte  (M  UHe,  qbe'lè  l'éinps  t,  fti'wi  point  pesant,  aban- 
doHtié  $am  vitesse  au  point  0,  mettra  à  aller  de  ce  point  en  vn 
point  M  quelconque,  soit  une  /'onction 
donnée  de  la  hauteur  de  chute  MP. 

Bappor(ons  la  courbe  cliercliée  à 
deux  axes;  l'un  vertical,  OZ,  l'autre 
horizontal,  OX ,  tous  deux  pnssant  par 
le  point  0;  soient  OP:=j,  P.M  =  a,  les 
coordonnées  du  point  H;  Op=x', 

pmr=ï',  les  coordonnées  d'un  point  "b- <>'.     

quelconque  de  l'arc  OM.  La  vitesse  au  point  m  sera  s/^', 
et  la  durée  t  du  trajet  de  0  en  M  sera  l'intégrale 


L'Équation  de  la  courbe  est  donc,  en  appelant  f  la  Tonction 
dinnée*  qui  doit  s'annuler  pour  4  =  0, 


r 


=/,»)• 


KfTércnlions  cette  équation  en  faisant  varier  seulement  la 
limite  supérieure  s,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  point  U 
passe  en  une  position  infiniment  voisine  M'.  Il  viendra 


Ëqoaiion  qui  exprime  simplement  que  la  durée  du  parcours 
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de  l'arc  infiniment  petit  MM'  est  égale  à  la  différenliclle  de  b 
fonction  donnée. 
■     On  en  déduit 

L'arc  s  de  la  courbe ,  compté  à  partir  da  pcûnt  0,  sera  donc 

égal  à  l'intégrale  définie. 

La  valeur  de  l'abscisse  (c  se  déduira  de  l'équation 
àx^ -h  dJ?  =  ds*,  ce  qui  donne,  en  intégrant  à  partir  du  point  0, 
l'équation  de  la  courbe  cherchée  : 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  fonction  f  est  soumise  à 
certaines  conditions  pour  que  le  problème  soit  possible.  11, 
faut  en  effet  que,  même  pour  les  petites  valeurs  de  s,  le  pro- 
duit f  (a)  X  ^2(f3  ne  soit  pas  inférieur  à  l'unilè  ;  sans  quoi 
dt  serait  moindre  que  di,  et  x  deviendrait  imaginaire.  Pour 
'3=0 ,  f  (s)  doit  donc  être  infini,  et  de  l'ordre  de  grandeur 

Par  exemple,  on  pourra  prendre/* (s)  ^«z  -t-^^x,  f:arce 
que  le  produit  f  (s)  \/2gs  sera  égal  à  U  +  -rj-    \J1gz,  ou   à 

«/Sjr  s-P  i /|.  quantité  >  i  pour«  =  0,  si^  >  i/--  0° 
ne  pourrait  pas  trouver  de  courbe  telle  que  f  (s)  fût  égal  â 
Kî ,  parce  qu'alors  f  (s)  yj^gz  serait  égal  à  K  \[^gz  ;  qui  est 
moindre  que  l'unité  pour  des  valeurs  de  z  sul^sammenf 
petites. 

Proposons-nous  de  trouver  la  forme  que  doit  avoir  la  fonc- 
tion f  pour  que  la  propriété  de  la  courbe  subsiste  à  partir  de 
l'un  quelconque  de  ses  points.  Soit  0*  un  nouveau  point  de 
départ  pris'sur  la  courbe.  Soient  Ç  et  Ç  ses  coordonnées  ;  fiii- 
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sons  0'M=:  s.  L'arc  00'  sera  égal  à  »  —  n.  Appliquons  nos  équa- 
tions à  l'arc  O'H.  Il  viendra 

On  a  d'uilleurs 
et 

Donc  la  fonction  f  doit  satisfaire  à  l'identité  -   - 

ou  bien 

Celle  identité,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  los  valeurs  des 
limites  i;  et  x,  entraine  la  relation 

En  d'antres  termes,  le  produit  f  (a)  s/ï-ji  doit  61fc  constant, 
n  en  résulte  que  le  rapport  -r-  est  aussi  constant,  c  csI-JHlire 
que  le  lieu  cherché  est  une  ligne  droite.  Le  produit 
f{i)  v'^  est  égal  è  l'inverse  du  cosinus  de  l'angle  a  que  fait 
la  droite  avec  la  verticale,  et 


La  fonction /"est  donc  égalé  à 


112.  Déterminer  une  courbe  CMH,  tangente  à  riioriiotttale  au 
point  C,  et  telle,  que  le  temps  que  met  un  corps  pesant  pour  aller 
iTiin  point  quelconque  H  au  point  le  pbu  bat  C,  en  glissant  sans 
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^lottemenl  svr  la  toarbe,  soit  une  fonction  dotmée  F(k)  (U  la 

kaûtehr  de  chute  IKiûg.  6%  p.  iUy.   '■ 

Soit  s  =  y(a)  l'équation  cherchée  de  la  courbe,  entre  l'arc 
CM^5  et  l'ordonnée  Verticale  SIQ^x.  -Nous  aurons  pour 
équation  du  problème  la  relation 


Faisons,  comme  a»  g  167,  f  ï=:hB,  0  Atantun  nombre  posi- 
lifel  plus  pclit  que  l'unité.  Nous  o'blicndrons,  en  opérant  celle 
substitution, 

ou  bien,  en  posantç ' {fc6) \/M  =  i/  (fcB), 


f 


Cette  équation  -doit  ^trc  vérifiée  pour  toute  valeur  de  h,  et 
c'est  par  cette  condition  qu'on  doit  déterminer  la  fonction  4>, 
Jusqu'ici  inconnue. 

Nous  admettrons  que  la  fonction  donnée  ¥(h)  soit  expii- 
mable  par  une  somme  de  termes  de  la  forme  Ah",  A  et  a  étant 
des nombresquelconques,  positifs  ou  négalifs,  et  qu'on  ait 
.identiquement  l'égalité        .        . 

en  prenant  un  nombre-fini  ou  infini  de  termes. 

Cela  posé,  nous  exprimerons  de  même  la  fonction  clierchéc 
<ji  par  une  somme  loule  semblable,  qui  né  différera  de  la  pre- 
mière que  par  les  coefficients  :    . 

*(j)  =  A'i-  +  B'i»4-'C'ïl  +  .... 


■  Ce  problème  est  an  île  ceux  qu'on  peut  résoudre  an  mojcn  da  calcul  i*t 
différentieUct  et  da  intégrale)  à  iadica  fractionnaire»,  tof.  I.  Liouvills.  Jma^ 
■  liai  de  TÉeolapàlyteehniqut,  IS^i,  p.  49    .  .  .         ' 
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Dans  ccitc  équation,  remplaçons  x  par  ftO,  multiplions  pur 
et  intégrons  ealre  les  limites  0  et  1.  11  viendra 


v^sn*  — 

ï=AA'  +  BA'  +  CAT+,.., 
cl  le  problème  sera  résolu  en  posant 

Les  intégrales  définies  qui  entrent  dans  ces  formules  se 
transforment   aisément  en  faisant  e  =  sin*<d,  ta  étant  une 


J,   V6(>-»t     J,  \/sîn«»xcos«»  ^« 

intégrale  facile  &  calculer  toutes  les  fois  que  a  est  entier,^  ou 
égal  à  un  entier  augmenté  d'une  demi-unité.  Si,  pour  abré- 
ger, OQ  désigne  /  6in*'u(iu  par  la  notation  (a),  on  aura  la 
SQlution  en  posant 

On  en  déduit 

et  enfin  ■ 

...  .        .    "+j 

les  conditions  particulières  imposées  à  la  courbe  exigent 
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que  «  et  z  s'annulent  ensemble,  et  que  f'(3)  soit  infini  pour 
2  =  0.    Cette  dernière    condition  est  satisfaite   si  l'un  sa 

moins  des  exposants  a  est  moindre  que  q. 

Soil  par  exemple  F(h)=:  A -f*  6^^=:  AA*  +  Bhh  Nous 
aurons  : 


et  par  suite,  absiraclion  faite  du  fadeur  constant  \/2if, 

A  _i      1 

ç'  (»[  =  -  a    •  +  s  B,  quantité  qui  devient  infinie  pour  *  =  0, 

24    -       1 
et  ^>  fa)  =  —  V'  "*"  9  ^)  quantité  nulle  pour  z  =:  0  ;  on  n'ajou- 
tera donc  pas  de  constante. 


PEKOULB  CntCULAIRE. 

lis.  ijCfienduh  circulaire  rst  Tormé  par  un  point  matériel 
pesant,  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  dont  l'autre  extrémité  est  attachée  en  un  point  fixe.  Le 
point  matériel  ainsi  suspendu  est  assujetti  k  glisser  sans 
frottement  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le 
point  fixe,  et  pour  rayon  la  longueur  du  fil  ;  mais  si  on  l'a- 
bandonne sans  vitesse  en  un  point  quelconque  de  cette  surface 
sphérique,  ou  si  la  vitesse  qu'on  lui  communique  en  ce  point 
est  contenue  dans  un  plan  vertical  passant  par  le  centre  de  la 
surface,  le  mouvement  du  point  s'effectue  suivant  le  grand 
cercle  d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  sphère  (g  91 ,  i*),  et 
tout  se  passe  comme  s'il  était  assujetti  à  glisser  sans  frotte* 
ment  sur  cette  courbe. 

Nous  avons  à  déterminer,  d'une  paK,  la  loi  du  mouve- 
ment, et  de  l'autre,  la  tension  du  fil;  cette  dernière  rechcr- 


Digtizea  .y  Google 


Fig.  GS. 


CIRCDUIUB.  1S9 

chc  est  d'autant  plus  utile  qu'elle  nous  apprendra  si  le 
point  matériel  reste  sur  la  circonférence,  ou  bien  s'il  l'aban- 
donne pour  rentrer  à  l'intérieur  .  le 
premier  cas  aura  lieu  si  la  tension  du 
fil  est  positive;  le  second,  si  elle  de- 
vient nulle  pour  passer  au  négatif:  car 
ce  changement  de  signe  montre  que, 
pour  maintenir  le  point  mobile  sur  la 
courbe,    le  Gl  devrait   résister  à  un 
efTort  de  compression.  Pour  éviter  la 
distinction  des  deux  cas,  on  peut  sup- 
poser qu'on  remplace  le  âl  par  une 
barre  rigide,  inextensible  et  incompressible,  mais  toujours 
sans  masse  appréciable. 

Soit  A  la  position  du  mobile  sur  le  cercle  à  uii  instant  quel- 
conque; soit  V  sa  litesse,  dirigée  dans  le  sens  AC.  Le  théo- 
rème des  forces  vives  donne  tout  de  suite  les  vitesses  aux 
autres  points  du  cercle,  et  permet  de  reconnaître  le  carac- 
tère particulier  du  mouvement.  A  la  vitesse  v  correspond  une 

hauteur  ^^  5-  (8  51),  que  le  mobile  ne  pourra  dépasser,  et 

qu'il  ne  peut  même  atteindre  sans  perdre  toute  sa  vitesse.  A 
une  distance  verticale  AE=^b  au-dessus  du  point  A,  menons 
une  horizontale  DD'.  Si  cette  horizontale  coupe  le  cercle  en 
deux  points  D  et  D',  lu  point  mobile  ne  pourra  sortir  de  l'arc 
DBD',  pour  entrer  dans  l'arc  supérieur  DF!/.  Parvenu  en  l'un 
des  points  D,  D',  le  mobile  s'y  trouve  sans  vitesse,  et  redes- 
cend en  prenant  les  mêmes  vitesses  en  sens  contraire.  Le  mou- 
vement est  alors  oseillaloire. 

Si  la  droite  Wy  est  tout  entier^  au-dessus  de  la  circonlé- 
rencc,  la  vitesse  du  mobile  ne  peut  devenir  nulle,  ni  par  con- 
séquent changer  de  signe  ;  dans  ce  cas,  le  mouvement  est  ré- 
vobuif. 

Enfin,  entre  ces  deux  cas,  il  y  a  un  cas  singulier  rcmar- 
quablc,  celui  où  la  droite  DD'  toucherait  la  circonférence 
en  son  point  le  plus  haut  V  ;  dans  ce  cas,  le  mobile,  en  arri- 


oy  Google 


vant  au  point  F,  aurait  perdu  sa  vitesse,  et  par  suite,  s'ilpar- 
vicût  en  ce  poiot,  il  doit  y  demeurer  indériniment.  Mais,  ea 
réalité,  le  point  mobile  n'y  pourrait  parvenir,  et  il  s'en  ap- 
proclieraitdeplas  en  plus  sans  jamais  l'atteindre. 

111.  Équation  du  wuwement.  —  Soit  T  la  vitesse  du  point 
mobile  à  Bon  passage  enB,  au  point  le 
plus  bas  de  la  circonférence  Suppo- 
sons celle  vitesse  dirigée  dans  le  sens 
BM.  La  vitesse  v  en  un  point  quelconque 
m  sera  donnée  par  l'équation  des  forces 
vives.  Soit  MOB  =iif  ;  projetons  le  point 
M  en  P  sur  la  verticale  Ofi  ;  nous  aurons 
Fif.  fiB.  pg_j  ^j  _co3çj^  /  étant  U  longueur  OB 

du  Ql,  et  l'équation  du  mouvement  sera 


et 

it= "f 

On  prendra  le  signe  convenable  pour  que  dt  soit  toujours 
positif;  d'après  l'hypothèse  fuite  sur  le  mouvement,  dç  est  po- 
sitif, et  par  suite  il  faut  prendre  le  signe  +.  On  aura  donc 

Les  différents  cas  que  nous  avons  indiqués  se  traduisent  par 
les  relations 

k<2l, 

k>st. 
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l*Soith>2I.  Ators  le  mouvement'  Sera  oscillatoire.  Fai-. 

Le  rapport  ^  étant  <  1 ,  changeons  de  variable,  en  |>osdiil' 

lorsque  f  est  nul,  x  est  nul  aussi.  L'angle  f  est  d'ailleurs 
limité  ;  car  il  faut,  pour  que  dt  soit  réel,  que  siii*  s  f  ^>t  ^û 

plus  ^  à  S))  ou  à  ^.  Le  maiiihuui  admissible  pour  sin  ^  f 

est  donclenôinbre  c;  cequî'donnex==^-  .■ 

On  a  eofin,  en  dif['érenlianl,. 


etU  fraction 


devient 


sCM^fdf  =  ceotxd». 


iS5?\'<.*  — c'si 


=X"vf^ 


Pour  avoir  la  durée  de /la  demi-roteillalion,  il  faut  iairu 
^n5ç=c,  ou  *=s  ;  ce  Q"'  donne 

V  ?     Jt    ^1  — c»wn»i 

/**         dx 
La  somme   (  -=3====  est  une  fonction  eïlùitimie  de 
J,i/1  —  c*sin*a!  ■    • 
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première  eapice ,   que  Logendre  représente  par  la  notation 
F  {c,  x)  ;  prise  entre  les  limites  0  et  s*  elle  devient  la  /onc- 
tion eomfilète,  qu'il  représente  par  la  notation  F'  (c). 
On  a  donc  la  solution  du  premier  cas,  en  faisant 

.-V/}'i.,.i. 

et  pour  la  durén  dn  l'oscillalion  entière, 

2*  Le  second  cas,  celui  du  motnement  rëvolulif,  se  ramène 
à  la  même  intégrale. 


qu'on  peut  écrire  avec  la  notalionde  Legendre  ; 

Pour  avoir  la  durée  du  tour  entier,  on  fera  ?^2s,  et 
viendra 


nd  02  =  ^  •  '^  formule  géni 


5*  Enfin  quand  ni  =  i  •  la  formule  générale  dcvicnl 
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Le  temps  nScessaire  au  mobile  pour  atteindre  le  point  le  plus 
lUut  de  la  circonférence  sera 


Iilntégrale  générale  de  -X-  est  log  Uing  ^  <>. 
Faisons  donc 

ilTiendcm 


it~~i^f. 


/^.=r-^=[^-^*]:' 


rilhme  infini.  Donc  T  a  une  valeur  infîniment  grande.  Nous  le 
reconnaîtrons  plus  loin  d'une  manière  plus  élémentaire. 


DE  F'  (c). 

lis.  La  durée  du  tour  entier  dans  le  cas  du  mouvement 
rfriolutif,  et  la  durée  de  l'oscillation  simple  dutis  lo  cas  du 
monvement  oscillatoire,  sont  données  par  des  furmulcs  '.>û 
eatre  en  facteur  la  fonclion  complète 


''(•'-/"vî^feî- 
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.  Il&ndmb^  t  -esl  moindre  que  l'unité. 
Le  développemeat  en  série  de  - 


^1— c'sin'f 
valeur  de  cette  intégrale. 
Ona^eo  effet, 

('_î)('_i_i) 


série  convergente,  puisque  e*  sin*f  est  moindre  que  l'imitë. 
Hultiplions  par  rff,  et  faisons  l'intégration  de  Oà  |  : 

'  Tduteslesint^graléssontde  la  forme 
On  les  réduit  facilement  par  l'intégration  par  parties  : 

OU  bien 
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Prenons  les  intégrales  entre  les  limites  0  et  ^  ;  la  partie  en 
dehors  des  signes  /  disparaît  aux  limites  ;  il  vient  donc 

Changeant  dans  cette  égalité  m  en  m —  1 ,  puis  en  m— 2,  elc  , 
on  parviendra  à  la  fin  à  l'égalité 

it  par  suUe,  en  multipliant  membre  h  membre,  on  4i^ra  , , 
Done  / ! 

1.3.5       1  ^5.5.1        T 
3  V       S*     ^2".i«      ^2',4».(t«     ^"V' 

La  durée  de  l'oscillalion  complète  dans  le  cas  du  mouvement 
oscillatoire  sera  représentée  par  la  série    •  , 

Lorsque  6  =  1/5- est  t'es  petit,  ce  qui  correspond  à  un 

angle  d'écart  très  petit  lui  même,  on  pourra  prendre  comme 
approximation,  soit  le  premier  terme  de  la  série, 

soit  les  deux  premiers, 
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Or  h  est  la  flMie  de  l'arc  total  décrit  par  là  point  mobile. 
Si  l'on  appetlc  a  l'écirt  angulaire  total,  mesuré  à  partir  de  la 
verticale,  on  aura  /i=^  (1  —  cos  a).  Donc 


L'ongle  a  étant  très  piïtit,  on  peut  confondre  l'arc  avec  son 
sinus;  on  fera  donc  sin  ^a^getsin'ga^j. 
La  seconde  formule  devient  donc 


Ys{- 


116.  L'équation  T^rI /-,  qui  donne  la  durée  d'une  oscit- 

lalion  très  petite,  peut  être  trouvée 
sans  le  secours  de  l'analyse. 

Soient  A  et  A'  les  limites  de  l'excur- 
sion du  mobile;  considérons  le  mo- 
bile allant  de  A  vers  A',  en  partant 
sons  vitesse  du  point  A. 

Parvenu  en  un  point  H,  le  mobile 

est  sollicité  suivant  la  verticale  par 

""  une  force  MP  =  my;  déterminons  la 

'''  '  composantetangenliellcHi=injrcosii 

de  cette  force.  Abaissons  du  point  H  une  perpendiculaire  Bffi 

sur  la  vertica'e  OB. 

Les  triangles  semblables  OKM,  IMP,  nous  donnent 


Mots  l'angle  BOM  étant  supposé  très-petit,  on  a  Ji  trës^u 
près  KM  =  arc  BM. 

Appelons  i  l'arc  BM,  compté  positivement  à  partir  dupoinlB 
dons  le  sens  BA.  Nous  aurons 


IH  =  llPXi^ 


<j. 


l  étant  la  longueur  du  fil. 


oyGOOglf 


-  Pour  trouver  la  len- 


L*iqiutioii  da  mouvement  est  donc 

A>  _     ^_, ^ 

»U  ~"'dl*~        t  '■ 

La  composante  tangeoliellc  est  proportionnelle  ï  la  lon- 
gneui  de  l'arc,  et  l'on  retombe  sur  le  problème  déjà  traité 
pour  la  cycloïde  ;  la  durée  I  de  l'excursion  simple  est  donnée 
par  la  formule 

Hais  cette  formule,  qui  est  rigoureuse  pour  Ta  cycloïde,  n'est 
qu'approximative  pour  te  cercle.  On  remarquera  qu'on  aurait 
pu  la  déduire  de  la  Tonnule  de  la  cycloïde,  on  substituant  à 
celfe  dernière  courbe,  h  son  point  le  plus  bas,  le  cercle  oscu- 
laleur,  dont  le  rayon  est  le  quadruple  du  rayon  de  la  circon- 
férence génératrice. 

11 7.  Reàterche  de  la  temion  du  fil. 
non  du  fil,  qui  représente  ici  la 
réaction  normale  de  la  courbe  , 
directrice,  il  faut  (g  97)  chercher 
la  résullante  de  la  composante 
normale  de  la  pesanteur,  61  de  la 
force  centrifuge. 

Soit  A  la  position  du  mobile, 
V  sa  vitesse,  AP  son  poids,  AQ  la 
composante  normale  de  ce  poids; 
la  tôision  T  du  fil  sera  égale  à 


Les  deux  forces  s'ajoutent  dans 
toute  la  demi>circonférence  inrérieure,  parce  que  l'ongle  a 

variant  de  —  ^  i  +ô  "  >i<i  cosinus  positif;  elles  se  retran- 
chent pour  tout  point  A'  situé  dans  la  demi-circonférence  su- 
périeure. On  peut  déterminer  la  position  du  point  A'  pour 

Ipquel  l'égalité  aurait  lieu  entre  A'C  et  -p  ;  à  partir  de  ce 
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point,  le  mobile,  s'il  est  soutenu  par  un  fil,  et  non  par  une 
barre  incoitipressiblc,  rentrera  dans  le  cercle  et  décrira, 
comme  un  point  libre,  une  parabole  (g  16}  qui,  parlant  lan- 
genlicllement  au  cercle  au  point  A',  amènera  le  mobile  en  un 
Butrê  point  C  de  la  circonférence. 

Pour  trouver  ce  point  A',  traçons  ta  droite  horizontale  W, 
ligne  de  niveau  correspondante  à  la  vitesse  Dulle,  et  abai»i 
sons  A'S  perpendiculaire  sur  cette  droite.  La  vitesse  v  en  A'  sera    . 
donnée  par  l'équation 

tp»  =  SjxSi'. 

-  La  force  centrifuge,  qui  est  dirigée  suivant  AT,  a  pour 
valeur 

img  X  SA' 
t 

,  La  composante  normale  de  la  pesanteur,  A'CK,  doit  lui  être 
égale.  Du  point  A',  abaissons  une  perpendiculaire  Ail  sur  la: 
verticale  OK.  les  triangles  semblables  A'UO,  FQ'A'  nous  don- 
nent la  proporlion 


et  par  suite 


ou  bien  "       ■  '■ 

ïsi'=-ûn.  :  -' 

r  Mais  SA':=^.  Donc  le  point  H  est  au  tiers  supérieur  de  la- 
distance  OE.  .■.■"__-:•-■■. 
Pour  que  la  tension  du  fil  deviennenuUe,  il  faut  donc  que  la 
ligne  de  niveau  DD'  qui  correspond  h.  une  vitesse  nulle  soitau'' 
dessus  du  point  0,  et  que  l'horizonlale  menée  au  tiers  supé-> 
rjeur  de  sa  distance  à  ce  point  rencontre  la  circonférence,' 
H8.  Nous  avons  vu  (ê'ili,  3°)  que  lorsque  la  droite  DD" 
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touche  le  cercle- en  sôii  point  te  plus  haut,  F,  Te-inobile, 
supposé  mainlenu  sur  la  circonférence,  ue  pcnt'  atieîndre-I^ 
point  F,  bien  qu'il  s'en  approche  indéGniment.  Nous  allons  le 
reconnaître  par  la  géométrie.  '     ' 

Soit  H  une  position  du  mobile  1res  voisine  du  point  F  ; 
appelons  t  l'arc  MF.  Du  point  M  abais- 
sons une  perpendiculaire  MI  sur  la 
verticale  passant  par  le  point  F.  Le 
mobileaupoint  Maurapourvilesseo-  ,        -ni*. 
la  vitesse  due  à  la  hauteur  FI  ^A.     "  ' 
Dans  le  cercle,  le  carré  de  la  corde  FM  est  égal  au  produit 
de  FI  par  le  diamètre  2Z;  et  commel'arcMF  est  très  petit,  on 
a  sensiblement 


£>  =  U!. 

Or 

V^igh, 

el  par  suite, 

^=.;-- 

"   'S=f. 

oDbiea 

'V'" 

•■■.=.y^. 

lÀ  vitesse  v  est  donc  proportionnelle  &  l'arc  qui  sépare 
le  ptkint  mobile  du  point  fixe  Fi  Dans  ces  conditions,  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  le  mobile  mettra  un  temps  infini  à  dé- 
crire le  petit  arc  BIF. 

DèTelopp<)n3.celatccn  ligne-droite  poursimplifier  la  figure, 

et  parlageons-le  en  un  grand  nom-        »,  . .. r 

bré,  R,' de' parties  égales,  aux  points  *b'  <t'- 

8-.»,-ifi...,  d.La-vitesseeoM  étant    '■■  ^^''^-     - 

é^\e  k  V,  conserve  approximativement  cette  valeur  dans  Ibut 
le  parcours  Ha  [  dans  le  parcours  a6,  clic  prend  la  valeur 

px^^^ f^dansieparcours ftc,la valeur t»x^^—^—;-...  dans 
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Or  soit  T  le  temps  fiai  que  le  mobile  meff  rait  i  parcourir 
l'arc  HF,  s'il  conservail  d'un  boula  Taulre  de  cet  arc  laii- 

lesser.  Ce  temps  est  égala  -.La  durée  du  parcours  del'arcHa 

T 

est  donc  égale  &  -  ;  la  durée  du  parcours  de  l'arc  ab  sera  i  U 


durée  du  parcours  Ha  dans  le  rapport  inverse  des  vitesses,  c'est- 
&-dirc  dans  le  rapport  de  R  à  n  —  I  ;  elle  sera  donc  égtkà 

-  X-  _i  ;  on  prouverait  de  même  que  la  durée  du  parcooK 

be  cst-x s>  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  parcours  dFqiù 

demandera  le  temps  -Xt-  Le  temps  lolal  du  trajet  est  la 


formule  rigoureuse  quand  on  suppose  n  infiniment  gntud.  U 
quantité  cnlre  parenthèses  est  alors  la  somme  des  iaverseï  des 
nombres  nalurds  : 


Or  celle  somme  grandit  au  delà  de  toute  limite  k  mesure 
que  le  nombre  de  ses  termes  augm':nle.  Car  prenons-  les  ¥ 
termes  consécutifs 


Chacun  est,   séparément,    plus  grSnd  que  »7ir  ^ 
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cntcnuiu. 
somme' 


surpasse  le  produit  5j:;^x2*,c'esl-à-drreg.  0a  peut 
donc  partager  la  séi-ie  en  groupes  de  lerjoes' 


1 
tels  que  chaque  groupe  soil  plus  grand  que  k-  P>i^  suite  on 

peut  prendre  asses  de  termes  dans  la  série  pour  que  leur 


grandit  donc  au  delà  de  toute  limite,  et  le  temps  du  trajet  du 
point  U  au  point  F  est  infiniment  grand. 

119.  La  formule  qui  donne  le  temps  f  des  oscillatioDS  sim* 
pies  d'un  pendule  de  longueur  l. 


-N^- 


lôumil  un  moyen  très  précis  de  calculer  la  valenr  de  Taccè- 
lération  g  due  à  la  pesanteur. 

II  suflitcn  effet  d'abandonner  le  pendule  après  l*aToir  écarté 
de  la  verticale  d*un  angle  très  petit  ;  les  oscillations  commen- 
cent; on  compte  le  nombre  n  d'oscillations  simples  dans  un 
temps  donne,  une  minute  par  exemple  ;  la  durée  d'une  oscil- 

^  lation  simple  est  alors  de  -~  secondes;  on  connaît  U  longueur 

1  du  pendule  ;  l'équation  devient 


?=-v1- 


et  l'on  en  déduit 
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,  Nous..vâToiis  plus  loia  (Livré  IV)  commenl  les  oscillations 
,d'un  corps  Solide  pesant  se  ramènent  aux  oscillations  d'un 
point  malériel  unique...  .        ,  - 

Il  suffira,  pour  déterminer  g  en  divers  points  du  globe, 
de  faire  osciller  le  pendule  en  ces  divers  points,  et  de  comp- 
ter le  nombre  n  d'oscillations  dans  une  minute. 
Voici  un  tableau  de  quelques  résultats  ainsi  obtenus. 


UEO 

H.L'OlSMTinail 

UTITTOE 

ALTITUDE 

LOItGDEUIt 

m  ranmu  wi 

UTUUOKin 

—  1 

Qailo.auborddeUmer. 

Quito,  dtDslaiinc.  .  . 

Alger ■.   .   , 

Toulouse 

Ôordesni . 

0*;*' 

O-H' 
50'iT 

21110- 
150- 

0-,OT0941 
O-.MUOÔti 
0-,802Î85 
0-,9933t0 
0-,9931D] 
0- ,985855 
0-,SS479l 
.  O-.SM130 

9 
9 
9 

e 

9 

9 
9 

,78W9' 

.nm 

,79Ï39 
,80387 
,805« 
.80895 
,8)821 

Pâlei-sbourg 

Cap  Nord 

HOOVEIIEnT  DC  PEHDtTLE  CmCDLAmB  DAKS  L  lUU 

120.  L'expérience  du  pendule  se  fait  dans  l'air  et  non  pas 
dans  le  vide,  comme  le  supposent  leséqualions  que  nous  avon? 
employées..  11  y  a  donc  lieii  de  se  demander  si  la  formule 

t:=xt/-  est  modifiée  par  la  résistance  du  milieu.  Nous 

allons  voir  qu'elle  subsiste  encore  approximativetnent  lors- 
qu'on suppose  la  résistance  .du  milieu  propqrtionnelle  au 
carré  de  la  vilesse. 

Suit  A  le  point  de  départ  dn:  point  mobile;  OA  =  I; 
AOB=ii,  l'écart  initial.  Lé  mouvement  du  point  se  fait 
d'abord  dans  le  sens  ABA';  il  s'arrête  en'  un  point  A', 
moins  élevé  que  le  point  A,  puisque  la  résistance  du  mi- 
lieu le  long  du  pircom-s  AA'  produit  un  travail  négalif  qui 
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s'ajonte'  âû  travail  de  la  pesanteur  dans  Ie!pan;âunBA';et' 
qui  contribue  à  réduire  à  zéro  la  vitesse,  du  rnobila  le  )ong~ 
d'un  chemin  moindre   que  l'arc  AB.  -  . 

Nou»  allons  chercher  la  durée  du 
rajet  de  A  en  A'  ;  ce  sera  la  durée  d'une 
oscillation  simple.  ' 

Soit  H  la  position  du  point  au  bout 
du  temps  t,  T  sa  vitesse.  On. pourra  re-  a 
présenter  la  résistance  dé  l'air,  qui  est 
une  Torce  tangenlielle  en  H  à  l'arc  AB, 
par  l'eipression 

«■ 
I   \  "'v'  fk.1t.    ,'-,' 

Cette  force  agit  en  sens  contraire  du  mouvement.       , 

La  pesanteur  mg,  projetée  sur  la  tangente  à  l'arc  AB, 

donne  une  composante  égale  à  mj^sinQ,  dane  le  sens  du 

mouvement-si  0  est  positif.  'I  ,  • 

L'équalîon  du  mouvement  est    '  »     .         : 

■.^=«jdlH-»ïp.  f,      ;.      ■      ;      -y 

OU  bien  en  divisant  par  m,  .  ' 


m 


^  =  giin6-gj^. 


La  vitesse  v  peut  s'exprimer  en  fonction  de  9  ;  obsenrons 
que  V  est  regardé  comme  positif  quand  le  point-va  de  A  verï 
A',  c'est-i-dire  dans  le  sens  oii  l'angle  0  diminue.  Môus«uron$ 
donc 


ft'pâi*Aaile  "  i  .   <  .     .     '.j 

•■■■•■  -  .-■     dt 1^ '''-■'  ■■'  ■.  '■■•■" .'i-   i;o 

3  ~         dp' 

Nous  pouvons  simplifier  i'étf&ation  (1)  en  substituant  i 


.y  Google 


tu.  .  nsDOfx 

sin  9  l'arc  6  lui-même.  L'erreur  commise  est  inC&rieare  i 

s-,  quantité  que  nous  regarderons  comme  négligeable. 

L'équation  (1)  devient,  après  ces  substiluliuns  et  ces  trans- 
formations, 

DivisaDl  pari,  et  posant  ^=|i,  quantité  constaDtOf  noui 
aurons  k  intégrer  l'équation 

Laquuittlè)xest  cxtrémcmcntpctile;  n'ons  admettrons  qu'on 
peut  dùvcloppcr  6  en  une  ^érie  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  ascendantes  de  ii,  de  la  forme 

P,  Pf,  P„  étant  des  fonctions  de  1  el  de  l'angle  a  ;  et  cranme 
nous  ne  cherchons  ici  qu'une  formule  approtimative,  nous 
nous  contenterons  des  deux  premiers  termes  de  la  série,  ce 
qui  donne 

(S)  9  =  V  +  V^^ 

La  fonction  P  est  ce  que  devieht  6  quand  on  fait  |t=0.  In- 
troduisons cette  hypottièse  dans  l'équation  (2).  E'Ie  devient 

équation  dont  l'intégrale  générale  est,  avec  deux  constantes 
arbitraires  A  ,et  B, 


t  =  keMty^  +1ltmlW^. 


Les  constantes peuvent'élre  déterminées;  si  l'on  convient 
de  faire  commencer  le  temps  h  l'instant  du  départ  du  point  A, 
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L'iot^rile  de  l'équation  (4)  est 

et,  par  suite,  acostt/^  est  la  valeur  de  la  fonction  P. 

Nous  remplacerons  donc,  dans  l'équation  (3),  P  par 
scos  (  \ /-E-  !  n<iOS  y  remplacerons  aussi  P,  par  a*4|,  en  dési- 
gnant par  0,  une  nouvelle  fonction  du  temps  t  ;  en  sorte  que 
la  Taleur  corrigée  de  0  sera  donnée  par  l'équation 

(6)  •  =  ««»•(  ^f +  ^«9,. 

Sous  cette  forme,  oji  voit  que  t=0,  donnant  i  la  fois  i^x 

et  j-^ssO,  donne  aussi  ft,=Oel  ^=  0. 
ai  ut 

Nous  déterminerons  lu  fonction  4,  en  substituant  la  valeur 

(6)  de  f>  dans  l'équation  (2).  DifTérentiant  deux  fois  de  suite 

l'équation  (6),  il  vient 

Substituons  ccsvalcui's  dans  (2),  développons  les  calculs, 
et  supprimons  les  termes  qui  contiennent  \t.  à  une  puissance 
supérieure  &  la  première.  Il  vient  d'abord 

ensuite,  en  réduisant,  supprimant  les  termes  négligeables,  et 
dinsant  par  |ui*, 

w  Sf+fi.-f^'-'V'î-»- 
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Pour  intégrer  cette  équa&on,  il  convient  dé  rémplacëï'le 
carré  du  sinus  par  sa  valeur  en  fonction  du  cosinus  de  l'arc 
double.  On  a  en  général'  ' 

on3f=l— 3iiB*f  ; 

donc  ■    ■  1.    ■ 

..  Paç  suite 

expression  qui,  introduite  dans  l'équation  (8),  lui  donne  la 
forme  suÏTante 

..  «      ■i^  +  h-i  +  h'^vs/'i'"-    ■ 

L'intégrale  de  cette  équation  peut  s'écrire 

(M)  (.îsii+Rcosf  yï  +  Pcoiïf  y|, 

M,  N,  Pétant  des  coefScients  constants,  que  nous  allons  dè< 
terminer.  On  déduit  d'abord  de  l'équation  (10) 

(11)         §=_Rv/|„i.,y'f-3Pv/îsiB«v^, 

(H)  5=-Kf«»<v/f-tPfc«»«V/f' 

Si  l'on  fait  1  =  0,  8,  seréduilà  M+N-hP,  qui  estparcon» 
séquent  nul,  et  -t^  se  réduit  à  zéro  quels  que  soient  les  coeffi- 
cients Net  P.  Substituons  dans  l'équation  (9)  les  valeurs  de  e, 
et  de  't-jS  et  disposons  des  coefficients  M,  N  et  P  de  manièn: 
È  ramener  cette  équation  &  une  identité.  11  viendra 

+  f  P6o,2(.\/f  -  § +.^M.î(  y^  =0. 
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équation  qui  se  réduit  d'elle-même  à  .<  : 

L'identité  est  assurée  si  Ton  fait 


floQc  en6D  l'équation  (10)  devient  ■        .      '. 

et  la  valeur  de  0  Tournie  par  l'équation  (6)  prend  la  forme 

ou  bien 

Ponr  trouver  le  point  A.'  oà  s'arrêtera  le  mobile,  cherchcnsà 

quel  instant  ^  s'annule  pour  la  première  fois  après  l'instant 

•du  départ  correspondant  à  (=0.  ,■    ,, 

Différentiant  l'équation  (15),  il  vient 

i=-(-¥)#-\^-l'-v^-"\/f,.' 

~v1""'V^[(-'-f->l'«-""\^=»- 

On  peut  satisfaire  algébriquement  à  cette  équation  de  deui 
manières,  soit  en  posant  , 


DigtizeaoyGOOgtf 


«•  >XIU)UU 

soit  en  posant 
Or  cette  seconde  manière  donnerait 


nombre  évideminenl  supérieur  i  i'uniti  en  valeur  absolnt 
lorsque  li  et  a  sont  des  fractions  1res  petiles,  ce  que  noas 
supposons  expressément  ici.  Celle  solution  ne  fournit  donc 
pas  pour  t  une  valeur  réelle.  La  première'  donne  pour  l'arc 


Y^ 


-  une  înlinité  do  valeurs  réelles,  dont  les  deux  moin* 
dress 

et 

Celte  seconde  valeur  donne  t=%  W-  pour  la  durée  do 

l'excursion  du  poini  A  au  point  A'.  On  reirouve  ainsi  la  même 
formule  qucsi  l'oscillation  avait  lUu  dans  le  vide,  et  par  suite 
la  résistance  de  l'air,  supposée  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  n'altère  pas  la  durée  des  oscillations,  et  ne  diaoge 
que  leur  ampHlude. 

Si,  dans  l'équation  (15),  on  fait  ï=i:  l/-,  on  aura  l'ongle 
0  qui  Ûie  la  position  du  point  A'  ;  il  vient 

Ce  qui  indique  que  la  résistance  de  l'air  réduit  l'angle  d'os- 
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4 

cillation  de  la  quantité  ?  \m*.  Les  angles  d'écart  successirs 

Tontdoncen  diminuant  d'après  la  loi  suivante  :  a  étant  l'écart 

A 
initial  do  pendule,  le  premier  tm^le  décrit  est  ia — s|ui*, 

4 

ce  qui  donne  un  nouvel  écart  a  —  =  |jui*=a,;  le  second  angle 

4 

est  par  conséquent  Sa, — -sV^l^  6t  l'écart  correspondant  est 

4  4 

a,— =ii«;=a:,;  le  troisième  angle  décrit  est  2a,— =(«5,  et 


BBACHCBIOCHROHE  DANS  DU    mUKD   BËSISTAKT. 

121.  Soit  0  le  point  de  départ  d'un  mobile  H,  assujetti  & 
suivre  une  courbe  OB  tracée  dans  le  plan  vertical,  sous  l'action 
de  son  poids  P,  cl  de  la  résistance  F  d'un 
milieu  qui  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement, proportionnellement  à  une  fonc- 
tion donnée,  7,  de  la  vitesse.  On  demande 
comment  il  faut  tracer  la  courbe  OB,  du 
point  0  à  un  point  fi  donné,  pour  que  le 
mobile  arrive  à  ce  second  point  dans  le 
moindre  temps  possible. 

Ce  problème  a  été  résolu  pour  h  pre- 


"K 


mière  fois  par  Euler.  Lagrange,  dans  la  legon  IXH*  du  Cakul 
da  foneùon$ ,  Ta  traitée  par  la  Méthode  des  variatiom ,  qne 
nous  allons  suivre. 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes  menés  par  le  point  0, 
l'un  Oî  horizonlal,  l'autre  OZ  vertical  et  descendant.  L'équa- 
tion des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  du  mobile,  dif- 
férentiéeet  divisée  par  la  masse  m,  nous  donnera 

Faisons  d«=dï^l-+-j>*,  en  désignant  par  p  le  rapport 
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Uy  et  remplaçons  vdv  par  J  du,  et  ç(v] 

par  ^  (u).  L'équalîon  du  mouvement  devient 

-      (S)  du  —  isd»  +  mu]^l  +p*d%=0. 

■  -  Imaginons  qu'on  altère  iafmimenl  peu  le  trac6  de  l'arc  OB 
entre  ses  deux  extrémités,  et  soit  OM'B  la  nouvelle  courbe 
que  l'on  obtient  par  cette  altération.  U  mouvement  du  mo- 
bile le  long  de  cette  courbe  satisferait  aussi  à  l'équation  (3), 
dans  laquelle  on  aurait  remplacé  ti,  p  et  s  par  leurs  valeun 
relalives  à  la  courbe  OH'B.  Nous  pouvons  admettre  qu'on  passe 
de  la  première  courbe  à  la  seconde  en  conservant  la  même 
valeur  de  %,  et  en  donnant  à  u  et  à  p  des  variafions  infîninient 
petites  Su  et  3p.  L'équation  (2),  s'appliquant  au  mouvement 
suivant  la  courbe  altérée,  sera  satisfaite  quand  on  y  rempla- 
cera u  par  u+iu,  et  p  parp-^Sp;  retranchant,  on  aura 

_{31 

équation  vraie  pour  tous  les  éléments  correspondants  des 
cnurbesOMB.OM'B. 
La  durée  t  du  trajet  de  0  en  M  est  donnée  par  l'intégrale 


(*) 


Comme  la  valeur  de  t  est  supposée  minimum  le  long  de 
la  courbe  0MB,  elle  ne  doit  subir  qu'une  variation  infiniment 
petite  du  second  Ordre  quand  on  passe  k  la  courbe  infini- 
ment voisine  OM'B,  et  la  condition  du  minimum  est  2t=0, 
cette  quantité  St  étant  la  variation  de  l'intégrale  précéilcnlc 
prise  entre  les  limites  correspondantes  aux  points  0  et  B. 
Nous  aurons  donc 


(1 
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L'équation  (5)  est  une  équation  unique,  qui  s'applique  ait 
parcours  entier  OB.  L'équation  (5)  lient  lieu,  au  contraire, 
d'une  infinité  d'équations  particulières,  qui  établissent  une 
relation  entre  les  éléments  correspondants  des  deus  courbes 
que  l'on  compare. 

Hultiplioas  l'équation  (3)  par  une  fonction  indétermuiée 
T.,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  un  coef^cient  indéterminé 
chacune  des  équations  dont  cette  relation  (5)  tient  la  place, 
puis  Taisons  la  somme  de  toutes  les  équations  ainsi  préparées, 
t'est-à-dire  intégrons  entre  les  points  0  et  B  ,-  ajoutons  eofia 
à  l'èqualion  (5).  Il  viendra  pour  équation  finale,  tenant  lieu,' 
grice  à  l'indétermination  de  X,  des  équations  (5)  et  (S), 


Le  terme  /XMu  se  ramène,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  à  la  difTérence  ).Bu — fiudX;  et  l'équation  (6)  prsnd 
la  forme 


H-£[(d 


'u^/i+p*  vi+i>V 

_        » 
lu  notation  [XSuJ  représente  la  différence  des  valeurs  prises 

parla  fonction  XBu  quand  on  passe  du  pointu  an  point  fi."  ' 
'  JNous  pouvons  profiter  de  l'indétermination  du  i'acteiir  ){ 
pour  réduire  à  téro  le  coefficient  de  8»  sous  le  signé  J';Jl 
sulfil  pour  cela  de  poser 

.     (8i  rfi-iifM^î+7«'»+i^?*-% 
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équation  que  devra  voriiîcr  la  l'onction  X;  l'équation  (7)  àt- 

viendra  alors 

Hais  observons  que  p^-^-;  par  conséquent 


-  tp  =  » 


dx_tdx 


puisque  dx  est  pour  nous  une  constante.  Donc  dsip^Ux, 
Pjsons  pour  abréger 

L'intégrale  indiquée  prendra  la  forme 

r"  ïidï  =  Vto  —  r*  IxrfT. 

Aux  limites  0  cl  B,  Sdc  est  nul,  puisque  les  extrémités  de 
la  courbe  sont  données  de  posilion,  de  sorle  que  l'équation  (9) 
so  réduit  à 


liO) 


Hô-X"'^ 


Le  mobile  étant  supposé  partir  du  point  0  sans  vitesse  sur 
les  deux  courbes,  on  a  en  ce  point  Su:^0;  ce  qui  annale  la 
fonction  X8u  à  sa  première  limile.  Pour  l'annuler  à  sa  seconde 
limite,  il  surat  de  faire  en  sorte  que  >.  =  0  au  point  B.  Or  X 
étant  assujetti  à  vérifier  l'équation  (8),  équation  dilTérentielIc 
du  premier  ordre,  sa  valeur  générale  contient  nécessairement 
une  constante  arbitraire,  grâce  Ô  laquelle  nous  pouvons  ren* 
dre  cette  fonction  nulle  en  lel  point  que  nous  voudrons,  au 
point  6,  par  exemple.  Adoptant  celle  définition  particulière 
de  la  fonction  X,  l'équation  de  condition  (10)  se  réduit  i 


et  comme  Se  doit  rester  arbitraire,  nous  devons  avoir  en  tons 
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points  (IT=0,  ou  V=:conslaDte.  L'équation  de  la  courbe  ësI 
donc,  outre  l'équatioa  (2)  et  l'équation  (8), 


1") 


De  l'équation  (11)  on  tirera  X  en  fonction  de  u  et  de  p;  oc 
difTérentiera  pour  avoir  dK,  puis  on  subsiituera  dans  l'ùi|Uiition 
(8);  on  aura  une  équation  qui  contiendra  les  trois  vuriablcs 
u,  p,  a,  et  leurs  dilîérenlietles  ;  jointe  à  l'équation  (2),  cette 
équation  définira  à  la  fois  la  furme  de  la  courbe  et  le  mouve- 
ment du  point. 

Voici  la  marche  suivie  par  Lagrange  dans  ces  opérations. 

Appelons  -j=  la  constante  du  second  membre  de  l'ëqua- 
liiHi  (11),  l't  posons  pour  abréger 
,1S)  ^  +  3111») -H. 

L'équation  (11)  devient 

L'équalion  (12)  difTÉrenliée  uous  donne 

d'oà  l'on  déduit 

U"^  J  ^ 

Substituons  cette  valeur  dans  (8)  ;  il  viendra 
OD  bien 

(U4  Adw-  [dû ~ Sf  [u] di]di  Vl  +P* «0. 
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Nous  pouvons  remplacer  dans  celle  dernière  équaliomh 
parsa  valeur  tirée  de  (2]  ;  il  vient  alors 

i],[ig—%t{H)\/r+p]dt—lM—mf,]dï]«U\/ÏTp='», 

ou  bien,  en  supprimant  le  fecteur  commun  ihelca  rèiluiaant 
les  termes  semblables, 

Cette  équation  est  intégralile.  On  a  en  effet  en  intégrant  par 

parties.:  . 

igl-JdB)/ÏTP=ÎSi~B)/r+p*+Jnd</r+^ 
.    =^gi  —  1i\Jl+p*+  f-—^=ify  =  ci)Mtante. 

Hais  — — L— 1  =  -;=  en  vertu  de  l'équation  (13).  Donc  eoSn 
\/\  +  p'     va 

2jj-nvT+? +■£:=*. 

V"  

b  désignant  une  nouvelle  constante;  remplaçantH  par  î—r-t 
il  vient  en  définitive  pour  déterminer  l, 

ou  encore 

(17)  8jJ--îj=  =  *.  -       ■ 

Substituons  dans  (11)  la  valeurde>.déduitede(17),  il  viendra 

équation  qui  ne  contient  plus  que  u  et  p,  et  qui  doit  être 
jointe  à  l'équation  (2).  De  l'équation  (18)  on  tirera  u  en  fonc- 
tion de  p  ;  puis  on  eiprimera  du  en  fonction  de  dpy  et  subsli- 
luant  dans  (2),  on  aura  une  équation  différentielle  du  premier 
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orJre  entre  les  variables  p  et  s,  qui  suffira  pour  définir  la 
trajectoire.  11  faudra  bien  se  rappeler  que  la  constante  b  n*est 
pas  arbitraire,  car  elle  doit  être  déterminée  de  maniëFe  & 
annuler  la  fonction  >.  au  point  B. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  •}>  (u)  de  ma- 
nière que  la  brachistochrone  correspondante  soit  une  courbe 
d'espèce  donnée,  définie  par  une  équation  différentielle 


(IB) 


d^  =  f{p)dp. 


Pour  résoudre  cette  question  d'une  manière  générale,  on 
devra  tirer  de  l'équation  (i  8)  la  \aleur  de  p  en  fonction  de~  a 
et  de  la  fonction  ifi  ;  eiprimer,  au  moyen  de  l'équation  (1 9),  ds 
en  fonction  des  mêmes  variables  j  puis  substituer  dans  (S)  les 
valeurs  de  p  et  de  ds  exprimées  en  fonction  de  u,  i|(,  du 
et  d4>.  L'équation  résultante  sera  une  équation  différentielle 
du  preifiier  ordre  entre  les  variables  u  et  (|i,  et  l'intégration 
de  celle  équation  fera  connaître  ^  en  fonction  de  u,  avec  une 
conslanle  qu'on  déterminera  par  la  condition  que  ^(u)  soit 
nulle  pour  u=:0.  


rnOBLËMES  SUR  le  FBOTTBHEnr, 


1  i'i.  Un  point  de  masse  m  part  sans  vitesse  d'un  point  donné 
A,  et  parcourt  la  droite  inclinée  AC 
sous  l'action  de  la  pesanteur  et  du 
frottement.  On  demande  de  tracer 
dans  le  plan  vertical  CAB  une  courbe 
CD  telle  qu'en  faisant  varier  l'incli- 
naisoude  la  droite  AC,  le  point  mette 
on  même  temps  t  k  parcourir  les 
droites  AC,AC',AC".... 

Soit    A  6    la    verticale  ;    faisons 
CAB=ï.  Le  poidsdu  pointmestwiji.  '*■  '"■ 

Il  se  décompose  en  deux  forces,  l'une  h,  égale  à  mgcosn, 
dirigée  suivant  la  droite  AC,  l'autre  it  normale  à  cette  droite 
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etégaleàmjsina;  celte  dernière  représcnle  la  pression  nor- 
male exercée  parle  point  sur  la  droite  AC;  elle  donne  nais- 
sance à  un  frottement  f,  dirigé  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment, et  égal  à  mg  sin  a,  xf,  si  l'on  appelle  f  le  coeflicienl  du 
frottement.  L'équation  du  mouvement  du  point  sur  la  droite 
AG  est  donc 

'»j(i  =  »V(«wa  — /"sin»). 

D'où  l'on  déduit  en  intégrant,  et  en  observant  que  l'espace  i 
et  la  vitesse  -n  sont  nuls  au  point  A  pour  t  =  0, 

Cette  équation,  où  f  est  un  coefGcient  constant,  définit  la 
courbe  cherchée  en  établissant  une  relation  entre  le  rdjon 
vecteur  s  ^AC  et  l'angle  polaire  CAB. 

Faisons /':=tangf;  teHateurcosut— /'sinapourra  se  mettre 

sous  la  forme  — ~ — ^  et  l'équation  du  lieu  devient 


COSf 


,„   9f 


»{»+?)■ 


Elle  représente  une  circonférence. 

Prenons  sur  la  verticale  une  longueur  AB  =  =  gl*y  égale  i 

l'espace  décrit  par  le  point  pendant  le  temps  (,  quand  il  tombe 
librement  le  long  de  AB.  Le  point  B  appartient  au  lieu. 

Par  le  point  A  menons  Al  sous  l'angle  BAI=9,  et  élevons 
en  B  la  droite  BI  perpendiculaire  sur  AB.  La  longueur  Al  sera 


te  point  I  sur  les  droites  issues  du  point  A.  Le  lieu  comprend 
donc  l'arc  ACB  de  la  demi-circonférence  décrite  sur  Al  comme 
diamètre. 

Faisons  tourner  le  plan  BAC  autour  de  la  verticale  ;  dans  ce 
mouvement  l'arc  de  cercle  ACB  engendre  une  surface  de  révo- 
lution qui  possédera  dans  l'espace  la  même  propriété. 
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Si  l'on  joint  CB,  un  point  pesant,  glissant  à  frottement  sur 
cette  corde,  et  partant  du  repos  au  point  G,  mettra  encore  le 
Icmps  /  à  la  parcourir.  En  effet,  considérons  la  courbe  AD,H, 
I  symétiique  de  ADB  par  rapport  à  la  verticale  AB.  Le  point  glis- 
sant mettra  le  temps  1  h  parcourir  toute  corde  AC,  pàrtint 
du  point  A.  Menons  celte  corde  pnraUèlement  à  CB;  elle  scrj 
ègtde  à  GB,  et  les  conditions  du  parcours  des  deux  cordes  CB, 
AB,  seront  les  mêmes. 

Les  tangentes  en  A  et  en  B  à  l'arc  ADB  font  avec  l'horizon  un 
angle  égal  à  f.  Ce  sont  les  limitesde  l'inclinaison  sous  laquelle 
le  point  mobile  tend  à  glisser  ;  ^ 

pour  une  inclinaison  moindre  il 
reste  en  Équilibre  sous  l'action  de 
la  pesanteur  et  du  frottement. 

125.  Ud  plan  AB  fait  avec  l'ho- 
rizon BH  un  angle  donné  égal  A  a.  p,    ^ 
Le  point  M,  de  masse  égale  a  m, 

est  lanré  avec  une  vitesse  V  suivant  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan,  en  montant  ou  en  descendant.  On  demande  de 
déterminer  le  mouvement  que  va  prendre  le  point. 

Prenons  une  origine  arbitraire  A  sur  la  ligne  que  décrit  le 
point,  et  définissons  ses  positions  successives  par  la  distance 
AM  ^  f  ;  cette  dislance  est  comptée  positivement  dans  le 
seosAB. 

La  pesanteur  a  une  composante  fiu^sina,  dirigée  suivant  la 
ligne  de  plus  grande  pente  dans  le  sens  descendant,  et  une 
composante  mg  cos  a  normale  au  plan,  qui  donne  naissance  à 
un  frottement  mgfcos  a.,  tant  que  le  point  glisse  ;  ce  frottement 
est  dirigé  dans  le  sens  positif  si  le  point  monte,  et  dans  lu 
sens  négatif  s'il  descend. 

L'équation  du  mouvement  est  donc,  en  divisant  par  m, 

le  signe  —  étant  pris  tant  que  lecorps  descend,  et  le  signe -H- 
tant  qu'il  monte. 
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Intégrons,  il  viendra 

C  et  C  étant  des  constantes.  Nous  allons  discuter  cette  ôqua- 
tion. 

1'  Supposons  d'abord  que  le  point  soit  lancé  dans  le 
sens  UB,  ce  qui  rend  sa  vilesse  V  positive.  Il  faudra  prendre 
le  signe  — ,  puisque  le  frottement  agit  alors  dans  le  sens  HA; 
supposons  de  plus  que  le  corps  parte  du  point  A,  k  l'époque 
it^O,  avec  la  vitesse  V.  L'é<]ualion  du  mouvement  sera,  an 
moins  dans  les  premiers  instants, 

«  =  ï(  +  i  jï»  (sin  .  - /■«»  ■). 

Hais  ici  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

Si  lang«>/',  le  facteur  sina— /'cosa  est  positif,  les 
deux  termes  de  la  valeur  de  x  sont  tous  deux  positifs,  et 
croissent  indéfiniment  avec  la  valeur  de  (  ;  le  glissement 
se  continue  toujours  dans  le  même  sens,  et  l'équation  est 
vraie  sans  restriction.  La  même  conclusion  s'applique  encore 
au  cas  limite  où  ^=tanga;  car  alors  le  point,  toujours  en 
équilibre  sous  l'action  des  deux  forces,  conserve  constam- 
ment la  vilesse  V. 

Si,  au  contraire,  tanga<;/',  ou  si  le  plan  est  incliné 
d'un  angle  moindre  que  l'angle  du  frottement,  le  fadeur 
sina  —  fcosa  est  négatif,  et  le  second  terme  de  la  valeur  de 
X  est  de  signe  contraire  au  premier. 

Quand  on  applique  la  formule  à  des  valeurs  de  t  indéfini- 
ment croissantes,  x  devient  négatif  pour  les  très  grandes  va- 
leurs de  t;  or  ceci  suppose  que  le  point  mobile  remonte  dans 
le  sens  BA,  après  avoir  descendu  le  plan  dans  le  sens  AB,  ré- 
sultat évidemment  impossible.  D'ailleurs  l'équation,  établie 
dans  riiypothése  que  le  glissement  a  lieu  dans  le  sens  AB,  ne 
doit  plus  s'appliquer  au  cas  ofi  le  mouvement  aurait  lieu  en 
sens  contraire.  Tour  savoir  jusqu'à  quelle  limite  le  mouve- 
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ment  est  dëGni  par  l'équation  obtenue,  nous  cliercherons  le 
signe  de  la  vitesse  -j-  du  mobile.  Il  vient,  en  dirfërentiant; 

La    vitesse  reste  positive   tant  que  t  est  moindre  que 
y 

—77 : : —  :  cllc  devient  nulle  quand  1  prend  c*tte  \a- 

Jl(/C03a— Sina)  '  ^  ' 

leur.  L'équation  ne  doit  plus  s'appliquer  au  delà,  car  elle  doU" 

nerait  pour  ^  une  valeur  négative. 

Hais  alors  le  mobile,  parvenu  en  un  point  oit  sa  vitesse  est 

nulle,  est  comme  un  point  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  d'une 

Inclinaison  inférieure  &  l'angle  du  frottement.  Dans  de  telles 

conditions,  il  ne  tend  pas  à  se  mouvoir,  et,  par  conséquent, 

dx 
au  delà  de  l'époque  pour  laquelle  l'équation  rend  -y-  égal  à  zéro, 

le  point  reste  indéfiniment  en  repos. 

S*  Examinons  ce  qui  se  passe  quand  le  mobile  est  lancé  de 
bas  en  haut.  Alors  T  est  négiitif,  et  l'équation  du  mouvement 
devient 

.=  Vt-t-|si«(sm«  +  /-MS«).  ■ 

et  par  suite 

Le  multiplicateur  du  becond  terme  est  toujours  positif. 

dx 
Mais  V  étant  négatif,  il  arrive  un  instant  où  -j-  change  de  si- 
gne :  il  en  est  ainsi  quand  on  donne  k  t  la  valeur  positive 


(-/■co; 


Si  l'on  continuait  à  attribuer  à  (  des  valeurs  croissantes  i 
dx 
dt 


partir  de  celle  limite,  la  vitesse -^  serait  positive,  le  point 
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descendrait  au  lieu  de  monter,  mnis  en  même  temps  l'équa- 
tion ne  s'appliquerait  plus,  car  clic  suppose  que  le  rroltâtaenl 
s'eierce  dans  le  sens  descendant,  k  parlir  de  la  valeur  de  I 
qui  vient  d'être  indiquée,  le  point  mobile  restera  indéfiniment 
en  repos  si  l'angle  a  est  égal  ou  inférieur  à  l'angle  du  frot- 
tement; il  se  trouve  alors  posé  sans  vitesse  sur  un  plan 
où  le  frotlement  déiruit  inlëgralemeat  la  composante  de  la 
pesanteur.  Si,  au  contraire,  a  est  supérieur  à  l'angle  du 
frottement,  le  point  glissera  en  descendant  après  s'être  an'élé, 
et  lout.se  passera  comme  s'il  partait  sans  vitesse  de  la  posi- 
tion où  l'a  laissé  te  mouvement  ascendant;  par  suite,  son 
mouvement,  dans  cette  Douvelle  période,  est  défini  par  l'équa- 
tion 

«  =  5  J**  (sin  a  —  /coa  a), 

en  comptant  les  abscisses  x  à  partir  du  nouveau  point  de 
départ. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  immédiatement,  dans 
tous  les  cas,  les  positions  où  le  point  s'arrête  ou  change  de 
mouvement. 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  bas,  sur  un  plan  asseï  peu  in> 
clinépourque  tangix<f,  il  parcourra  jusqu'à  l'arrêt  D,  sur  la 
ligne  de  plus  grande  pente,  un  espace  x  tel  que  sa  demi- force 
vive  initiale  \  mV  soit  réduite  à  zéro  par  la  somme  algébri- 
que des  travaux  de  la  pesanteur  et  du  frottement,  c'est-à-dire 
par  la  différence  mgfcos  a  x  «  —  mj  x  «  sin  a.  On  aura  donc 


ïff(/"«)sa  — Biua)       tg  Biii(f  —  a)' 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  haut,  il  cessera  de  monter  quand 
le  travail  négatif  de  ta  pesanteur  et  du  frottement  aura  ré- 
duit à  zéro  sa  demi-force  vive  initiale  \  mV,  c'est-à-dire  lors- 
qu'il aura  parcouru  la  longueur 


De  là  résulte  la  conslrudion  suivante  :  soit  AB  le  plan  in- 
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cliné,  H  le  point  de  départ  du  mobile;  sur  ta  verticale  Ml  de 

V* 
ce  point,  prenons  une  longueur  MC=  5-,  hauteur  due  à  la 

vitesse  initiale  V.  Par  le  point  C,  menons  deux  droites  CP,  CQ, 
faisant  avec  l'horizon  BH  des  angles  égaux  à  l'angle  f  du 
froltemenl.  Ces  deus  droites  couperont  la  droite  AB  en  deux 
points  D  et  E  qui  seront  les  points  d'arrêt  du  mobile. 


Fig.  7S. 


3  les  triangles  CMD,  CUE, 


L'existence  du  point  d'arrêt  D  suppose,  comme  nous  l'a 
indiqué  l'analyse  du  problème,  que  le  plun  M  fait  avec  l'ho- 
rixoD  un  angle  n  plus  petit  que  l'angle  f . 

NODVBMDIT    efclÊRAL   o'ini    POINT    PESANT   SUR    tn  PLU)  INCUNË, 
QUAND   ON   TKHT   COMPTE  DO  FROTTEllEHT. 

124.  Désignons  par  m  la  masse  du  point  et  par  a  l'angle  du 
plan  avec  l'horizon.  Le  poUs  m^  du  point  mobile  se  décom- 
pose en  deux  forces,  l'une  mg  sina,  dirigée  suivant  la  ligne 
(!e  plus  grande  pente  du  pûn,  l'autre  mircosa,  normale. 
Celle-ci  mesure  la  pression  qui  s'exerce  entre  le  point  et  le 
plan,  et,  par  suite,  tant  que  le  glissement  aura  eifeclivement 
lieu,  le  point  subira  de  la  part  du  plan,  en  sens  contraire 
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de  son  mouvement,  un  frotlement  égal  à  mgfcosa,  /"étant  le 
coefficient  du  frotlement. 
Rapportons  le  mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  tracés 
dans  le  plan  donné,  l'un  OX  suivant 
l'horizontale,  l'autre  Oï  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente  dans  le  sens  mon- 
tant.  Soit  OA  la  trajectoire  décrite  par 
le  mobile  dans  le  sens  OA  :  en  une  po- 
sitîon  quelconque  H,  il  sera  sollicité 
par  deux  forces  constantes  en  gran- 
deur, l'une  HP  parallèle  il  Oï  et  égale  i 
nu;  sin  a,  l'autre  HP,  langenle  k  la  f  ra- 
ng. TO.  jcctoîre,  dirigée  en  sens  contraire  du 
mouvement  et  égale  à  mgfcosn.  La  première  a  seule  une 
direction  eonstanle. 

Les  accélérations  correspondantes  à  ces  forces  sont  g  m» 
et  çr^cos  a. 

Construisons,  en  un  point  C  du  plan,  l'indicatrice  des  accé- 
lérations totales.  Pour  cela  menons  une  droite  CB  parallèle  à 
la  tangente  MT  en  un  point  H  de  la  trajectoire,  et  prenons  sur 
Ktte  droite,  à  partir  du  point  C,  une  longueur  CB  égale  à  la 
vilessc  V  du  mobile  en  H  ;  répétons  la  même  construction  en 
iin  point  H'  infiniment  voisin,  ce  qui  nous  donnera  un  nou- 
veau rayon,  GB'=i)  +  dv,  de  l'indicatrice.  Pour  passer  de  la 
vitesse  v  à  la  vitesse  v  +  dv,  il  suflira  de  composer  avec  la  pre- 
mière une  vitesse  acquise  élémentuire  égale  à  jjsinadf,  dans 
le  sens  de  la  ligne  de  plus  grande  penle  du  plan,  et  une  autre 
vitesse  acquise,  égale  à  gfcoaadl,  parallèle  à  la  vitesse  «  et 
de  sens  contraire.  Prenons  donc  sur  la  figure  une  longueur 
BD^ffsinadt,  parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente,  puis 
une  longueur  DB'^ff/'cosadt,  parallèle  à  BC;  nous  passerons 
par  le  contour  BDB'  du  point  B  de  l'indicatrice  au  point  B*, 
infiniment  voisin. 

Cette  construction  nous  permet  de  trouver  l'équation  de 
l'indicatrice  BG  en  coordonnOe!<  polaires  ;  nous  prendrons  le 
point  C  pour  pâle,  la  ligne  de  plus  grande  pente  montante 
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CZ  pour  axe  polaire  ;  l'angle  polaire  ZCB  sera  égal  à  l'anglo  6, 
((lie  ta  tangente  à  la  trajectoire  fait  avec  l'axe  0¥  ;  le  rayon 
vecteur  CB  sera  égal  à  la  vitesse  v. 

Projetons  les  points  D  et  B'  en  E  et  H  sur  la  direction  du 
rayon  CB;  nous  aurons 


ou  bien 


HB  =  DE  +  EB  =  BDeosS  +  DD', 
~d»^  gain  adt  X  COSS  -f  gfeotadi. 


ou  encore 


et  de  plus 

1lW=a^Xda  =  Wttàa6  =  gtinadtXàaS, 

équation  qui  devient,  en  remplaçant  B'C  par  v-f-dtr,  puis  en 
eiTaçant  le  tarme  du  3(>cond  ordre  dv  dO, 

(1)  ,g=ff»in««Dfl 

Divisons  membre  è  membre  l'équaticm  [I  )  par  l'équation  (^) , 
il  viendra 

dv cotO / 

'^  vM"      tin  g      tangK  sinS  * 

équation  différentielle  de  l'indicatrice  BG. 
On  peut  l'écrire  sous  la  forme 

dv      cosM9 f_   d»  ^ 

ce  qui  donne  en  intégrant 

f 

•  rioflx  [iang|^'"'^'  =  consl«ite.    .       . 
Posons,  pour  simplifier  l'écriture,   j — - — =*,  et  rempla- 
çons la  constante  par  une  lettre  A;  il  viendra  pour  l'équa- 
tion de  l'indicatrice  ' 
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le  cas  où  /'=tanga  doit  être  remarqué.  On  a  alors  k=i  ;  le 
produit  sin  Ox  tang^  se-  réduit  i  2sin^6,  et  l'indicatricea 
pour  équation 


c'est  l'équation  d'une  parabole  GB  rapportée  &  son  foyer  C  cl  i 
son  grand  aie  GZ  (tig.  80). 

Connaissant  l'équation  de  l'indicatrice, 
c'est-à-dire  la  valeur  de  p  en  fonction  de  9, 
il  sera  facile  d'achever  la  solution  par  de 
simples  quadralures.  On  aura  d'abord  la  va- 
leur du  temps  {  su  moyen  de  l'équation  {% 
qui  donne 

gûnasine' 

OU, en  rcmplaçanl  p  par  sa  valeur  tirée  de  (j). 


Pour  avoir  tes  coordonnées  x:=OP,  !r:=PM  du  mobile 
(fig.  79),  on  observera  qu'on  a 


Remplaçant  v  et  dt  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  0,  cm 
obtiendra  les  équations 


lins    X       9EinBsfn*$iuig  : 


e  tiiig*!       7>nna  sm«flUnB'|       '"""  iii..»S1.r.g"| 
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Les  quadratures  se  ramènent  aisément  à  l'intégration  ae 
fonctions  simples  ;  posons  ea  effet 


d$  =  idttetmgu=  r-     ,: 

ce  qui  donne  aux  équations  (4),  (5)  et  (6)  les  formes  sui- 
laritcs  : 

■H*)  Al 


_       A*        C[i~u*)du 


125.  Ditauiion.  —  Pour  que  ces  équations  soient  appli- 
cables indéfiniment,  il  faut  que  le  mobile  n'mt  jamais  une  vitesse 
mdle;  car  un  point  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  incliné  y 
demeure  indéfiniment  en  repos  si  l'on  a  tanga=ou  <if,  et 
descend  avec  un  mouvement  accéléré  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  pente  si  tanga>'/'.  La  loi  du  mouvement  change  donc 
à  partir  de  l'instant  pour  lequel  on  a  t=0. 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (7),  «  =  0  suppose  le  rapport 

l+H* 

—j^^infiniment  petit,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  quepourune 

valearinfinimentgrandedeu.Siron  fait  u=  00  dans  ce  rapport, 
il  prend  la  valeur  0  si  it>l,  la  valeur  1  sii^l,  auquel  cas 

e  prend  la  valeur  unie  -s ,  et  enfin  une  valeur  infinie  si  i  <!  1 . 

U  vitesse  ne  peut  donc  s'annuler  que  si  1:>1,  c'est-à-dire 
si  le  plan  fait  avec  rboriion  un  angle  moindre  que  l'angle  du 
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0<otteineiit.  Elle  s'aonule  alors  pour  0=»,  car  celte  hjpotbcse 

rend  infini  u^tangp:. 

Mais  il  faut  vérifier  que  cette  valeur  0=11  correspond  aune 
valeur  iinie  du  temps  t.  Pour  le  reconnaître,  faisons  la  qtta 
drature  indiquée  dans  l'équation  (8).  Il  viendra 


;iO) 


.  ^-fc-  —1 1__1 


C  étant  une  constante  définie  par  les  circonstances  initinlis 
du  mouvement.  Si  fc>'l,  les  deux  termes  qui  contiennent u 
en  dénominateur  deviennent  înâniment  petits  quand  u  croit 
au  delà  de  toutelimite,  de  sorte  que  l'angle  6  atteint  la  valeun 

au  bout  d'un  temps  fini,  égal  à  ^ — = — *• 

Si  k=i,  l'intégrale  change  de  forme.  On  a  alors 

ce  qui  donne 

U  infini  rend  aussi  t  infini,  et  jamais  l'angle  0  ne  devient 
égal  à  X. 

Enfin  »  fc<l;  ou  si  le  plan  est  incliné  à  1  horizon  d'un 
angle  supérieur  à  l'angle  du  frottement,  la  valeur  de  I  s'«- 
.  prime  encore  par  l'équation  (10),  mais  le  terme 
i 


est  alors  positif  et  croit  indéfiniment  avec  u;  de  sorte  que 
l'angle  e  ne  devient  encore  égal  à  s  qu'au  bout  d'un  temps 
infini. 


D,9t,zeG.,G00g[f 
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L'abscisse  x  peut  avoir  une  limite  finie  ;  on  Fobtiendra  en 
intégrant  la  première  des  équations  (9)  ;  ce  qm  doone 


{ÎA  +  11  II 


A  une  valeur  infinie  de  u  correspond  une  valeur  finie  pour  x 
si2fe>l;  dans  ce  cas  la  trajectoire  a  pour  asymptote  une 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Si,  au  contraire, 
2fc^l  ouSit^Cl,  X  croit  sans  limite  en  même  temps  que  u, 
et  la  trajectoire  s'éloigne  indétîniment  de  l'axe  OT. 
Le  tableau  suivant  résume  cette  discussion. 


»^c» 

Le  point  mobile  a'irrate,  b» 
TilesM   devenunt   nulle   au 
bout  d'un  temps  fini. 

*>i. 

t*iv«</- 

mmineu 

le  point  mobile  eontÏDue  indé- 
animent  son  mouTement; 
u   Tilesse   tend   Tare   une 

limite  consCanle  •=  ■  U  tra- 
jectoiw.uneMïraptoledi- 
rigée  suinnl  le  ligne  de 
plui  gnmde  pente. 

A  =  l. 

Ung«=A 

— - 

Le  point  mobile  oontinue  in- 
déOniment  wn  mouvement, 
et  U  tr^ecloire  s'approche 

totedirig*e.uiMiitl»lignû 
de  plus  gnnde  pente. 

l't<l.  et>5- 

iMigacwnpri»  entre 

^*-|oa<^. 

diOniment,  et  iloigne  iodé- 
.Ooiinent  le  mobile  du»  le 
senthoriiouttd. 

,Google 
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126.  Soit  OA  la  courbe  donnée,  que  noas  supposerons  rap- 
portée à  deux  axes  fîxes  tracés  dans  son  plan,  l'un  OX  horiion- 
lal.  l'aulre  OY,  vcriical  et 
dirigé  de  bas  en  haut. 

Nous'  admettrons  pour 
fixer  les    idées    que  la 
courbe  OÀ  soit  tangente 
en  0  è  l'axe  OX  ;  qu'dle 
touine  sa  concavité  vers 
le  haut;  qu'enfin  le  point 
mobile  M  soit  lancé  à  par- 
tir du  point  0  avec  une 
fitesse  donnée,  dirigée 
dans  le  sens  positif  OX; 
nous  allons  étudier  le  mouvement  qu'il  prendra  le  long  iù 
l'arc  OA  jusqu'à  l'instant  où  sa  vitesse  deviendra  nulle. 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  : 
Le  poids  mg,  dirigé  parallèlement  à  OY,  mais  dnns  le  sent 
négatif; 

Et  la  réaction  de  la  courbe;  celle  force  se  décompose  en 
deux,  l'une  normale  N,  l'antre tangentielle,  égaUùfîi  tantq«t 
e  glissemetU  a  lieu.  Celle-ci-est  dirigée  suivant  la  tangente  MI 
i  ta  trajectoire,  et  dans  le  sens  tffi  opposé  au  mouvement  du 
mobile. 

La  réaction  N  est  située  dans  le  plan  osculateur  à  la  trajec- 
toire, c'est-à-dire  ici  dans  le  plan  vertical  YOX.  En  effet,  la 
résultante  des  forces  mg,  N  et  /"N  est  la  force  tot»<1e  qui  solli- 
cite le  point  mobile  supposé  libre.  Elle  est  donc  contenue 
dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  qu'il  décrit.  Or  les 
forces  mgel  fH  sont  déjà  situées  dans  ce  plan.  Donc  il  en  est 
de  même  de  la  force  N.  -  - 
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Soit  0  Tangle  de  ta  tangente  avec  l'axe  des  x.  Décom- 
posons les  Torces  suivant  lu  tangente  MT  et  ia  normale  HN. 
La  force  mg  a  pour  composantes  mj;cos9,  suivant  le  prolon- 
gement delà  normale.ettnjT sine  suivant  la  tangente,  en  sens 
contraire  du  mouvement. 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  delà  courbe  au  point  H  ;  nous 
aurons  les  deux  équatioi^  .  - 


Nous  allons déterminerv  en  fonction  de  l'angle  0.  Soit  Ji 
l'élément  de  l'arc  décrit  par  le  mobile  dans  le-tempsdti  nous 


déplus 

f-  dr 
Remplaçons  dt  et  p  dans  tes  équations  (1)  par  leurs  valeurs 


il  viendra,  en  muttipli<int  par  dt, 

„  (   nrilii  =  —  MgdttinB  —  fSiU, 

\  miflilO  i-:  Nrf»  —  tH'jdicosi. 

Le  produit  ds  sîn  6  est  égal  A  dij,  et  le  produit  dx  cos^O  à  dx  ; 
les  équations  {2)  prennent  donc  la  forme 


(S) 


Inivilv  ^  —  mgdj/  —  fTSidi,. 
jni!*d1  =  Siii  —  mgdx, 

U  première  est  la  forme  difTérentielle  de  l'équation  des 
forces  vives. 

Eliminons  N  entre  ces  deux  équations,  en  multipliant  la 
seconde  par/',  et  en  l'ajoutant  à  la  première;  il  viendra 

(*)  iH(r(f>  +  ft^da]  =—  mgidy  +  fdx). 
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L'équation  de  la  courbe  OA  étant  connue,  on  pourra  expri- 
mer en  fonclion  de  0  les  coordonnées  y  et  c,  puis  former  la 
fonction 

(5)  ï  +  /fc  =  F(S), 

â'oA  l'on  déduit  en  différentiaDt 
Substituons  dans  l'équatioq  (4)  ;  il  viendra 

10)  ^+^  =  ^gr'(i). 

équation  linéaire  du  premier  oi-dre  entre  les  variables  r*  et  fi. 
Posons  v*=:u;  l'équation  devient 

g+S/W îffF'[«)j 

l'intégrale  générale  est,  en  désignant  par  C  une  constante 
arbitraire, 

et  par  suite 

(7)  w  =  \Jt-^'*h-1g  ÇcV*fl»)dB\. 

Connaissant  v  en  fonction  de  0,  on  en  déduira  v  en  fonc- 
lion de  l'arc  s,  qui  est  lui-même  exprimable  en  fonction  de 
6;  puis- une  seconde  quadrature  déterminera  la  valeur  in 
temps  t. 

Si  la  vitesse  v  devient  nulle  en  un  point  où  l'angle  0 
soit  au  plus  égal  à  l'angle  du  frottement,  le  mobile  s'ar- 
rête en  ce  point,  et  le  mouvement  ne  se  prolonge  pas  au 
delà. 

Si,  au  contraire,  la  vif  esse  v  devient  nulle  en  un  point  pour 
lequel  l'angle  6  soit  supérieur  à  l'angle  du  frottement,  le  mo- 
bile parvenu  en  ce  point  s'arrête,  puis  revient  sur  ses  pas. 
Les  équations  de  son  mouvement  sont  alois,  en  comptant 
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toujours  positivement  les  vitesses  dans  le  sens  OA  des  arcs 
positifs, 

m—  =îi  — «5cp»S. 

On  a  encore  les  équations 


puisque  v,  di  et  àH  sont  négatifs  ensemble  pendant  cette  pë-' 
riode  du  mouvement  La  seule  modification  à  iatroduire  dans 
le  calcul  consiste  donc  à  changer  fea  —  f.  L'équation  (4)  de- 
vient 

>»  («fti —  /%««»)  =— mff  (dV — /a*), 
de  sorte  que  la  fonction  F  (6)  doit  changer  de  forme;  au  lieu 
de  représenter  la  somme  if  +  fx,  elle  représente  la  diffé- 
rence tf  —  fx.  Si  l'on  appelle  *  (6)  cette  nouvelle  fonction, 
on  aura  pour  les  vitesses  dans  la  période  descendante 

et  ce(te  équation  sera  applicable  jusqu'au  point  de  la  trajectoire 
oùelle  atlril.ucà  v  la  valeur  zéro.  Alors  le  mouvement  s'ar- 
rête si  6  est  au  plus  égal,  en  valeur  absolue,  à  l'angle  du 
frottement;  il  se  prolonge,  au  contraire,  et  l'équation {7)  de- 
vient de  nouveau  applicable,  si  0  est  supérieur  en  valeur  ab- 
solue à  cette  limite. 

127.  Remarque.  — Les  fonctionsF(ft),  4>(Q)  et  leurs  dérivées 
F'(&),  *'i6)  peuvent  être  représentées  par  des  droites  sur  la 
Dgure.  Occupons-nous  seulement  des  fonctions  F  et  P'. 

Par  le  point  0  menons  une  droite  OF,  faisant  au-dessous  de 
l'axe  OX  un  angle  FOX  égal  à  l'aiigle  f  du  frottement.  L'équa- 
tion de  cette  droite  sera 

y  +  /i  =  0. 
La  fonction  F  (6)  exprime,  pour  chaque  point  M  de  la  courbe, 
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la  puitsanee  de  ce  point  par  rapport  à  cette  droite  OF,  oa 
la  longueur  MC  comprise  sur  l'ordonnée  entre  la  droite  et  la 
courbe. 
Pour  avoir  de  même  la  représentation  delà  dérivée F'{ft), 

obsenrons  que  cette  fonction  est  égale  à  -  ^     ' — .  Or  nous 
avons 

donc 

ds      ' 

ç  étant  l'angle  du  frottement. 

Soit  P  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M .  Menons 
par  le  point  P  une  horizontale  PS,  et  par  le  point  M  une  pe^ 
pendiculaire  IS  à  la  droite  OF.  Nous  formons  ainsi  un  triangle 
MSP,  dans  lequel  l'angle  S  est  le  complément  de  l'angle 
F0X=7,  et  l'angle  M  est  égal  à  l'angle  MKF  des  droites  MT, 
OF,  ou  à  la  somme  0 + e .  Donc 


et  par  suite  PS=F'{ft). 

On  peut  observer  que  le  triangle  HPS  est  semblable  au 
triangle  ECM,  et  que  les  célés  HC,  PS  qui  représentent  les 
fonctions  F(e),  F((i),  sont  homologues. 

128.  Apptication  au  eereie.  —  Soit  R  le  rayon  du  œrde. 
Nous  aurons 

f{t)  =  V,{gia9+fcat9), 
Ce^t'{f)dB  =  Af«^tàn»M  +  hffeV*e<Kl)it. 

L'intégration  par  parties  donne  immédiatement 
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D'où  l'on  déduit,  en  résolvant  par  rapport  aux  inlégrales  : 

J  i^V* 

etréqoation  (7)  devient 

On  pourra  déterminer  la  constante  C  en  exprimant  que, 
pour  9=0,  V  a  une  valeur  connue  v,,  ce  qui  douDu 

le  point  d'arrêt  du  mobile  dans  sa  course  ascendante  corres- 
pond à  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 

(■••-^5»")'-*''=ffïr''="'"'-''-''""°'* 
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130.  Li  dynamique  des  systèmes  matériels  se  déduit  de  la 
dynamique  du  point  isolé.  Un  système  matériel  est  toujours 
formé  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  points  matériels, 
réunis  les  uns  aux  autres  soit  par  des  forces,  soit  par  des 
liaisons  qu*on  peut  remplacer  par  des  forces  équivalentes. 
ËcrÎTons  les  équations  du  mouvement  de  chacun  de  ces  points, 
sons  l'action  des  forces  données  qui  les  sollicitent  et  des  forces 
inconnues  qui  tiennent  lieu  des  liaisons;  nous  formerons 
ainsi  un  groupe  d'équations  simultanées  qui  déterminent 
entièrement  le  mouvement  du  système  &  partir  d'un  état  ini- 
tial donné. 

Le  tSéorème  de  iTAlembert  est  une  loi  générale  du  mou- 
Temenl  des  systèmes  matériels  :  il  est  fondé  sur  une  re- 
marque que  nous  avons  déjà  faite  à  l'occasion  du  mouve- 
ment d'un  point  unique  (g  72).  Nous  avons  vu  qu'il  y  a  à 
chaque  instant  équilibre  entre  les  forces  effectives  qui  sollici- 
tent un  point  matériel,  et  une  force  fictive,  —  mj,  que  nous 
avons  appelée  forée  d^inertie,  et  qui  est  égale  en  valeur 
absolue  au  produit  de  la  masse  par  l'accélération  com- 
muniquée an  point.  La  force  d'inertie  est  dirigée  en  sens 
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contraire  de  l'ac -élération.  Le  théorème    de   dMlemberl 
n'est  que  l'extensioii  de  celle  remarque  presque  évidente  au 
mouvement  d'un  système  composé  d'autant  de  points  qu'on 
voudra. 
150.  .Soient  M,  M',  M",...  le*  difTérenls  points  quî"côm[H)- 

sent  le  système  ; 
Appelons      m,  m',  m",...  leurs  masses; 

j,  }',  ;",...      leurs  accélérations  totales  à  »n 
instant  donné,  défini  par  une 
valeur  particulière  du  temps  I. 
Nous  désignerons  par 

F,  F',  F",...    les  forœs  données  qui  sont  ap- 
pliquées   directement    jt    ces 
points, 
cl  par  It,  R',  R",...   les  forces  résultantes  inconnues, 

tenant  Lieu  des  liuîsons  qui  agissent  respectivement  sur  cha- 
cun d'eux. 

Al'inslantdonnéilepointM  peut  être  considéré  comme  libre, 
pourvu  qu'à  la  Torce  F,  directement  appti<|uée  à  ce  point,  on 
adjoigne  la  force  It,  résultante  de  toutes  les  liaisons  auxquelles 
il  est  soumis.  Il  y  a  di>nc  équilibre  à  ce  même  inslunt  entre  la 
force  F,  la  force  B,  et  la  force  d'inertie  du  point,  —  «y.  De 
même  il  y  a  équilibre  autour  du  point  H'  entre  les  forces 
F',  R'  et  — m'i',  autour  du  poinl  M"  entre  F",  R"  et  — m'y, 
et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  points  du  système.  Remarquons 
bien  qu'il  s'agit  là  d'un  équilibre  entre  des  forces,  ce  qui 
n'implique  pas  l'équilibre  effectif  du  point  auquel  elles  sont 
appliquées,  car  l'une  des  forces  qu'il  faut  joindre  aux  forces 
réelles  pour  satisfaire  à  ret  équilibre  idéal  n'est  qu'une  pure 
conception  de  l'esprit.  Pour  distinguer  un  tel  équilibre  fictif 
de  l'équilibre  réel  entre  des  forces  sollicitant  un  même 
poinl,  on  donne  quelquefois  au  premier  le  nom  d'^ui/ifrre 
dijnanùqM. 

Chacun  des  points  H,  U',  M"....  étant,  à  l'instant  considéré, 
soumis  à  desforces  quisefontéquitibre,  en  comprenant  dans 
ces  forces  la  force  d'inertie,  nous  dirons  pour  abréger,  en  fai- 
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sant  abstmctiofi  du  mouveitieat,  que  le  point  est  à  cet  instant 
en  équilibre  sous  l'action  de  ces  forces,  et  par  suite  que  le  sys- 
tème matériel  composé  de  tous  ces  points  est  lui  même  en 
équilibre  à  chaque  instanf,  sous  l'aclion  commune  des  forces 
données  F,  des  forées  inconnues  R  et  des  forces  d'inertie  — it^. 

Prenons  donc  le  système  dans  la  position  qu'il  occupe  et 
faisons  abslraclion  du  mouvement  qui  l'amène  k  une  position 
voisine.  Toutsepasseà  l'instant  considéré  comme  si  le  système, 
assujetti  aux  liaisons  qui  équivalent  sus  forces  It,  é'aît  en  éijui- 
libre  sous  l'action  des  lorces  données  F  et  des  forces  d'inertie 
— mj.  U  suffira  par  conséquent  d'écrire  les  équations  d'équi- 
libre de  ce  système  à  liaisons,  sous  l'action  commune  d^ 
forces  F  et  — mj,  pour  avoir  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  système,  car  ces  équations  nous  donneront  à 
chaque  instant  les  accélérations  totales,/,  de  ses  divers  points. 

13t.  Le  théorème  du  travail  virtuel  (II,  g  135)  permet 
d'exprimer  par  une  seule  équation  toutes  les  conditions 
d'équilibre  d'un  système  quelconque.  Si  X,  Y,  ï  sont  les  com- 
posantes parallèles  aux  aies  de  la  force  appliquée  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  x,  la  condition  générale  de 
l'équilibre  du  système  est 

les  déplacements  virtuels  Sx,  Sjr.  Ss,  étant  supposés  compa- 
tibles avec  les  liaisons;  c'est  à  cette  condition  seulement  que 
les  forces  tenant  lieu  des  liaisons  sont  éliminées.  Quand 
les  déplacements  virtuels  restent  quelconques,  l'équation 
générale  devient 

en  désignant  par  x,  t,  s,  les  composantes  parallèles  aux  aies 
des  forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons. 

La  seule  modification  à  introduire  dans  cette  équation  pour 
passer  du  repos  au  mouvement,  et  de  l'équilibre  réel  à  l'équi- 
libre dynamique,  consiste  à  joindre  aux  forcesX,  Y.  Z,  les  for- 
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ces  d'inertie  décomposées  suivant  les  axes,  et  dont  les  compo- 
santes sont  (g  73) 

d*s  d*!(  tPt . 

de  sorte  que  l'on  aura  pour  l'équation  générale  du  mouve- 
ment du  système  donné,  l'équation  suivante 

4^+-"^')*-+('+'-S')'' 

quand  oQ  laisse  5ï,  ^,  Sx,  complètement  arbitraires,  et  l'équa- 
tion 

i'i>[(^-&")"*(<-"S)«»-^('-^)'-]=»- 

quand  on  assujettit  les  déplacements  virtuels  ^,  Stf,  Sx  i  satis- 
faire aux  liaisons  auxquelles  le  système  est  soumis,  de  ma- 
nière à  éliminer  les  forces  R. 

Be  ces  deux  équations,  la  première  n'apprend  rien  de  nou- 
veau, car  l'indétermination  complète  des  facteurs  Bx,  ijf,  il, 
sépare  chaque  terme  de  tous  les  autres,  et  conduit  à  égaler  à  lèro 

chacune  des  fonctions  I  +  x — m  -r^ ,  Y  +  t  —  ""-ïtf  i  et*-  • 

en  d'autres  termes,  le  théorème  de  d'Alembert  ainsi  compris 
amène  à  poser  les  équations  du  mouvement  de  chaque  point 
considéré  seul.  H  n'y  aurait  1&  aucun  progrès  ?ur  la  dynamique 
du  point.  Hais  la  seconde  équation,  celle  que  nous  appelons 
'équation  (1),  a  une  tout  autre  portée;  car,  moyennant  la 
irestrictîon  imposée  aux  facteurs  indéterminés  Sx,  8jf,  Si, 
yie  élimine  les  forces  dues  aux  liaisons,  x,  t,  z,  et  nous 
donne  en  définitive  les  équations  différentielles  du  mouvement 
du  système  indépendamment  de  ces  forces  inconnues.  Nous 
allons  faire  voir  qu'on  peut  tirer  de  l'équation  (t)  toutes  les 
équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système,  lorsque 
les  liaisons  sont  exprimées  par  des  équations  entre  le  temps 
et  les  coordonnées  des  différents  points. 
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152.  Nous  supposerons  qae  le  système  matériel  doot  on 
cherche  le  mouvement  comprenne  n  points,  dont  les  coordon- 
nées sont  X,,  t/j,  Xj  pour  le  premier^  x„  ;(„  s,  pour  le 
second,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier,  qui  a  pour  coor- 
données X,,  jf„  V 

le  problème  du  mouvement  du  système  sera  résolu  lors- 
que ces  3  n  coordonnées  seront  connues  en  fonction  du  te^ps 
t  Les  liaisons  sont,  par  hypothèse,  exprimables  par  des  équa- 
ions  où  entrent  les  coordonnées  de  certains  points  et  où  peut 
(Dtrer  le  temps.  Nous  supposerons  qu'il  y  aiL  fc  équations  de 
cette  nature,  que  nous  représenterons  par  le  tableau  : 


L,  =  0, 


Ces  k  relations  étant  données  d'avanoe,  il  n'y  a  plus  que 
3n— fc  équations  à  trouver  pour  que  le  mouvement  du  sys- 
tème soit  analytiquemerit  défini.  Nous  allons  montra-  que 
l'équation 

conduit  aoxSn — ifc  relations  cherchées. 

Les  variations  Sx,  iy,  Sx,  représentent  les  projections  da 
déplacement  virtuel  imprimé  au  point  du  système  dont  les 
coordonnées  son!  X,  !/,  a,  à  l'instant  défini  par  une  valeur  quel- 
conque t  du  temps,  sous  la  condition  que  le  déplacemcit 
soit  compatible  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  avec  les  équa} 
lions  (2). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  une  même  valeur  du  temps  t,  les 
équations  (2)  sont  satisfaites  à  la  fois  par  les  coordonnées 
x„!l„  3„x,,i/„2,...  des  points  du  système,  et  par  les  mêmes 
coordonnées  augmentées  de  leurs  variations,  x^^^ix^, 
Ïi  +  Bfft)  Si  +  3>it"*t  lesquelles  définissent  la  position  dû 
système  après  qu'il  a  subi  le  déplacement  virtuel.  Retranchant 
Tune  de  l'autre  chaque  équation  ainsi  transformée,  on  aurt 
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la  série  d'équations  suivantes,  qu'on  obtiendrait  en  iM- 

rcntiant  les  équations  (2)  sans  faire  varier  le  temps  t  : 

I/rfL, ,  <a,  ^  ifL, ,  dl,,,  \ 
l  T-  **.+  3—  iy,  +■  -7—  îïi  +  -7-  lr.+  .  . .  ) 
\ax,     *      agi  "'      <l'i     '      </y,     '  / 

f      <"•»,      ,  -/''I-t,  dit.         dit.     \       . 

La  compatibilité  du  déplacement  avec  les  liaisons  conduit 
donc  à  poser  ces  it  équations  (5),  ce  qui  permet  d'exprimer  t 
variations  par  des  fonctions  linéaires  des  3n  —  il  autres; 
celles-ci  restent  arbitraires.  Substituons  dans  l'équation  |1) 
les  valeurs  des  Jt  variations  ainsi  exprimées;  elle  sera  rame- 
née à  ne  contenir  que  3n  —  k  variations  toutes  arbitraires; 
elle  les  contiendra  d'ailleurs  toutes  au  premier  d^ré,  et 
pour  satisfaire  à  l'équatioa  (i)  en  les  laissant  arbitraires, 
il  suFRra  d'égaler  à  zéro  séparément  chacun  de  leurs  coefli- 
cienls.  Cela  fournira  3n  —  k  équations,  contenant,  outre 
le  temps  t  qui  peut  y  figurer  explicitement,  les  coordon* 
nées  des  points,  les  dérivées  partielles  des  fonctions  L,, 
Lj,...  L,,  par  rapport  aux  coordonnées,  enfin  les  forces  et 
les  secondes  dérivées  des  coordonnées  par  rapport  au  temps. 
Ces  3n  —  it  équations,  joinlci-  aux  k  équations  de  liaisons, 
complètent  le  nombre  5n  d'équations  nécessaires,  et  le  pro- 
blème est  ramené  à  une  question  d'analyse. 

135.  Cette  métbode  montre  l'importance  de  la  notation 
adoptée  pour  représenter  les  déplacements  virtuels.  La  carac- 
téristique S  est  afTectée  à  cet  usage;  les  quantités  Zx,  èif... 
sont  de  simples  facteurs  auxiliaires,  qui  ne  figureront  plus 
dans  les  équations  difTèrenticlles  définitives;  tandis  que 
dx,  dy,...  sont  les  projections  de  l'élément  eftectivemenl 
parcouru  par  un  point  du  système  pendant  le  temps  <{(■ 
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Les  ix,  îy,...  sont  assujetlis  à  la  condilion  de  satisfaire  aux 
équations  (5)  quand  le  tcirips  t  re!^te  constant  ;  en  dehors  de 
cette  condition,  ils  sont  complètement  arbitraires.  Les  dx, 
dg...,  projections  du  déplacement  réel  du  point,  satisfont  aux 
équalions  (2)  dilîérentiées  en  y  faisant  varier  le  temps  ainsi 
que  les  coordonnées  ;  la  premicie  de  ces  équations  donne, 
par  exemple, 

De  là  résulte  que  parmi  tous  les  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  à  un  instant  donné,  le  déplace- 
ment effectif  du  syslèmi;  peut  n'èlre  pas  compris,  bien  qu'il 
soit  évidemment  compatible  avec  ces  liuisons  pendant  tme 
duiéc  infinimenl  petite  ;  car,  dans  le  premier  cas,  le  temps 
doit  être  tr»té  comme  une  constante  dans  les  équations 
(2),  tandis  que  dans  le  second  il  doit  èlre  considéré  comme 
Tariable.  Pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  de  faire  celte  distinction, 
il  faut  et  il  suflit  que  le  temps  n'entre  pas  dans  les  équations 
de  liaisons.  Alors  le  déplacement  effectif  du  système  pendant 
le  temps  dt  est  compris  parmi  les  déplacements  virtuels, 
compatibles  avec  les  liaisons,  qu'on  peut  imaginer  à  l'iastant 
défini  par  la  valeur  t  du  temps. 


EXEUPLE  DE  L  ElIPLOI  DE  LA  HËTnODB. 

134.  Deux  points  pesants.  H,  H', 
sont  réunis  à  dislance  invariable 
HH'=/.  Le  système  est  libre  dans 
l'espace.  On  demande  les  équa- 
tions difliËrentielles  de  son  mouve-  

ment,  rapporté  à  trois  axes  rectan-  y 

gulaires.  ^/ 

La  tige  MM' e^t  supposée  sans  masse  ^    ^ 

et  sans  poids. 


L'équation  exprimant  la  liaison  des  deux  points  sera,  en 
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appelant  x,  y,  %,  les  coordoimées  de  II,  et  af^  tf,  ^,  ceUes 
de  M', 

Par  suite,  les  dëpiacements  virtuels  compatibles  avec  iM 
Maisons  satisferont  à  l'ëqualion 

L'équation  générale  est  pour  un  système  de  deux  points 

M'"— ■  7?)  •■^+ ("—S)  *+ ('■-'sr)<'=«- 

On  a  d'ailleurs,  en  supposant  l'axe  OZ  verticalt 


1  =  0, 

l'-O, 

ï  =  0. 

ï'=0, 

I—™,, 

1'=- 

Tirons  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  Sz*.  Noua  aurons 
Subaliiucnt  dans  (3),  il  \ient 

[-f;-.:-E^-'ë'sî]- 

[iH  (Pi"! 

Les  cinq  variations  Sx,...  Stf*.  étant  indépendantes,  on  ëga 


"  D,g„zec.yGOOg[e 
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Icra leurs  coedicients  àiëro,  et  on  aura  les  cinq-ëquations 
difKi-enlJéUcs  ."     ' 


»-ffi- 


Les  cinq  équations  (4),  jointes  à  l'équation  (1),  définissent 
analytiquement  les  six  fonctions  x,  y,  %,  x"  ^,  s*,  en  fonction 
du. temps  t.  L'intégration  des  équations  (4),  qui  sont  du  se- 
cond ordre,  introduira  dix  constantes  arbitraires;  on  les 
déterminera  en  donnant  la  position  et  la  vitesse  du  point  H  à 
l'instantf^O,  ce  qui  fait  déjà  six  constantes;  la  position  et  la 
TÎtesse  du  point  H'  au  même  instant  donneraient  aussi  six 
constantes  ;  mais  ces  six  constantes  sont  liées  aux  six  pre- 
mières par  deux  équations,  savoir  l'équation  (1),  et  la  dérivée 
de  celte  équation  prise  par  rapport  au  temps  t  ;  il  y  a  donc 
deux  des  six  dernières  constantes  qu'on  pourra  exprimer  en 
fonction  des  dix  autres,  ce  qui  réduit  à  dix  le  nombre  des 
constantes  dont  on  peut  disposer  arbitrairement. 

135.  Traitons  le  même  problème  dii'ectenient. 

La  tension  B  de  la  tige  qui  joint  les  deux  points  H  et  H', 
est  une  force  inconnue,  équivalente  à  la  liaison  établie  entre 
ces  deux  points. 

Soient  a,  p,  f,  les  angles  de  la  droite  HH'  avec  les  axes  ; 
nous  pourrons,  en  introduisant  les  forces  mutuelles  R  et  —  B, 
r^rder  les  points  H  et  M'  comme  libres. 

Nous  aurons  donc  les  six  équations  : 

«3-1  =  — my-J-RcM]i,       "'-jp  =  —  "■'?  — ncos». 
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D'ailletirs 

(6)'         eo. 

_*'— * 

^,.tl,    „,  =  £=_.. 

Substituons 

ces  valeurs  dans  les  équations  (S),  et  Urona  de 

chacune  la  valeur  de  7, 

puis  «galons;  U  nendn  1>  airie  d'6- 

galités 

m       T- 

-0   "S+-»    . 

y'_y                    i'„. 

«'g 

-S    'ï:+-'.. 

ce  qui,  en  laissant  de  cdlé  l'inconnue  B,  forme  un  groupe 
de  cinq  équations  distinctes,  identiques  aux  cinq  équations 
du  groupe  (4).  On  y  joindra  l'équation  (1). 

Cette  marche  fait  connaître  du  même  coup  la  valeur  de  la 
force  R  qui  équivaut  à  la  liaison.  Nous  allons  voir  que  la  mé- 
thode fondée  sur  l'application  du  théorème  du  ti-avail  virluel 
conduit  toujours  à  la  détermination  de  U  ten$ion  des  Uau. 


MËrnODE  DES  HULTlrUCHTEURB. 

136.  Reprenons  les  équations 


m 


I,  =  0, 


Pour  trouver  les  équations  du  mouvement  à  joindre  aai 
équations  (2),  il  suffit  de  différentier  ce»  équations,  saos 
y  faire  vaiier  le  temps  t,  puis  de  tirer  les  valeurs  de  fc  va- 
riations ix,  £y,...  en  lonction  des  autres,  de  les  substituer 
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dansrëqiiafion(l),  et  d'égaler  à  zéro  les  cocfRcîcnts  de  toutes 
les  varîutions  qui  y  restent  après  la  substitution.  On  peut 
procéder  d'une  autre  manière  à  cette  élimination.  Formons 
les  II  équations 


r'*'  +  Âr*î'.  +  j 


'-sz«-*^+- 


\  C7«'+ ="• 

Au  lieu  d'en  tirer  tes  valeurs  de  k  Tariations  en  fonction 
desSn  —  fc  autres,  nous  pouvons  lier  les  5n  variations  fi  k 
nouvelles  variables.  Appelons  Xj,Xj.,.  Xt  des  multiplicateurs 
indéterminés;  multiplions  la  première  équation  par  \y  la 
seconde  par  X,,...  la  1^  par  Xj  ;  puis  faisons  la  somme  de 
toutes  ces  équations,  cl  ajoutons-les  à  l'équation  (1)  :  nous 
aurons  pour  résultat  l'équation 


(*l 


-l-etc 


<-^iEf  +  -+>.  ad- 


équation qui  doit  être  identiquement  vérifiée,  quelles  que 
soient  les  3r  variations  ix^,  iy„  Sx,,  ix„...,  pourvu  qu'on 
donne  aux  nouvelles  indéterminées  X,,  >,..  x^les  valeurs  con- 
venables. L'équaUon  (4)  se  décompose  donc  en  3n  équations 
distinctes,  savoir  : 
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et  pour-ayoïr-les  3r — le  équalions  aa  mouvement,  il  suîGra 
^'éliminer  entre  ees  3ti  équations  les  k  inconnues  \,  \...'k. 
On  pourra  aussi  déduire  de  ces  3n  équations  les  yateurs 
des  k  multiplicateurs  \,.  .,  Xj.  Ces  valeurs  substituée^  dans 
les  équations  (5)  les  vérifieront  identiquement.  Or  chacune 
de  ces  équations  eat  l'équation  du  mouvement  d'un  point 
libre,  pEnjeté  sur  l'un  des  axes  coordonnés.  Les  trois  pre- 
mières éqaatîoDs  représentent,  par  exemple,  le  mouveuieol 
du  point  m^,  considéré  comme  libre,  sous  l'aclion  de  la  force 
donnée  (X„  Y„  Z,)  et  des  k  Torces 

.  i^è,  '■!;•  "'S)'  ('•ê'  '■k'  "t) , 

y^d^,-  **^'  ^*^;' 

gui ,  jointes  à  la  force  donnée»  assurent  au  point  le  mouve- 
ment efTectif  qu'il  prend  sous  l'action  de  la  force  donnée  et 
des  liaisons.  Ces  k  forces  équivalent  donc  aux  k  liaisons  dëfir 

nies  par  les  équations  (2).  La  première  1/.,^-,  ).,  t-',  ï-i  -j-J 

équivaut  k  la  liaison  L,  =  0,  la  seconde  équivaut  à  la  liaison 
L,=:0...,  la  dernière  &  la  liaison  Lt=0.  En  un  mot,  l'em- 
ploi de  la  méthode  des  mulliplicateurs  conduit  non-seule- 
ment &  la  détermination  des  équations  différentielles  du 
mouvement  du  système,  mais  encoro  à  la  délermination  des 
forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons,  ou  de  ce  qu'on  appelle 
les  tensions  des  liens. 

157.  Revenons  au  problème  du  g  134. 

Nous  avons  b  la  fois  l'équation  fournie  par  le  théorème  de 
d'Alembert,  qui  se  réduit  à 

et  l'équation  de  liaison 
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Celle-d,  difrërentiée  par  les  8,  donne 

[*  -  *HJ*  -  î«0  +  ^  -  s*)  (iy  - 'jn  +  i»  -  »1 1-*=  -  î»1 = •• 
Multiplions  celle  équation  par  X,  facteur  in  létermidé,  et 
ajoutons  à  la  première,  il  viendra 

+  [>¥-»!— ■S]w  +  [-"ï+>!='-.|-..'^].v-0. 

Nous  proCterons  de  l'indéterminatioD  du  fadeur  À  pour 
égaler  à  zéro  les  six  fonctions  qui  multiplient  &c,  iy^...  Z:^. 
Nous  aurons  donc  les  six  équations 

Tirant?,  delà  première,  etsubstiluant  dans  Icscinq  autres, 
on  aura  les  cinq  équations  du  mouvement  déjà  trouvées.  Do 
plus  X{«— x'),  >.(y  — y*),  ).{« — s^  sont  les  composâmes  sui- 
vant les  axes  de  la  force  qui,  appliquée  an  point  m,  équivaut 
àla  liaison  des  deux  points;  \{x'  —  x),  'k{y'  —  y),  X(z'— x), 
force  égale  et  contraire,  est  la  force  appliquée  au  point  m'. 

AViBB  finonci  su  THËonÈm  u  d'ileudehi. 
13S.  L'équation  générale 

4(»- &)-+•••]=• 
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mullipUée  par  dt,  peut  se  mettre  sous  la  totmo 

Le  produit  Xdt  est  l'impulsion  élémentaire  de  la  force  X  pen- 
dant le  temps  dt;  le  produit  md -7-,  ou  rf  I  m -j- jestl'accrois- 

sement  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  m  pendunl  le 
même  temps.  Si  le  point  m  était  libre,  l'aclion  de  la  Torce 
X,  Y,  Z,  fei'ait  varier  la  quantité  de  mouvement  de  ce  puini, 
en  projection  sur  les  axes,  de  quantités  respectivement  égales 
àXrfi,  ï(il,  ïdt  18  37).  Nous  pouvons  assimiler  ces  quantités 
de  mouvement  à  dos  forces.  Soit  MF  la  résultante  des  impul- 
sions Idl,  Ydf,  Zdt;  U4>,  la  résultante  des  accroissements  élé- 
mentaires (il  m  -y  j,  d[  m—  j,  dim-T-  j.  Achevons  le  paral- 

lélogiamraii  M4>FP,  de  m:mière  que  MF  en  soit  la  diagonale, 
p  La  force  MF  sera  la  résultante  de  M*  et  de  MP. 

^-^  Si  le  point  était  libre,  la  quanlité  de  mouvement 

,'.'    qu'il  possùde  se  composerait  avec  MF;  par  le 
^''^         fait  des  liaisons  elle  se  compose  avec  M*;  et 
^\  I      comme  MF  est  la  résullantc  de  M*  et  de  MP,  on 
O    peut  dire  que  la  seconde  composante  MP  repré- 
^'E-K"'  sente  la  quantité  élémentaire  de  mouvement  per- 

due pay  le  point  M ,  sout  riiifliience  des  liaisons  auxquelles  il 
est  soumit.  Les  projections  de  MP  sur  les  axes  sont  d'ailleurs 
respectivement  égales  à 

M,-,..(*).      M-»„,(Ô).      M-W('ii). 

et  l'équation  générale  exprime  que  ces  forces  MP  se  fonl 
équilibre  au  moyen  des  liaisons. 

D'où  résulte  ce  nouvel  énoncé  du  Uiéoréme  de  d'Alembert: 
Dans  le  mouvement  d'un  système,  ily  a  à  chaque  instant  équi- 
libre, à  l'aide  des  liaisons,  entre  ses  quantités  élémentaires  dt 
mouvement  perdues  par  ses  différents  points: 
Ou  encore  :  Il  y  a  à  chaque  instant  équilibre,  à  Caide  des  lui- 
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sonSy  entre  les  impuïàons  élémentaires  Fdt  appîîqitiet  aiix  di- 
vers points  di  stislème.,  et  les  quantités  de  momement  éiém^n- 
taires  chaugéei  de  sens,  —  mjdt,  communiquées  à  chacun  de  ses 
points. 

EXeUPLB   DE    l'application   DU   TDËOnfcU. 

159.  Deux  corps,  M  et  M',  l'un  de  masse  m,  l'aulrc  do 
masse  m*,  sont  réunis  par  une  tige  incompressible  et  inex- 
tensible A6,  dont  la  masse  p.  par  unité  de  longueur  est  donnée, 
et  (|iii  a  une  longueur  I. 

Le  sysli'-mu  est  animé  d'un  mouvement  de  translation  sui- 
vant la  ilircclion  CD  delà  tige;  les  corps  M  et  M' sont  d'ailleurs 
sollicités  suivant  cette 

m?nic  droite  par  deux     — f. n .t    pi r 

forces  dimnées  r  et  i'. 
On  demande  de  déter- 
miner le  mouTcmenl  du  système  et  la  tension  de  la  li^  en  un 
point  quelconque  E  de  sa  longueur. 

Le  mouvement  du  système  étant  une  translation  dans  la- 
quelle chaque  point  parcourt  une  trajectoire  rectiligne,  les 
accélérations  totales  des  dittércnts  points  se  réduisent  aux  ac- 
célérations latigenlicllcs;  déplus,  cUcs  sont  égales  entre 
elles  à  un  même  instant .  Les  forces  d'inertie  se  composent  donc 
en  une  force  unique,  égale  à  leur  somme  algébrique,  et  ég.ile 
en  valeur  absolue  au  produit  de  l'accélération  commune;  par 
la  masse  totale  du  sy>tcine,  m  +  m'  +  [ii.  L'équilibre  des  forces 
données  el  des  forces  d'inertie  conduit  ainsi  à  l'équation 

F'„F-{m  +  m'  +  ,.l)j=Ol 

elle  est  établie  en  supposant  que  le  mouvement  s'accélère  dans 
le  sens  de  la  force  ¥',  mais  elle  est  vraie  d'une  manière  ab- 
solue, eu  égard  aux  signes. 
Oa  en  déduit 

îB      f'~^     ■ 
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l'accélération  des  divers  points  du  systâme  étant  constinle, 
le  mouvement  est  uniforiiiément  varié.  11  est  défini  par  l'équa- 
tioa 


dans  laquelle  x  est,  au  bout  du  temps  t,  la  distance  d'un 
point  particulier  du  système  à  une  origine  fixe  prise  sur  la 
droite  CD ,  X,  la  distance  du  même  point  à  cette  origine, 
et  V,  la  vitesse  commune  des  points  du  système  &  l'inslanl 
f=:O.La  première  partie  du  problème  est  donc  résolue. 

Pour  trouver  la  tension  T  de  la  tige  au  point  E,  défini  par 
la  distance  A£=h,  coupons  la  tige  en  ce  point,  et  considé- 
rons à  part  le  système  formé  par  l'un  des  deui  tronçons, 
;  compris  celui  des  corps  M  et  M'  qui  y  est  attaché.  Prenons, 
par  exemple,  le  tronçon  à  gauche  du  point  E  :  les  forces  qui 
agissent  sur  ce  tronçon,  considéré  comme  isolé,  sont  is  ten- 
sion T  e)  la  force  F  ;  il  a  d'ailleurs  un  mouvement  commun 
avec  l'ensemble  du  sysième,  et,  par  suite,  son  accélëralion 
est  j;  on  peut  donc  remplacei-  dans  l'équalion  qui  donne), 
la  force  F'  par  la  force  I,  la  masse  m'  par  0>  et  la  ma^seiii 
par  (Jt.  On  aura  encore 

T-F 


7+;i' 


proportion  qui  nous  donnera  T. 
On  en  déduit 


Ou  obtiendra,  par  exemple,  la  tension  de  la  tige  aux  points 
Aet  B  en  faisant  dans  cette  équation  A  =  0,  h=i. 

Il  est  possible  que  la  masse  de  la  tige  AB  soit  négligeable 
par  rapport  aux  masses  m  et  m'  des  ileux  corps  reliés  l'un  à 
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l'autre.  Dans  ce  ras,  on  peut  faire  iji=0,  c»qui  réduit  Vis- 
qualloû  des  tensions  à 

La  tension  est  alors  constante  dans  toute  l'étendue  du  lien. 

Si,  au  contraire,  les  forces  F  et  F'  sont  appliquées  directey 
ment  aux  extrémités  de  la  lige,  sans  Interposition  des  masses 
m  etffi',  on  aura,  en  faisant  m=ffi'=0, 


T  =  F+  =  (K'- 


-  Fif  — AI  +  PA. 


la  tension  de  la  tige  varie  alors  de  T=F,  au  point  A,  i 
T=F',au  point  B. 


ADTRE  i:XEin>LE. 

140.  SupjMSOns  qu'un  train  de  ciiemin  de  fer,  A6,  de 
masse  m,  se  déplace  le  long  de  la  droite  CD,  de  manière 
à  parcourir  la  distance  CD:=l  dans  un  temps  donné  1. 
On  suppose  qu'il  parte  du  point  G  sans  vitesse,  et  qu'il 
arrive  au  point  D  également  sans  vitesse.  Le  mouvomcnt 
doit  donc  s'accélérer  au  dépaii,  puis  atteindre  un  maxi- 
mum, enlin  se  rulenlir  jusqu'au  point  d'arrivOe,  et  poui* 
rendre  l'accéli'ration  de  ces  divers  mouvements  la  moindre 
possible  en  valeur  absolue,  il  faut  évidemment  faire  cil 
sorte  que  l'accélération  soit 

constante  pendant  la  pre-   ~;; — j~û ï 1;~ 

mière  moitié  du  ti'ajit,  puis  ^,^  ^ 

qu'elle    devienne   négative 

sans  chaîner  de  valeur  absolue  pendant  ta  seconde  moitié. 

Li  vitesse  moyenne  du  trajet  est  égale  à  -  ;  la  vitesse  maximum 

du  train  aura  lieu,  dans  cette  hypothèse,  au  milieu  I  de  son 

parcours,  et  sera  égale  au  double  —  de  la  vitesse  moyenne. 
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L'accôlcration  ;,  constante  au  signe  prés  pcnclant  tout  !e  tra- 
jet,  sera  égale  au  quotient  de  la  vitesse  — ,  acquise  dans  le 

temps  -s,  par  le  temps  x  employé  i  l'acquérir,  c'est-à-dire  j 

sera  égale  a  ■^. 

La  force  d'inertie  qui  correspond  i  cette  accé'ération  est 

égale  eo  valeur  absolue  à  — p  ;  c'est  la  mesure  de  la  Torce  F, 

d'abord  mouvanle,  puis  résistante,  qu'il  faut  appliquer  au 
tmin  pendant  le  trajet  du  point  C  au  point  D;  c'est  l'excès 
de  la  force  de  traction  développée  par  la  locomotive,  sur 
les  résistances  éprouvées  par  le  train  pendant  la  première 
période;  c'est  l'excès  des  résistances  sur  la  force  de  traction 
pendant  la  seconde. 

Si  donc  H  désigne  la  somme  de  ces  résistances  à  un  certain 
instant,  la  force  de  traction  T  sera  donnée  par  l'équation 


Cet  effort  de  traction  transmis  au  train  mesure  la  tension 
des  barres  d'attelage  du  tender  avec  le  premier  wagon. 
On  voit  qu'elle  surpasse  la  somme  des  résistances  de  la 

quantité  ~^,  laquelle  est  d'autant  plus  grande  que  les  fac- 
teurs l  et  m  sont  plus  grands,  et  que  la  durée  f  du  trajet  est 
plus  petite.  On  pourra  par  cette  foi-mule  calculer  la  tension 
des  barres  d'attelage,  et  s'assui'or  que  l'eflort  de  )a  loco> 
motive  n'en  compromet  pas  la  solidité. 

Dans  les  trains  eipress,  le  nombre  Tj  a  une  grande  valeur 

parce  que  les  trajets  sont  grands,  et  que  temps  t  consacré 
■k  chacun  est  réduit  te  plus  possible  ;  mais  la  masse  m  du 
train  est  laible.  L'excès  de  tension  due  à  l'inerlie  n'acqui^Tt 
pas  une  très  grande  valeur.  Le  contraire  a  lieu  pour  les 
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trains  de  marcliandises  :  le  nrpport  -,  est,  à  la  vérité,  plus 
pelit  quo  <lans  les  eipress,  mais  le  facteur  m  est  beaucoup 
plus  giiind,  et  en  définitive  le  terme  -rp  peut  avoir  beaucoup 
plus  d'imporlance. 

TRACnon   A    PISTAHCE. 

141.  Supposons  qu'on  se  serve,  pour  mettreen  mouvement 
!e  train  AB,d'uri  céble  inexten- 
sible qu'on  enroulera  sur  le   /K      El  -  A 
cylindre    D    à    mesure    qu'il 
se  déroule  du  cylindre  C.  Soit 

encore  CD=I  la  longueur,  et  t  le  temps  du  trajet;  l'accélé- 
ration du  train,  uniformément  répartie  le  long  du  trajet, 

sera  égale  à  ib  --i,  le  signe  +  se  rappportant  à  la  première 

piiriode,  et  le  signe  —  à  la  seconde. 

Soit  u  lu  scciion  du  câble,  p  le  poids-  spécifique  du  métal 
dont  il  est  formé;  le  câble  aura  àchaquè  instant  la  même  ac- 
célération que  le  train  AB,  et,  par  suite,  si  l'on  appelle  P  le 
poids  du  train  et  R  la  somme  des  résistances  qu'il  oppose  au 
mouvement,  l'excès  de  la  tension  du  câble  au  point  D  sur  la 
tension  développée  au  point  G  sera  égal,  d'après  le  problème 
Drëcédent,  à 


•jj      '• 


pendant  toute  la  période  d'accélération  positive. 

La  limite  inférieure  de  celle  tension  correspond  au  cas 
idéal  où  l'on  supprimerait  le  train  sans  modifier  les  vitesses, 
et  où  la  tension  au  point  C  serait  nulle.  Elle  est  égale  b 

4-1'- 
dîvisant  par  u,  on  aura  —-  pour  limite  inférieure  de  la  ten- 
sion du  câble  par  unité  de  section. 
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PourquecettetensiaD  ne  compromette  pas  la  solidité  da  mé- 
tal (dous  supposons  ^ue  ce  soit  du  fer),  il  faut  qu'elle  n'excède 
pas  4  kilogrammes  par  millimètre  carré,  ou  4000000  kilo- 
grammes par  mètre  carré,  limite  pratique  des  efforts  qui  se 
prolongent  peadant  ua  certain  temps.  On  aura  donc  l'iDégalitè 


et  par  suito 


H 


4000000  x; 


|<5y/«000O0x2- 


Pour  le  fer,  p^7800  kilogrammes  par  mètre  cube.  D'ail- 
leurs 9=9,8;  la  limite  supérieure  de  -,  vitesse  moyeime  du 

trajet,  est  35  mètres  cuTiron  ;  au  delà,  on  serait  certain  d'al- 
térer rapidement!' plasticité  du  câble  et  de  le  rompre  au  bout 
de  quelques  voyages'. 


PBOBLÈmS  Dmits. 

{  42.  Deux  corps  pesants  H,  H',  sont  réunis  l'un  &  l'autre  par 
^  un  fil   inextensible   et  sans 

masse,  qui  passe  en  A  sur 
une  poulie  infiniment  petite. 
Ces  deux  corps  glissent  sans 
frottement,  l'un  sur  le  pluQ 
incliné  BC,  l'autre  sur  le 
plan  incliné  BC.  On  demande 
l'équation  du  mouvement  de  ce  système. 

•  L«  qiuDtité  \/ '■ °  est,  d'qirèt  U  formula  de  Newton,  U  ritcsse 

du  son  dans  un  gai  llciir  doat  le  pofds  ptr  ntitre  nibe  leniL  p,  et  qui  août 
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Soil  6Z  la  verticale,  oc  et  a'  les  angles  que  font'a\ec  cette 
droite  les  plans  inclinés,  P  et  P*  les  poids  des  deux  corps. 

Les  mouTements  des  corps  H  et  H'  sont  rectilignes;  ils 
s'accomplissent  suivant  les  lignes  de  plus  grande  pente 
des  deux  plans  qui  les  guident.  Appelons  v  la  vitesse  du  pre- 
mier, ff' celle  du  second  ;  nous  couviendroas  de  regarder  ces 
:  comme  positives  quand  les  corps  descendent,  et 
e  négatives  lorsqu'ils  montent.  Dans  ces  conditions  on 
a  11^:=  —  «',  car  l'un  des  corps  parcourt  en  montant  un  cfae- 
min  égal  à  celui  que  l'autre  parcourt  en  descendant,  à 
cause  de  l'inextcusibilité  du  fil.  Les  mouvements  étant  rec- 
tilignes, l'accélération  totale  se  réduit  à  sa  composante  tan- 

.  ..      dv  .,       dv'  dv  „     , 

genlielle,  -j-  pour  Ion, -rr  ^  —  57  pour  l'autre 

Le  corps  H  est  sollicité  par  son  poids  P,  qui,  projeté  sur  la 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  BC,  donne  une  composante 
positive  égale  à  Pcosa;  de  môme  le  poids  P,  estimé  parallè- 
lement au  plan,  donne  lieu  è  la  composante  positive  P*  cos  a'. 

P     F 
Les  ibasses  des  corps  M  et  M'  sont  -,   —,  et,  par  suite,  les 

forces  d'inertie  sont  pour  le  premier  ' -rr,  pour  le  se* 

,      P'  dp'  ,  V  dv 

cond -77 ,  ou  -t-  -  -77. 

L'équation  d'équilibre  dynamique  est 

P  dv 
"s  iU~ 

Car  cette  ^nlité  exprime  l'équilibre  du  lil  passant  sur  la 
potdie  A,  sons  l'aclion  des  forces  réelles  et  des  forces  d'i- 
nertie. On  en  déduit 

rf»       rcQga  — P'.'Vg'  _  PcfMig  — l"cnag 


Mxunls  ï  UM  prenion  par  mètre  curé  de  4000000  bilagramines.  Od  peut  donc 
dm  que  la  Tiles«e  mojeDns  dn  triin  doit  itre  inférieure  t  Is  moitid  de  la  vitesse 
^«a  dans  qd  gu  place  dmi  de  telle)  comUtîojii  de  pressiOD  et  de  denûti. 
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En  numëraleur,  les  cnmposantes  des  paids  se  retranchenl 
parce  qu'elles  agissent  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  ;  en 
dénominateur,  les  poids  s'ajoutent  parce  qu'ils  l'epréseateol 
les  masses  dont  les  forces  entretiennent  le  mouvement. 

Intégrant,  on  aura 

sans  sgouter  de  constante,  si  l'on  coinplc  le  temps  à  partir  de 
l'instant  du  dépnrt. 

L'espace  parcouru  par  chaque  corps  à  partir  de  sa  position 
primitive  sera  égal  à 


143.  Si,  au  lien  de 

passer  sur  une  poulie,  le 
lil  était  coupé  en  dcui 
brins  distincts,  altacliès 
chacun  à  la  roue  d'un 
treuil  A  sans  masse,  r 
et  f*  étant  les  rayons  des  deux  roues,  on  aurait  d'aboi-d 


H3.6I 


ce  qui  donne  ;  -.-  — -  —  y  x  -. 

D'un  autre  cAlé,  l'équilibre  du  treuil,  sous  l'action  des 
tensions  des  fîls  aboutiss-jnt  à  U  et  à  M',  serait 

d*où  l'on  tirciait 

«qualion  de  même  forme  que  dans  le  premier  cas. 
Le  problûmc  que  nous  venons  de  traiter  comprend  la  thêo- 
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rie  de  la  machine  d'Atvôod  pour  l'étude  de  la  pesanteur.  Hais 
pour  obtenir  un  résultai  exact,  il  fout  tenir  compte  de  l'inei^ 
tie  de  la  poulie  et  des  galets  qui  la  soutiennent.  Nous  repren- 
drons plus  tard  la  question  ainsi  complétée. 

444.  Au  lieu  de  supposer  le  fil  HAH'  sans  masse,  et  réunis- 
sant seulement  deux  corps  pesants  H  et  M',  supposons 
qu'il  soit  remplacé  par  une  chaîne  massive,  de  longueur 
MA  +  AM'=3l,  et  pesant  p  unités  de  poids  par  uoité  de  lon- 
gueur, et  cherchons  le  mouve- 
ment du  système  matériel  ainsi 
composé.  La  chaîne  se  mouvra 
encore  suivant  les  lignes  de  plus 
grande    pente    des   deux  plans.  m.  sa. 

Appelons  x  la  longueur  AM;  la 

longueur  AU'  sei'a  égale  h  l  —  x;  par  suite,  la  longueur  AH, 
qui  à  un  certain  instant  glisse  sur  le  plan  fiC,  a  un  poids  égal  à 

px,  et  une  masse  égale  à  —  ;  «  étant  sa  vitesse,  la  force  d'i- 
nertie de  celte  masse  est— ™  -n  ;  de  même  la  portion  AM'  a 

î  ai  ^ 

pour  viti'sse  —  v,  pour  poids  p(l — *),  et  pour  force  d'iner- 
tie -h— -jT.  L'équation  d'équilibre  de  la  chaîne  pas- 
sant sur  la  poulie  infiniment  pelile  A  est  donc 

ou  bien,  en  remplaçant  -jr  par  -ttï,  et  en  divisant  par  ^, 

équation  différentielle  du  second  ordre  do  la  lorme 

g  _,..+,„(). 

a,  ^  Hic   «NUSM*.  '    17 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation,  avec  deux  cousl&Qles 
arbitraires,  est 

On  voit  que  x  sera  constant  et  que  la  chaîne  reslera  fixe  si 
les  constantes  C  et  C  sont  nulles  ensemble,  ce  qui  donne 


Cest  la  condition  de  l'équilibre  statique  de  la  chaîne. 
^  En  effet,  pour  l'équilibre 

de  la  poulie  A,  il  faul 
et  il  sufiit  que  la  force 
pxcosa,  qui  tend  à  faire 
glisser  la  chaîne  dans  le 
sens  AH,  soit  égale  A  la 
force  p  (I  —  x)  cos  a*  qui 
tend  à  la  faire  glisser  dans  le  sens  AH'.  On  doit  donc  avoir 

px  CM  a  =  fi  (I  —  c)  COSk*; 

i'où  l'on  déduit 


Les  deux  extrémités  H  et  H'  de  la  chaîne  doivent  pour  l'équi- 
libre être  à  la  même  hauteur. 

Dans  le  cas  du  mouvement,  l'équation  «^  %  -f-  Cf^H-  C«-'' 

ne  peut  être  appliquée  qu'aux  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et  { ;  au  delà  de  ces  limites,  la  chaîne,  tout  entière  sur  un 
seul  et  mèm'<  plan  incliné,  se  meut  le  long  de  la  ligne  de  plus 
grande  penic  de  ce  plnn  comme  un  corps  solide  qui  y  glis- 
serait sans  trottcmcnt,  ou  comme  un  point  matériel  soumis 
à  l'une  des  deux  accélérations  gcosa,  t^cosa'. 

145.  Une  chatiie  indéfinie  AB,  posée  en  B  sur  un  pFuti 
horitontal  UN,  est  soulevée  à  son  eilrèmilé  A  par  un  fil 
AC,  qui  passe  sur  une  poulie  0.  Au  point  C  le  fil  porte  un 
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poids  p.  On  dènunde  l'équtition-du  mOuveilieBt  fln^jsyslènie 
en  fuisant  abstraction  des  masses  du  fil  AC  et  de  la  poulie  0. 
La  chaîne  a  un  poids  wnstant^  p,  par-unité 
de  lon^cur. 

Toute  la  portion  dfi 'la  chaîne  sitiièe  au 
delà  du  point  B  par  riapport  à  l'exlrémité 
A  ne  participe  pas  au   mouvement.    Écri-  , 
'ions  l'équation  de  l'éqùilibt'e  dynamique  da  ' 
corps  P  et  de  la  portion  de.chainc  AB.  „         

Le  corps  P-'es^  sollicité  |»r  son  poids  P,    ■*       "         " 
qui  agit  de  haut  en  bas,  et  par  ta  tension  T       ■..  *'';  "-''  r 
du  fit,  qui  agit  ie  bas  en  haut.  SI  v  désigneia^vitesse  du  corps, 
positive  quand  il  descend,  négative  quand  ilmonte,  l'équation 
-deBotaffloufeaienlrectiligneest  ■■    ~.- ..^ 


Les  forces  qui  agissent  sur  la  portion  de  chaîne  AB  sont  la 
pesanteur  et  la  tensioi)  du  fil.  La  tension  de  ta  chaîne  au 
point  B  est  nulle,  puisqu'on  suppose  que  la  clititRe  ppséf  en 
ce  point  sur  te  plan  horizontal/ En  réalité,  la  chaîne  dessine 
au  point  6  une  courbe  qui  la  ramène  dans  ce  plan,  et  'la  ten- 
sion développée  au  point  où  cette  courbe  devient  horizontale 
est  équilibrée  parle.frottcment'de  la  chaîne  sUr  te  plan.  Dans 
tonales  cas,  cette  tension,  étant  horizontale,  ii'a-pa's  ^d'in- 
fluence sur  le  mouveijaent'  vettical'  de  la  portion  AB. 

.    SoilrAO=d;4  Le  poids  de  la  partie  AB  sera-pa;,  la  masse  ^ 

Là  tension  du  fîl'  T,  qui  agit  de  bas  en  haut  sut'  la-  chaine 
aupbint  A,  est  égalée  ta  tension!' du  même  filau  pointa, 
puisque  nOns  admettons  que  le  fil  n*a  ni  poids  ni  masse.  Enfin 
ta  vitesse  v  est  commune  aux  deux  s.ystème8  P  et  AB;  seule- 
ment elle  est  dirigée  pour  IHin  en  sens  inverse  i^  sens  qu'elle 
)  pour  l'autre.  L'équation  du  mouvement  de  AB  est  donb.. ,' 


V 
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Ajoutons  ces  deui  équations,  T  s'élimtne^  et  ont 

P  +  pxd»      » 


=  *x 


P+P* 


el  remplaçant  dt  par  — •  il  vient,  en  séparant  les  variables. 
Intégrons: 

•^.o+,p-',^(.*£)-.]. 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien.  Suppo- 
sons que  le  mouvement  commence  lorsque  la  chaîne  est  tout 
entière  sar  le  plan  UN  ;  on  aura  «^0  poardissû.  Donc 


et  l'équation  devient 


La  vitesse  est  nulle  et  le  système  s'arrête  lorsque 

équation  qui  a  nécessnirement  une  racine  réelle  positive.  Par- 
venu &  ce  point,  le  système  reprend  une  vitesse  en  scœ 
.contraire.  On  obtiendra  l'équation  du  mouvement  en  cher- 
chant la  valeur  de  dt,  et  en  intégrant.  On  a  d'abord 
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On  prendra  le  signe  du  radical  de  maniAro  4  rendre  la  va- 
leur de  dt  toujours  positive. 

Pour  que  le  syslème  reste  en  équilibre,  il  laut  qu'on  ait 
Gonslamment  v=:0,  ca  qui  entraîne  les  relations  dc^O, 

'=!».«' «=f 
La  constante  arbitraire  C  doit  alors  recevoir  la  vatenr 

Par  cet  exemple  on  voit  comment  il  faut  opérer  quand  ta 
moue  m  monvemenl  ett  variable.  La  théorie  et  les  méthodesne 
sont  pas  en  déraut  pour  celai  car,  bien  qne  les  masses  élémèn- 
taires  entrent  successivement  en  mouvement,  elles  existent 
toulesà  toute  époque,  snilà  l'état  de  mouvement,  soit5  t'état 
de  repos,  et  la  seule  difficulté  de  la  mise  en  équation  consiste 
i  les  introduire  dans  le  calcul  avec  l'accélération  qu'elles 
ont  à  l'instant  que  l'on  considère.  L'équation  (1)  du  g  131, 
qui  suppose  la  masse  de  chaque  point  du  système  constante; 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  ne  manque  donc  en- 
aucune  façon  de  généralité. 
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.,146.  Les  tïiëoTèiDes  généraux  dtoiontrés  pour  le  monw* 
ment  d'un  poiot  unique  s'étendent  au  mouvement  d'un  sys- 
témecomposë  d'un  nombre  quelconque  dépeints  œslérids. 
D  suffit  de  poser  pour  chaque  point  l'équation  qui  est  la  tu- 
ludion  analytique  d'un  théorème  général,  puis  de  faire  ts 
somme  de  toutes  ces  équations  membre  à  membre.  L'èqua- 
lîon  finale,  après  réduction  des  termes  qui  se  détruisent,  est 
Tcxpression  du  théorème  étendu  au  système  donné. 

\a  théorème  de  d'Alembert  faisant  connaître  d'un  autre 
cété  toutes  les  équations  nécessaires  pour  définir  le  moiiTe- 
mentd'un  syslème  matériel,  les  théorèmes  génèraui  y  soDt 
nécessairement  compris,  et  n'en  sont,  au  fond,  que  des  ca- 
rollaires. 

Rappelons  que  les  forces  agissant  sur  les  différents  poiob 
d'un  système  matériel  se  partagent  en  deux  classes  :  les 
forces  extérievret  et  les  forces  intérieures;  celles-ci  sont 
conjuguées  deux  à  deux.  A  un  autre  point  de  vue,  ou  parisge 
les  forces  en  forces  données,  et  forces  tenant  lieu  des  litùtont, 
celles-ci  pouvant  élre  intérieures  ou  extérieures,  ainsi  qu'oa 
l'a  TU  par  des  exemples. 

TBfOBÈHE  DIS  QDAHTlTfiS  DK   HOITTEIIEnT  PROmin. 

147.  Soit  m  la  niasse  d'un  point  matériel  qui  fait  partie  d'an 
système  libre  dans  l'espace.  Ce  point  est  sollicité  par  une  force 
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extérieure,  ou  par  plusieurs  forces  que  l'on  peut  composer 
en  une  seule,  et  par  des  forces  intérieures  dirigées  vers  les 
autres  points  du  système.  Projetons  à  chaque  instant  toutes 
ces  Torces  et  les  quantités  de  mouvement  du  point  sur  un 
aie  fixe,  et  appliquons  le  théorème  des  quantités  de  mouve* 
ment^  36).  Appelons  F  la  projection  de  la  force  extérieure 
et  ft,  /*,,...  f,  les  projections  des  forces  intérieures,  v,  la 
filesse  du  point  à  l'instant  t„  p  sa  vitesse  à  l'instant  t,  ces 
vitesses  et  ces  forces  étant  projetées  sur  le  même  axe.  Le 
théorème  nous  donnera  l'équation 

Appliquons  la  même  équation  i  chacun  des  points  compo- 
sant le  système,  puis  fiiisons  la  somme.  Dans  cette  sommation 
les  forces  intérieures  disparaîtront,  car  à  toute  force  inlé- 
rieure  /"correspond  une  force  conjuguée  — f,  égale  et  con-' 
traire,  et  la  somme  de  ces  forces  projetées  sur  un  même  axe 
est  égale  à  chaque  instant  à  zéro.  Représentons  par  le  signe 
1  la  sommation  étendue  à  tous  les  points  du  système;  nous 
aurons  en  définitive 

JMM— SMtt.  =  X    jFdt. 

Cette  équation  s'exprime  comme  il  suit  en  langage  ordi- 
naire : 

Dont  le  momement  d'un  système  matériel  libre,  Vaeeroiuâ' 
mflit,  entre  deux  époques,  de  la  somme  des  tpiantitéi  de  tnour^ 
ment  projetées  sur  un  axe  fixe,  est  égal  à  la  somme,  pendant  le. 
v^me  miervalle  de  temps,  des  impulsions  élémentaires  deiforcei 
extérieures  projetées  sur  le  même  axe. 
.  Les  forces  intérieures,  qui  se  détruisent  en  projection  deux 
à  deux,  sont  sans  influence  sur  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  projetées. 

Mous  avons  établi  (g  34)  le  théorème  des  quantités  de  mou-' 
tementt  totées  pour  un  point  matériel  unique.  Ce  théorème 
pourrait  être  étendu  par  la  même  méthode  au  mouvem  en 
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d'un  système;  loais  alors  les  forces  inlérieares,  qui  seniieDt 
projelées  chacune  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  de  son  painl 
d'application  particulier,  ne  se  défrujraient  plus  deux  i  deui 
et  subsisleraient  dans  l'équation  finale. 
-  448.  Pour  démontrer  la  propositicm  an  moyen  dulhéo* 
rème  de  d'Alembert,  remarquons  que,  puisqu'on  suppose  le 
système  libre  dans  l'espace,  les  forces  extérieures  el  les  Torces 
d'inertie  projetées  sur  un  axe  quelconque  ont  à  ctiaque  instant 
une  .somme  algébrique  égale  à  zéro.  Prenons  l'axe  des  x 
pour  axe  de  projection,  et  appelons  X  la  projection  d'une  des 
forces  extérieures  sur  cet  axe.  L'équation  de  l'équilibre  dyna- 
mique sera,  en  étendant  la  sommation  à  tous  les  points  du 
sifsième, 


.(i-»j)=.. 


Hultipliant  par  dl  el  intégrant,  il  vient 

s„g=c+ rsii(=.c+i  ri*. 


là  constante  C  est  la  valeur  que  preid  la  même  somme  à  l'É- 
poque r„  qui  sert  de  limite  inférieure  à  l'intégrale  fidt  des 
impulsions  élémentaires,  et  le  théorème  est  démontré. 

ies  forces  X  désignent  loules  les  forces  extérieures,  y  com- 
pris les  forces  tenant  lieu  des  liaisons  quand  elles  sont  exté- 
rieuTt^,  puisque  l'on  suppose  expressément  le  système  libre. 
Si,  par  exemple,  il  y  avait  dans  le  système  un  point  fixe,  il 
faudrait  introduire  dans  l'équation  des  quantités  de  mouve- 
ment projelùcs,  la  composante  de  la  pression  exercée  sur  ce 
point  par  l'obstacle  auquel  il  est  attaché.' 
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1 40.  Nous  avons  défini  (U,  1 168)  le  centre  de  grâviU  d'oD. 
sj^stëme  de  points  pesants.  Si  l'on  appelle   . 

P,.Pt.  ...p». 

Us  poids  réactifs  des  h  points  qui  le  composent,  et 

d„  ±t.  ...  xm. 

ïi-  h-  ■■■  y»'  ■  ' 


les  coordonnées  de  ces  n  points,  le  centre  de  gravité  du  sys* 
lème  est  le  puint  qui  a  pour  coordonnées  : 


Pl-t-pl+ 

.+p. 

p,ft,  +  p*i  + 

..+P.». 

p,+p,+  - 

.+p. 

p.«,+p,-^  + 

..  +r.^ 

Cette  définition  suppçse  que  le  système  occupe  un  espace 
asses  petîl  dans  tous  les  sens,  pour  que  les  poids  de  ses  divers 
points  soient  des  force»  parallèles^  et  que  l'intensité  de  la 
pesanteur,  mesurée  par  l'accélération  g  qu'elle  communique 
k  chaque  point  supposé  libre,  soit  la  même  pour  tous.  S'il  en 
est  ainsi,  on  peut  remplacer  chaque  poids  p  par  le  produit 
MjT  qui  lui  est  égal,  m  désirant  la  masse  du  point  considéré. 
Le  Tacleur  g,  commim  aux  deux  termes  de  chaque  fraction, 
disparaîtra,  et  l'on  pdi-vîendra  aux  équations 
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oà  la  pesanteur  ne  figure  plus,  et  qu'on  peut  par  suite  appli- 
quer sans  aucune  restriction  i  uo  système  matériel  quelcon- 
que, grand  ou  petit,  solide  ou  non.  Le  point  défini  par  ca 
trois  équations  s'appelle  encore  centre  de  gravité  du  système, 
bien  que  la  gravité  soit  tout  à  fait  étrangère  à  la  détermiiu- 
tion  d'un  tel  point,  qu'il  serait  préférable  d'appeler  centre  ée 
motte. 

150.  Lorsqu'un  système  est  en  mouvement,  le  centre  de 
gravite  du  systeme  est  généralement  un  point  mobile.  Pour 
déterminer  la  vitesse  de  ce  point,  il  suffit  de  différentier  les 
équations  (1),  ce  qui  donne 


t-4. 

ou  bien, 

en  faisant  pour  abréger  H=£m,  masse  totale  du 

système, 

>'g-"^ 

m 

-J--g- 

•    -i— ê- 

.  La  somme  ZiR-rrest  la  somme  algébrique  des  quantités 

de  mouvement  des  divers  points  dit  système,  projetées  sur 

l'axe  des  «;  M  ^  est  la  quantité  de  mouvement,  projetée  sur 

le  même  axe,  d'un  point  de  masse  M,  qui  coïnciderait  avec  le 
centi-e  de  gravite  dans  toute  la  suite  du  mouvement.  Donc, 
dant  le  momement  d'un  tystime  matériel,  la  tomme  des  quan- 
titét  de  mouvement  projetées  tur  u»  axe  quelconque  ett  à  cha^ 
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initaai  égale  à  ta  quantité  de  mouvement,  projetée  tur  le  mime^ 
axe,  if  un  point  matériel  fUtif  qui  eoineiilerait  avec  U  bentre  dè^ 
grmité  du  syilème,  et  qui  aurait  pour  masie  la  somme  det  mauei' 
de  tes  différents  points.  i 

Assimilant  les  quantités  de  mouvement  à  des  forces,  on  re- 
connaît, par  les  trois  équations  (2)  prises  ensemble,  que  la 

force  dont  les  composantes  sont  M  tt  .  M  t^,  M  t;,  est  la  résul- 
tante des  forces  dont  les  composantes  suivant  les  mêmes  axes 
sont 


-.§. 

:% 

..§• 

-§. 

■.%•■ 

-§• 

c'est-Mtre  des  forces  qui  représentent  les  quantités  de  mou- 
vement des  divers  points.  En  d'autres  termes,  les  quantité»  de 
mouvement  de  tous  les  points  matériels  qui  composent  un  système, 
transportées  diuŒne  parallèlement  à  elles-mêmes  à  son  centre 
de  granité,  ont  pottr  résultante  la  quantité  de  mouvement  4e  la. 
masse  totale  du  système  concentré  en  ce  point. 

151.  DifTérentions  une  seconde  fois:  les  équations  (2)  nous 
donneront  le  groupe 


in  /      ■  "^  —  r—  "  » 

I         *•"        *• 

Ces  équations  nous  font  connaître  les  trois  composantes  de' 

l'accélération  totale  du  centre  de  gravité  ;  et  si  l'on  observe 

«(Pc    „iftj    ud*?        ,  ,    .        , 

que  H  ^,  M  —,  H  j-^,  sont ,  avec  un  signe  contraire ,  lea , 

composantes  de  la  force  d'inertie  d'un  point  de  masse  H  placé* 
au  centre  de  gravité,  on  arrive  au  Uiéorëme  suivant  :  ' 

-  A  dutque  nalant,  les  force»  d'inertie  de  tous  les  points'ipd 
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eompoiaa  un  tystéme  m  mouvement,  traruportées  pataO^enuia 
à  ellet-mimei  au  emtre  de  gravité,  o)if  pour  rétultante  la  force 
tlineitie  de  la  maue  totale  du  système  concentré  au  mime 
point. 

15*2.  Nous  avona  obteDu  (g  148}  les  équations 


OÙ  X,  Y,  Z,  sont  les  composantes  des  forces  extérieures,  y 
compris  les  réactions  des  appuis  s'il  y  en  a.  Rapprochant  ces 
équations  du  groupe  (3),  il  vient 


ëq'uâfioiis  diflérenticlles  du  mouvement  d'un  point  de  masse  H, 
placé  au  centre  de  gravité,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
extérieures  X,  ¥,Z,  transportées  en  ce  point  parallèlement i 
elles-mêmes.  Les  forces  intérieures  transportées  aussi  en  ce 
point  s'y  détruiraient  deux  à  deui. 

Donc,  enfin,  le  centre  de  gravUé  d'un  système  matériel  en  mou- 
vement  se  meut  comme  un  point  doni  la  masse  serait  égale  à  fa 
somme  des  masses  des  points  du  système,  et  q^ii  serait  soUitité 
par  les  forces  extérieures,  transportées  en  ce  point  ^wraUHement 
i^  elles-mêmes.  \ 

C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  de  résxàicmtt  ; 
de  frarufatton  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  un  système,  transportées  parallèlement  à 
dles-mèmes  en  un  même  point  de  l'espace  (II,  g  62).  La  force 
mnsi  obtenue,  appliquée  au  centre  de  gravité  où  l'on  suppose , 
^  masse  totale  concentrée,  agit  sur  ce  point  comme  s'il  était 
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isolé.  Jusqu'ici  nous  avons  dû  regarder  le  mouvement  d'un 
point  unîquie  comme  une  abstraction  impossible  à  réaliser. 
Nous  voyons  maintenant  dans  le  centre  de  gravité  d'un  sys- 
tème un  point  géométrique  qui  possède  les  propriétés  du 
mouvement  d'un  point  matériel  isolé. 

153.  Lorsqu'un  système  n'est  sollicité  que  par  des  forces 
intérieures,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  se  meut  comme 
un  point  matériel  qui  ne  serait  sollicité  par  aucune  force,  c'est- 
Ji-dire  que  son  mouvement  est  i-ectiligne  et  uniforme  ;  comme 
cas  particulier,  son  mouvement  peut  être  nul,  et  le  centre  de 
gravité  rester  immobile. 

n  en  est  probablement  ainsi  du  système  planétaire.  Ce 
système,  pris  dans  son  ensemble,  comprend  le  soleil,  les 
planètes,  leurs  satellites,  et  une  multitude  de  corps  :  co- 
miites,  bolides,  matière  chaotique,  etc.,  dont  toutes  les 
particules  subissent  de  la  part  des  autres  et  exercent  sur 
celles-ci  des  attractions  égales  et  contraires.  Il  est  placé, 
sinon  dans  le  vide  absolu,  du  moins  dans  un  milieu  d'une 
densité  extrêmement  faible.  Enfin,  il  est  à  une  distance  tel- 
lement grande  des  autres  systèmes  répandus  çà  et  li  dans 
l'espace,  que  les  attractions  exercées  par  cessytèmes  peuvent 
être  regardées  comme  nulles.  Dans  ces  conditions,  les 
forces  extérieures  sont  négligeables,  et  le  système  solaire 
est  un  ensemble  de  corps  soumis  seulenient  à  des  actions 
intérieures  et  mutuelles.  Son  centre  de  gravité  est  donc 
on  immobile,  ou  animé  dans  l'espace  d'un  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme.  L'observation  du  ciel  conduit  à  penser 
qu'eflèctivement  le  système  planétaire  possède  un  mouvement 
commun  qui  l'enlrainG  dans  la  direction  de  la  constellation 
d'iicrcule.  Muisles  distances  des  étoiles  sont  si  grandes  qu'à 
peine  peut-on  au  bout  de  plusieurs  siècles  constater  le  dépla- 
ment  relatif  dû  à  ce  mouvement  général. 

15 1.  L'allération  des  forces  intérieures  mutuelles  ne  peut 
modifier  l'état  de  mouvement  du  centre  de  gravité. 
'    Qn  point  matériel  pesant,  lancé  dans  le  vide,  prend  le  mou- 
t  parabolique  qui  a  été  défini  (g  16),  et  qui  est  judépen- 
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^nt  de  la  masse.  Si,  au  lieu  d'un  point  tsolé^  On  Isnu'dBOt 
'I^  vide  un  système  matériel  pesant,  le  centre  de  gravité  da 
-systàme  prendra  identiquement  le  même  mouvemenl  que  le 
ipoini  isolé,  pourvu  que  les  circonstances  initiales  soient  In 
mêmes.  Les  mouvements  volontaires,  par  exemple,  que  pro- 
'duit  un  animal  vivant  pendant  sa  chute,  étant  le  rteulUl 
^u  jeu  de  forces  intérieures,  sont  sans  influcnce.sur  le  mqu- 
VemcAt  dii  centre  de  gravité,  et  ne  peuvent  contribuera  idb- 
'(tifier  lii  parabole  qu'il  a  commencé  &  décrire. 
'  Vne  bombe  qui  éclaterait  dans  le  vide,  en.un  point  de  » 
trajectoire,  présenterait  le  même  phénomène.  Le  centre  de 
-gravité  de  la  bombe  continuerait  son  mouvement  sans.res- 
séntir  aucune  influence  delà  rupture  du  projectile.  , 
'  La  présence  de  l'air  atmosphérique  modifie  ces  résultats. 
'L'air  oppose  une  résistance  sensible  au  mouvement  des 
'^«orps  animés  d'une  grande  vitesse.  Celte  résistance  est  une 
•toTce  extérieure  :  elle  dépend  des  vitesses  relatives,  des  for- 
âmes, et  de  l'étendue  des  morceaux  sur  lesquels  elle  se  déve- 
'ibppe.  Il  peut  donc  j  avjoir,  par  suite  de  la  rupture  de  la 
'  bombe,  une  modification  des  forces  extérieures  dues  à  la  prè- 
^sence  de  l'air,  et,  par  conséquent,  le  mouvement  du  centre  de 
^gravité  de  la  bombe  sera  modifié  par  le  fait  de  la  rupture.  Pour 
ifeoùver  un  point  dont  le  mouvement  ne  subit  pas  cette  in- 
ifluchce,  il  faudrait  èonsidérer  le  aystime  formé  ■par  la  bvw^ 
vet  une  portion  de  VattMtpkère  atie*  grande  pout^  que  le  mauve- 
■ment  et  la  rvpUire  de  la  bombe  fussent  sans  action  sens^U  jmr 
'tair  situé  au  delà  de  sa  Imites.  Le  centre  de  gravité  d'un 
tel  système  matériel,  pour  lequel  la  résistance  de  l'air  devient 
luiie  force  intérieure,  conserve  son  mouvement  sans  altération 
liu  moment  où  la  bombe  éclate. 

-  '^55:  C'est  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité qui  explique  la  marche  des  animaux  sur  le  sol,  la  pro- 
.'pnlsion  dès  navires  au  moyen  des  rames,  des  palettes»  au  de 
l'hélice,  le  .vol  des  oiseaux,  la  natation,  le  recul  des  bouches 
•h  feu  au  moment. du  tir.  Dans  tous  ces  phénomènes  il  y  a 
-dévfiloppement  de, forces,  intérieures;  dans  le  dernier,  p«i 
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exemple,  le  boulet  est  lancé  en  avant,  la  pièce  test  lancée  en 
arrière,  et  les  vitesses  prises  par  tes  deux  parties  du  système 
îont  dans  les  premiers  instants  réciproquement  ■proportion- 
nelles aux  masses,  de  telle  sorte  que  le  centre  de  gravilé 
g;énéral  de  la  pièce  et  du  boulet  reste  immobile  au  moment 
où  le  coup  part.  Dans  la  marche  des  animaux,  à  la  force 
qui  produit  la  progression  correspond  une  force  égale  qui 
pousse  la  terre  en  sens  opposé;  le  centre  de  gravité  général 
de  la  planète  n'est  pas  déplacé  par  cette  action  mutuelle. 
Le  recul  de  la  terre  est  d'ailleurs  négligeable,  parce  que 
sa  masse  est  infiniment  grande  par  rapport  à  la  masse  de 
l'animal.  La  propulsion  des  navires  au  moyen  des  rames, 
des  aubes  ou  de  l'hélice  met  mieux  encore  la  même  loi  * 
en  évidence  ;  car  ces  moyens  de  propulsion  consistent  là 
chasser  ea  arriére  une  certaine  quantité  d'eau  pobr  produire 
le  déplacement  du  corps  flottant  vers  l'avantj  le  centre  de 
gravité  du  système  formé  par  le  bateau  et  par  l'eau  qu'il 
déplace,  soit  en  l'entraloant  vers  TavaDt,  soit  en  la  chassant 
en  arrière,  reste  immobile  pendant  toute  la  suite  du  mouve- 
ment, puisqu'il  n'y  a  là  que  des  forces  mutuelles,  et  que  le 
centi'e  de  gravité  du  système  était  immobile  au  moment  du 
départ. 

Le  centre  de  gravité  d'une  planète  décrit  autour  du  soleil, 
conrormément  aux  lois  de  Kepler,  une  ellipse  dont  le  soleil 
occupe  un  des  foyers  (I,  g  115).  Si  celte  planète  éclatait 
comme  la  bombe  que  nous  considérions  tout  à  l'heure,  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  planète  conserverait  son  mouvement  k 
l'instant  où  la  rupture  aurait  lieu,  sans  subir  aucune  in- 
fluence des  forces  mutuelles  qui  auraient  produit  cet  acci- 
dent. Maïs  il  ne  serait  pas  exact  de  dire  que  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  se  continuerait  sans  modiflcatioD,  après 
comme  avant  la  rupture.  Le  théorème  montre  simplement  que 
le  centre  de  gravité  i«  mouvrait  comme  un  point  de  meute  tf, 
u^iiàté  par  le»  force»  extérxewes  Irantportéet  en  ee  point  paral- 
Memeat  â  dtesmémes.  La  rupture  de  la  planète  aurait  pour 
conséquence  une  altération  de  ces  forces  extérieur^,  qui  pcQ- 
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tlnirait  dans  le  moaTement  du  ceAtre  de  graVilé  une  allëraUoo 
correspondante.  Soient  m  et  m'  dem 
morceaux  de  Id  planète  M,  que  nous  sup- 
posons pariagéc  en  deux  portions  in^- 
les.  Qunnd  cette  planète  était  entière  et 
sensiblement  sptièrique,  on  pouvaitsup- 
poser  (II,  g  159)  que  toute  sa  masse  H 
\  /  /  était  concentrée  en  son  centre  de  gra- 

W  vile  G;  l'altraclion  F  du  soleil  S  était 

i  dii'igée  suivant  GS  et  proportionnelle 

Flg.  Bl  i  _M 

''gs'- 

Les  deux  morceaux  m  et  m'  sont  attirés  de  même  suivant 
les  droites  mS,  tn'S,  par  des  Torccs  F.  et  F,,  proportionuclles 

m 

mS"'  t 

après  la  rupture  par  la  résultante  des  Torces  F,,  F,,  trans- 
portées parallèlement  â  elles-mêmes  en  ce  point  G.  Or  la 
résultante  de  ces  deux  forces  est  généralement  une  force  $, 
différente  de  F.  La  loi  du  mouvement  du  point  G  est  donc 
modifiée  par  la  rupture.  Far  exemple,  la  proportionnalité 
des  aires  aux  temps,  qui  avait  lieu  dnns  le  premier  mouve- 
ment, n'existe  plus  pour  le  second,  puisque  la  force  4>  ne  passe 
plus  constamment  par  le  point  fixe  S,  comme  cela  avait  lieu 
pour  la  force  F, 

TBËonbitB  sa.i  HOHeim  du  ODAnm&a  db  HODVEiiBflT. 

156.  Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment pour  un  point  matériel  unique  s'exprime  par  l'équa- 
tion 


■  M-ll(«w.l=^IC(F*). 


'     Le  signe  M  indique  les  moments  pris  par  rapport  à  un 
«xe  fixe  quelconque;  v.  et  v  sont  les  vitesses  du  point  maté- 
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riel  aaz  époques  r,  et  (,  et  F  la  résultante  des  Torces  qui  agis- 
sent sur  le  point. 

Celte  équation  est  applicable  â  chacun  des  points  qui  com- 
posent un  système  donné  ;  désignons  par  F  la  résultante  des 
forces  extérieures  pour  un  point  en  particulier,  par  /"„  /",..., 
f„  les  forces  intérieures  dirigées  de  ce  point  vers  Ions  les 
autres;  l'équation  précédente  deviendra  pour  le  point  consi- 
déré: 

+£n{f,di]. 

0  y  aura  autant  d'équations  semblables  qu'il  y  a  de  points 
matériels  dans  le  système.  Faisons  la  somme  de  toutes  ces 
équations,  et  observons  que  les  forces  intérieures  sont,  dans 
l'ensemble,  deux  à  deux  égales,  contraires  et  dirigées  suivant 
une  même  droite;  que,  par  conséquent,  la  somme  des  mo- 
ments de  deux  forces  conjuguées  est  nulle  à  chaque  instant 
par  rapport  à  un  axe  quelconque.  L'iidditioa  des  équations 
éliminera  les  forces  intérieures,  et  conduira  k  l'équation 
finale 

su (mv)  —  III (mv.)  =  2  fa{Fdl), 

oà  n'entrent  plus  que  les  moments  des  forces  extérieures. 

Donc  l'aecroissement,  entre  deux  époques,  de  ta  tomtae  des 
numenUt  prit  par  rapport  à  un  axe  fixe,  des  quantités  de  ma»  ■ 
vement  de  tous  les  points  qui  composent  un  système  matériel,  est 
''gol  à  la  lotnme,  prise  entre  les  deux  mêmes  époques,  des  mo- 
ments par  rapport  au  même  axe  des  impulsions  élémentaires  des 
(orées  extérieures  qui  agissent  lur  tout  ces  points. 

157.  On  déduit  la  même  proposition  du  tliéorème  géné- 
ral de  d'AIembert.  Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  les  for- 
ces d'inertie  et  les  forces  qui  agissent  sur  le  système,  on 
peut,  en  appliquant  les  trois  dernières  équations  d'équilibre 
(tu  système  considéré  comme  solide,  écrire  que  les  sommes 
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des  moments  de  toutes  ces  forces  par  rapport  aux  trois  aies 
coordonnés  sont  égales  à  zéro. 

Appliquons  cette  remarque  aux  moments  pris  par  rapport 
à  l'axe  des  X.  Soient  encore  X,  T,  Z  les  composantes  de  la 
résultante  des  forces  extérieures  appliquées  au  point  dont  tes 
coordonnées  sont  x,y,i;  le  moment  de  la  force  par  rapport 
a  l'axe  OZ  sera  Yz — Xy  ;  le  moment  de  la  force  d'inertie  de 
ce  point,  dont  on  suppose  la  masse  égale  à  m,  est  de  même 


n  faisant  la  somme 
ainls  qui  composen' 


et,  par  suite,  on  a,  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  moments 
pour  la  totalité  des  points  qui  composent  le  sjsléme, 


ou  bien 


Multiplions  pardtetint^rons  :  x^—y^xeslU  diflëren- 
tielle  de  xdy — ydx,  de  sorte  qu'on  a 

Le  premier  membre  est  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  des  a,  à  l'instant 
défini  par  la  valeur  (  du  temps  ;  dans  le  second  membre, 
la  constante  C  est  la  même  somme  pour  l'époque  I„  et 

(Yx—Xy)dt  est  la  somme,  entre  les  deux  époques,  des 


/: 


moments  des  impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures) 
y  compris  celles  qui  peuvent  tenir  lieu  de  certaines  liaisons- 

Les  forces  intérieures  sont  sans  influence  sur  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement,  comme  sur  li 
somme  des  projections  de  ces  quantités  sur  les  axes. 

158.  Corollaires.  —  1°  Si,  à  tout  instant  du  mouve- 
meot,  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  est 
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nulle  par  rapport  à  un  axe  donne,  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  est  constante  par  rapport  &  cet 
aie,  car  l'équation  précédente  devient  alors 

3*  n  en  est  ainsi  quand  les  forces  extérieures  appliquées  au 
système  sont  à  chaque  instant  réductibles  à  une  force  uni- 
que, c'est-à-dire  quand  ces  forces,  composées  comme  si  le  sys- 
tème éttùt  solide,  ont  une  résultante  unique  (H,  g  67),  pourvu 
que  l'on  puisse  trouver  un  axe  fixe  qui  renconbv  les  direc- 
tions successives  des  résultantes.  Alors  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe  est  con- 
stamment ^te  à  zéro. 

5*  Lorsque  les  forces  extérieures  se  réduisent  à  chaque 
instant  i  une  résultante  unique,  et  que  cette  résultante  passe 
par  nn  point  fixe,  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  est  constante  p:ir  rappoit  à  tout  axe  mené  par 
ee  point. 

4*  Lorsque  enfin  les  forces  extérieures  sont  toutes  nulles, 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est  con- 
■tante  par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque. 


coMOMiWH  DES  QDAinrrâa  w  HoovEiiKin  appliquées  t,  un  svstèiib. 

159.  Les  quantités  do  mouvement  des  divers  points  d'un 
système  peuvent,  à  un  instant  quelconque,  être  assimilées  à 
des  forces  ;  si  l'on  imagine  au  même  instant  que  te  système 
soit  solidifié,  on  pourra  appliquer  à  ces  forces  fictives  les 
mêmes  raisonnements  qu'aux  forces  qui  sollicitent  un  corps 
solide,  et  par  suite  les  ramener  soit  à  deux  forces  (II,  g  61), 
aoilà  nue  force  et  à  un  couple  (II,  g  62). 

Pour  opérer  celte  dernière  transformation,  rapportons  le 
mouvement  du  système  à  trois  axes  fixes  rectangulaires,  Oî, 
OTetUZ. 

Soit  H  un  point  du  système,  m  sa  masse  ;  it  sa  vitesse  à  un 
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instanl  donné,  MA  la  direclion  de  cette  vitesse.  Prenons  sut 
)a  droite  MA  une  longueur  MA  égale  k  la  quantité  de  mouie- 
raent  mu  du  point,  évaluée  à  une  échelle  arbitraire.  Considé- 
rons cette  droile  MA  comme  représentant  une  force;  puis 
appliquons  h  l'origine,  0,  supposée 
liée  invariablement  au  système,  deui 
forces  OB,  OC,  égales  et  parallèles 
&  MA,  l'une  OB  dans  le  même  sens, 
l'autre  OC  en  sens  contraire.  Les 
deux  forces- OC,  HA,  parallèles  et  de 
sens  opposés,  formeront  un  couple 
dont  on  pourra  représenter  Vaxe  (H, 
g  55)  par  une  droite  OD,  proportion- 
netleau  moment  du  couple,  perpea- 
diculaire  à  son  plan,  et  dirigée  dans  un  sens  défini  par  les 
conventions  connues.  Nous  substituerons  ainsi  aux  quantités 
de  mouvement  efïectives,  sans  altérer  ni  les  projections,  ni  les 
moments,  les  mômes  quantités  de  mouvement  transportée 
parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  0,  et  une  série  de  cou- 
ples dont  les  axes  peuvent  être  aussi  supposés  appliqués 
en  ce  point.  On  composera  toutes  les  forces  ensemble,  ce 
qui  donne  une  résultante  OP;  on  composera  ensuite  tous 
les  axes  des  couples,  ce  qui  donne  un  axe  résultant  OB. 
La  somme  des  projections,  à  l'instant  considéré,  des  quanti- 
tés de  mouvement  sur  un  axe  quelconque,  l'axe  OX  par  exem- 
ple, sera  représentée  par  la  projection  sur  cet  axe  de  la 
droite  OP;  de  même,  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  h  l'axe  OX  sera  représentée  par  la 
projection  sur  OX  de  l'axe  résultant  OR. 

160.  La  traduction  géométrique  que  nous  avons  donnée, 
d'après  M.  Besal,  du  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  pour  un  point  unique  (g  44),  s'étend  facilement  à 
un  système. 

Considérons  le  système  à  deux  époques  très  voisines,  sépa- 
rées par  un  intervalle  de  temps  infmimenl  petit,  dt.  Les  forces 
extérieures  restent  sensiblement  constantes  pendant  cet  inler* 
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lalle.  ComposoDs-lcs  à  ia  façon  des  forces  appliquées  i  un 
système  solide,  en  les  transportant  toutes  parallèlement  & 
elles-mêmes  au  point  0.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  résultante 
de  translation  OH,  et  un  axe  du  couple  résuUofit,  OS  ;  on  aura 
la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  l'axe  OX, 
en  projetant  OH  sur  cet  axe,  et  la  somme  des  moments  des 
forces  extérieures  par  rapport  à  OX,  eo  projetant  l'axe  résul- 
tant OS. 

Au  bout  du  temps  dt^  la  résultante  des  quantités  de  mouve- 
ment OP  et  l'axe  du  couple  résultant  OR  auront  varié  de  posi- 
tion, et  seront  venus,  l'une  en  OP,  l'autre  en  OR'.  Les  extré- 
mités P  et  R  de  ces  deux  droites  parcourent  respectivement  les 
arcs  infiniment  petits  PP,  RU'.  Soient  x„  y^,  z„  Ç,  t],  i;,  les 
coordoonées  du  point  P  et  du  point  R;  les  coordonnées  du 
point  P  seront  «, -hdi,,  y,  4-rft(„  a, -f-ds,,  celles  du  point  R' 
seront  Ç  +  dS,  >!  -H  d>),  K-+-  dç,  et  nous  aurons  les  égalités 


="•^7- 

x,  +  dx,  =  lm^-\-dS.nJ^. 

-S- 

ir.-M,.  =  £«^  +  d2.g. 

"•P 

di                 II; 

=-(»ë-4). 

î+^==-(»S-4) 

-(■ï-.§> 

+-"(»Ï-'S> 

■'■{'i-''^y- 

Appelons  X„  Y,,  Z,  les  coordonnées  du  point  H,  et  L,  M,  N 
les  coordonnées  du  point  S.  Nous  aurons 


x,=xs. 

l-J(!,-I.), 

T,oZY, 

H-I(Ij-I.), 

«i-O, 

B-Hïi-W 

UséquatioDS  des  quantités  de  mouvement  projetées  et  des 
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moments  des  quanttiès  de  mouvement  nous  donnait  d'ail- 
leurs, pour  l'iDlervalLe  infinimeot  petit  de  temps  A, 


et  par  conséquent 

dx,  =  </IïX  =  S,r«. 

ou  bien 

ï-^ 

,/j,  =  J/ïï=Y/{, 

'f  =  v 

'h,siiJllZz=Z,dt, 

$='■■ 

rf,:  =  </fï(z,j-ïi)=uf(, 

§=■- 

a..  =  dti{i3—z*)  =  }iét. 

î-«' 

rf;  =  rf/ï{ïi-Sy)  =  H<tt, 

§-■ 

.  En  d'autres  termes,  les  composaotesX,,  T^,  Z,  de  la  rësul- 
fante  de  Iranslation  sont  respectivement  égales  aux  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  P,  eitrémité  de  la  résultante  des 
quantités  de  mouvement  ;  et  les  composantes  L,  U,  N  du  couple 
résuUant  des  forces  extérieures  sont  respectivement  égales 
aux  composantes  de  la  vitesse  du  point  Et,  extrémité  de  Vnc 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement. 

Par  conséquent,  fa  vitesse  du  point  P  est  égale  et  parallèle  à 
(a  droite  finie  OH,  résultante  de  trtmsiatlon  des  forces  exténeares, 
et  lavitesse  dupointR  est  égale  et  parallèle  à  la  droite  finie  QS, 
axe  du  couple  résultant  des  mêmes  forces. 

En  même  temps  que  les  points  P  el  R  décrivent  chacun  une 
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c£rfaine  trajectoire,  les  points  H  et  S  décrivent  d'autres  cour- 
bes, et  il  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  à  la  définition  don- 
née en  cinématique  (I,  g  98),  que  le  lieu  décrit  par  te  point  U  etl 
t'indicalrice  des  aecélératiom  totales  du  point  P,  et  gue  le  lieu 
décrit  par  le  point  S  ett  l'indicabice  dei  accélérations  totiàes  du 
jiotnlR. 

161,  Remarie.  — Lorsque  l'axeOS  du  couple  résultant  des 
forces  est  nul,  le  point  H  reste  immobile.  L'aie  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement  transportées  &  l'on- 
gine  0  est  alors  immobile,  et  conserve  indéfiniment  une 
direction  et  une  grandeur  constantes  ;  il  en  est  ainsi  quand 
les  forces  extérieures  appliquées  au  système  solidifié  sont 
réductibles  à  une  résultante  unique  OH,  passant  par  le  point 
0.  n  en  serait  encore  de  même  si  la  résultante  était  nulle, 
auquel  cas  le  système,  supposé  solidifié,  serait  en  équilibre 
sous  l'aclion  des  forces  extérieures.  Dans  ce  cas  la  droite  OP 
serait  aussi  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Cela  a 
lieu,  par  exemple,  quand  les  forces  extérieures  sont  toutes 
nulles,  et  en  particulier  (g  153),  pour  le  sy^ème  solaire;  le 
point  0  peut  alors  être  pris  où  l'on  voudra  ;  la  résultante  de 
toutes  les  quantités  de  mouvement  transportées  en  ce  point, 
et  Taxe  résultant  de  leurs  moments,  sont  deux  droites  fixes 
dans  l'espace,  en  grandeur  et  en  direction. 

Nous  verrons  que  cette  propriété  subsiste  encore  dans  le 
mouvement  relatif,  lorsque  les  axes  mobiles  sont  animés  d'un 
mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  ou  lorsque 
les  axes,  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système  parallèle- 
ment à  des  directions  fixes,  sont  entraînés  par  le  mouvement 
de  ce  point. 
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163.  Le  moment,  par  rapport  à  un  axe  fixe  01,  de  U 
quantité  de  inouvemeDt  d'un  point  matériel  H,  représente 
(g  42)  le  double  du  produit  de  ta  masse  de  ce  point  par  sa 
,1  vitesse  aréolaire  autour  de  cet  aie, 

c'est-à-dire  par  la  vitesse  de  l'aint 
que  décrit  sur  le  plan  YOZ,  normal 
à  l'aie  OX,  la  projection  Ont  du  rajon 
vecteur  OM. 
Appelonsffl  la  masse  d'un  point,x,  y.i 
'^'"  ses  coordonnées,  à  un  certain  iestant, 

Pig.  u  par  rapport  à  trois  .ixes  rectangulaires 


,:?=^ 


OX,  OY,  OZ;  V  sa  vitesse  à  cet  instant; 


dx   dy    di 


le^  compo- 


'  dt'  dl" 

santés  de  ti  parallèles  nus  axes.  Soient  Â,  A',  A',  les  aires  dé- 
crites sur  les  plans  TOZ,  ZOX,  XOY,  par  les  projections  On, 
Om',  Om",  du  rayon  vecteur  OM. 
Nous  aurons  les  ^alités 


U 

(™.)-J» 

Tt- 

Wj 

Im)  =  im 

W 

". 

[m,)  =  !m 

"3r 

D'ailleurs  (g  15  7j 

"n 

i'KSl 

1    <*» 

-.î) 

«« 

...«)  = 

-'[''i 

-^7) 

"c: 

...1 . 

--{'% 

-S) 

iPv  conséquent 

1  /  rfl 


di         l\'  dt        ^  dl 
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formules  que  nous  avons  déjà  démontrëâs  directement  dans  la 
cinématique  (1,^55). 

163.  Lorsqu'un  système  est  en  raouvemenl,  les  sommes  des 
momeols  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  ma- 
tériels qui  le  composent,  par  rapport  aux  trois  axes  coordon- 
nés, sonlégalesi  Zm^,Zm  ~,Zm-rr--  Appliquons  au  sys- 
tème le  Ihéorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
entre  deux  époques  infiniment  rapprochées,  séparées  par  un 
inlervalle  de  temps  dt.  Prenons  par  exemple  les  moments  par 
rapport  à  l'axe  OX.  Le  théorème  nous  donne 

F  désignant  les  forces  extérieures. 

Hais  (lzU(mv]=dZ2m^  =  11m  ^,  dt. 

'      '  dt  (II.' 

Donc,  en  supprimant  le  facteur  dt,  qui  est  commun  k  tous 
les  termes  de  chaque  somme,  il  vient 

A  tAaque  imtaiit,  la  tomme  des  jiroduitê  de  diaque  masse  par 

d*A 
l'aecélératiott  aréolmre,  -7^,  sur  l'un  des  plans  coordonnés,  est 

égale  à  la  moitié  de  la  gomme  des  moments  des  forces  extérieures 
par  rapport  à  l'axe  perpendiculaire  à  ce  plan. 

C'est  la  généralisation  du  théorème  du  g  43,  relatif  an  mou- 
vement d'un  point  unique. 

164.  Si  la  somme  SM(F)  est  constamment  nulle  par  rapport 

à  un  certain  axe,  la  somme  £m  jr  est  aussi  constamment 

al* 

nulle  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Par  suite,  la 

dA 
somme  Sm  -j-  est  constante,  et  SmA  est  une  fonction  linéaire 
lit 

du  temps. 

11  en  est  ainsi  sur  les  trois  plans  coordonnés,  lorsque  la 

somme  des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  pour  cha- 
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con  des  troia  axes;  ceci  suppose  que  les  forces  données,  en»- 
posées  comme  si  le  système  était  solide,  se  font  équilibre, 
ou  se  réduisent  à  une  force  unique  passant  par  l'origine. 
Sans  ce  cas  parlicnlier,  la  somme  des  produits  des  masses 
par  les  aires  décrites  en  projection  but  diacuD  des  plans 
coordonnés  est  une  fonction  linéaire  du  temps,  c'est-à-dire 
l'accroît  de  quantités  égales  en  temps  égaux.  C'est  &  ce  cas 
particulier  qu'on  donne  spécialement  le  nom  de  théorème  dtt 
mrfê. 

PUn  DQ   lUXDftIM  DES  AIBIS. 

165.  A  un  instant  quelconque,  transportons  h  l'origine  0, 
parallèlement  à  elles-mêmes,  les  quantité  de  mouvement  assi- 
milées à  des  forces,  et  composons  en  un  seul  les  couples  qui 
proviennent  de  ce  transport.  Nous  obte- 
nons ainsi  un  axe  résultant  OR,  dont  les 
projections  sur  les  axes  coordonnés  OX, 
OV,  OZ,  sont  respectivement  égales  aux 
sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  aux  mêmes  axes. 
Plus  généralement,  on  obtient  la  somme 
'^'  des  moments  des  quantités  de  mouvement 

par  rapport  à  une  droite  ON  passani  par  l'origine,  en  proje- 
tant sur  ON  l'axe  OR.  La  même  longueur  ON  représente  le 
double  de  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant chaque  masse  par  la  vitesse  aréolatre  -n  de  son  mou- 
vement projeté  sur  un  plan  P,  normal  à  la  droite  ON. 

Pour  trouver  cette  somme  Sm  -tt,  relative  h  un  plan  P 

donné,  on  devra  donc  élever  une  perpendiculaire  ON  i  ce  plan, 
et  projeter  OR  sur  cette  droite.  La  projection  ON=OR  cos  (RON) 
représentera  le  double  de  la  somme  cherchée. 
La  droite  ON  ne  peut  être  plus  grande  que  la  droite  OR.  Par 
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suite,  le  plan  P,  pour  lequel  la' somme  Xnt-r^  des  masses par^ 

les  vitesses  aréolaires  est  la  plus  grande  possible,  est  le  plan 
normal  à  OR,  c'est-à-dire  le  plan  normal  à  Vaxe  du  couple  ré-' 
tttltata  des  momentê  dei  quanHtét  At  mouvement  transportées 
à  Forigine.  C'est  ce  plan  qu'on  appelle  le  plan  du  maximum  des 
aires.  On  voit  qu'il  en  existe  un  à  chaque  instant  pour  un  sys- 
tème quelconque  en  mouvement. 

Lorsque  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  est 
constamment  nulle  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés, 
l'axe  OR  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  est 
fixe  dans  l'espace  (g  161),  et  par  suite  le  plan  du  maximum 
des  aires,  perpendiculaire  à  OR,  conserve  dans  l'espace  une 
position  invariable. 

166.  Proposons-nous  de  déterminer  directement,  pour  un 
système  mobile  donné,  la  position  du  plan  du  maximum  des 
aires  k  un  instant  t  quelconque. 

Nous  considérerons  les  aires  élémentaires  dA,  dA',  dA"  dé- 
crites, pendant  l'intervalle  de  temps  dt  qui  suit  cet  instant, 
par  les  projections  de  chaque  rayon  vecteur  OM  sur  les  trois 
plans  coordonnés  ;  multiplions  chacune  de  ces  aires  par  la 
masse  correspondante,  et  faisons  les  sommes.  Soit 

d A  =  Hadk, 
iA'  ~  Smdk', 
dK"  =  ImdK". 

Nous  pouvons  regarder  dA,  dA',  dA",  comme  les  projections 
d'une  même  aire  dQ,  située  dans  un  plan  P,  qui  fait  avec  les 
plans  coordonnés  certains  angles  a,  p,  y-  H  suffira,  en  effet,  de 
déterminer  les  angles  a,  0,  f  par  la  série  d'égalités 


"3Â"  = 


*^'H 


On  connaît  ainsi  la  grandeur  dO,  et  l'orientation  (a,  p,  y) 
d'une  aire  plane  qui,  projetée  sur  les  trois  plans  coordomiés, 
donne  sur  chacun  une  aire  égale  à  celle  qui  y  est  décrite  par 
les  projections  des  différents  points  du  corps.  Pour  avoir  la 
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somme  des  aires  décrites  en  .projection  sur  un  plan  Q  quel- 
conque, il  suffira  de  même  de  projeter  l'aire  dQ  sur  le  plan  Q; 
lu  somme  cherchée  sera  donc  dQ  cos  (PiQ)  ;  le  maximum  de 
cette  somme  a  lieu  pour  le  plan  P  lui-même,  puisque  alors  la 
somme  est  égale  à  dO.  Donc  enfin  le  plan  cherché  fait  aiec 
les  plans  cootdonnés  les  angles  a,  ^  et  y,  fournis  par  les  éga- 
lités précédentes. 

Si  les  aires  d\,  d\\  dS."  son!  égales  à  des  constantes  multi- 
pliées par  dt,  c'csi-à-dirc  si  les  aires  croissent  sur  les  trois  plans 
proporlionnellemenl  au  temps,  dt  disparaissant  comme  fac- 
teur commun  dans  les  équations  qui  font  connaître  a,  fletf.  le 
plan  P  est  invariable. 

DÉCOMPOSITION   KH   DIOX    PARTS   DK    LA    SOUUB  DES   HOKETTS   KS 
QUAHT1TË1)  DB    HOCTEMENT. 

167.  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
d'un  système  matériel  par  rapport  à  Pase  OZ  a  pour  expres- 
sion 

On  peut  transformer  cette  expression  en  la  somme  de  deux 
expressions  semblables,  dont  l'une  exprime  le  moment,  par 
rapport  k  l'axe  OZ,  de  la  masse  entière  du  système  concentrée 
en  son  centre  de  gravité  G,  et  dont  l'autre  exprime  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvemeot  du  système  par  rap- 
port à  un  axe  GZ',  mené  par  le  centre  de  grdvité  parallèlement 
à  l'axe  OZ.  Cette  transformation  est  utile  pour  traiter  certains 
problèmes  de  mouvement  relatif. 

Soient  OX,  OY,  OZ,  les  axes  donnés; 

G  le  centre  de  gravité  du  système  matériel,  et  GX',  G¥',  GZ' 
les  nouveaux  axes,  menés  parallèlement  aux  anciens  par  le  point 
G,  et  mobilesaveclul.SoitMun  point  quelconquedu système; 
|IN=x,  NP^tf,  OP^c,  ses  coordonnées  rapportées  aux  axes 
OX,  Oï,  OZ;  etMN'=»',  N'P'=!/',  01"= x',  ses  coordonnées 
rapportées  aux  axes  GX',  Gï',  GZ'. 
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Si  l'on  appelle  Ç,  i],  Clés  coordonnées  OE,EH,Hfîdu  centra 
de  gravité  G  par  rapport  aux  premiers  axes,  on  aura  les  trois 
relations  : 

«  =  «'+(. 

»=.'  +  ç. 
Quant  aux  vitesses  du  point  M,  it  y  a  lieu  du  considérer  la 
vitesse  absolue  du  point  H,  sa  vitesse  relativement  aux  axes 
GX',  G¥',  GZ',  et  enfin  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M, 
considéré  comme  lié  aux  axes 
mobiles.  Le  mouvement  d'cn- 
tralnement  étant  ici  une  trans* 
laiion,  la  vitesse  d'entratne- 
ment  du  point  U  est  égale  et 
parallèle  a  la  vitesse  du  point 
G.  La  vitesse  absolue  du  puint 
M  est  donc  la  résultante  de  sa  "''■  ™- 

vitesse  relative  prise  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  de  la 
vitesse  du  centre  de  gravité,  et  on  aura,  en  additionnant 
algébriquement  les  composantes  de  ces  vitesses, 


J- 

■ 

A 1- 

/^ 

/•  ' 

-^a.f!! 


équations  auxquelles  la  difîérentiatioD  conduirait  directement. 
Formons  l'expression 

"V-à-'JT,)- 

et  remplaçons  les  coordonnées  et  leurs  difléreDliellus  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  nouvelles  variables;  il  vient 

-"[(-f-»-ï)+0f-.S)  +  (4-»'§)    , 
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Celte  transformation  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  parlicnlier  de 
la  théorie  d«s  déterminants.  On  pourrait  l'indiquer  de  la  fatoo 
suivante,  en  adoptant  la  notation  parliculiÀre  des  délermi- 
nants,  et  en  supprimant  le  facteur  n  : 

I*'+ï.        y+M,    II*'-     s''  \     1  ï.     ■>.   [ 


\Si'     3Ï'  \       \dt'     dl'  \ 

Faisons  ensuite  la  somme  de  toutes  les  quantités  semblables, 
ce  que  nous  indiquerons  en  mettant  le  signe  2  devant  tous  lei 
termes  de  l'équation  : 

+-(-Ê-'-g)+»(<S-§} 

Observons  que  g,  i],  -^r.  -^r,  sont,  i  un  même  instant,  des 

fiicteurs  communs  à  tous  les  termes  de  quelques-unes  des 
sommes  indiquées;  ce  qui  permet  d'écrire  le  second  mem- 
bre de  t'équation  sons  cette  Torme  : 

Or  Smx'^O,  et  2my'=  0;  car  l.mx',  Imy",  sont  les  som- 
mes  des  moments  des  masses  par  rapport  aux  plans  V'GZ', 
Z'GX',  conduits  par  leur  centre  de  gravité  G.  Elles  sont  donc 


que  les  suivants  : 

(,j_,g)..»(,*-,ç). 
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qui  opèrent  la  décomposition  annoncée  ;  H  représente  la  masse 
totale  X m. 

On  aurait  autour  des  deux  autres  axes  une  décomposition 
identique. 

Les  sommes 


qui  ne  sont,  au  fond,  que  des  représentations  géométriques 
des  moments  des  quantités  des  mouvement,  sont  susceptibles 
des  mêmes  transformations. 

468.  Les  forces  intérieures,  qui  sontsans  effet  sur  le  mou- 
Tcment  du  centre  de  gravité  d'un  système  matériel,  n'ont 
aucun  effet,  non  plus,  sur  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  quelconque.  Étant 
donné  un  système  matériel  soumis  à  certaines  forces  exté- 
rieures, le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  complètement 
défini,  et  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment, transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point  de  l'espace,  a  à  chaque  instant  une  direction  et  une  lon- 
gueur parfaitement  déterminées,  quelles  que  soient  les  for- 
ces intérieures  développées  dans  le  système.  On  peut  appliquer 
cette  théorie  à  tous  les  exemples  donnés  ^  155, 154  et  155; 
non-sailement  dans  ces  exemples  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  n'est  pas  altéré  par  le  développement  de  forces  in- 
térieures nouvelles,  mais  encore  les  moments  des  quantités 
de  mouvement,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  sommes  des 
produits  des  masses  par  les  aires  décrites  pendant  l'unilè  da 
temps  en  projection  sur  des  plans  fixes  ne  subissent  aucune 
modification  pour  cette  cause. 

Si,  par  exemple,  un  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  et 
qu'un  elTort  intérieur  rapproche  de  l'axe  de  rotation  certaines 
parties  éloignées,  la  somme  des  produits  des  masses  par  les 
aires  décrites  pendant  l'unité  de  temps,  en  projection  sur  un 
plan  normal  ô  l'axe,  ne  devra  pas  changer  par  suite  île  cette 
action  intérieure  ;  d'où  résulte  que  la  vitesse  angulaire  w  aug- 
mente; car  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  un  rajon 
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vecteur  égal  à  r  a  pour  valeur  jur*;  si  r  devient  plus  petit, 

ùi  doit  augmenter  pour  que  le  produit  ur*  reste  constant. 

Le  refroidissement  d'un  corps  solide  entraine  en  général 
une  coniraclion  que  l'on  peut  attribuer  à  l'action  de  forces 
intérieures.  Un  corps  touniant  doit  donc  acquérir  des  vitesses 
angulaires  de  plus  en  plus  grandes,  à  mesure  qu'il  se  refroi- 
dit. La  constance  presque  absolue  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  terre,  depuis  Hipparque  jusqu'à  nos  jours,  permet 
de  penser  que,  dans  une  période  de  2,000  ans,  la  température 
dîi  globe  n'a  pas  variée  d'une  manière  sensible. 

On  a  un  exemple  de  l'accélération  due  à  un  rapprochement 
de  Taie,  dans  le  mouvement  rapide  de  rotation  d'un  danseur 
qui  porte  sur  le  sol  par  le  bout  du  pied,  et  qui  tourne  sur  lui- 
même  en  étendant  horizontalement  l'autre  jambe;  sa  vitesse 
angulaire  s'.iccroU  lorsqu'il  replie  la  jambe  étendue.  Quant 
à  la  manière  dont  il  parvient  à  s'imprimer  à  lui-même  une 
vitesse  de  rotation  rapide,  c'est  en  développant  des  efforts  du 
pied  qui  pose  par  terre.  Le  frottement  au  contact  du  sol  est 
la  force  extérieure  qui  accroît  graduellement  sa  vitesse. 

THÉORÈME  DIS  FORCES   VIVES. 

169.  Soient  v,  la  vitesse  d'un  point  matériel  de  masse*. 
à  l'instant  oi!i  ce  point  occupe  une  certaine  position  A,; 

V,  la  vitesse  du  même  point  lorsqu'il  occupe  une  autre  po- 
sition A  ; 

K,  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  à  un  in- 
stant quelconque  sur  le  point  mobile; 

i*,  l'angle  qu'elle  fait  au  même  instant  avec  la  direction  da 
mouvement; 

ds,  l'arc  élémentaire  décrit  par  le  mobile  à  partir  de  cet 
instant. 

L'équatioD  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  du 
point  considéré  sera 
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Les  limites  f ,  et  j  sont  les  arcs  qui  définissent  ks  positions 
A^  et  A  sur  la  trajectoire. 

Appliquons  la  mftme  équation  à  lous  les  pointsqui  compo- 
sent an  système,  en  prenant  comme  limites  pour  chacun  les 
positions  qu'il  occupe  à  l'instant  où  le  premier  point  est  en 
A,,  et  à  rinstant  où  il  est  en  A.  Ajoutons  ensemble  toutes  ces 
équations,  et  nous  aurons  pour  résultat  final 

Le  premier  membre  de  cette  équation'  est  Faccroissement 
(le  la  demi-force  vive  totale  du  système,  de  sa  première  à  sa 
seconde  position;  le  second  membre  est  ta  somme  des 
traïaax  accomplis  par  loules  les  forces  quand  le  système 
passe  de  l'une  h  l'autre  ;  parmi  ces  forces  se  trouvent  à 
la  fois  les  forces  extérieures  et  les  forces  intérieures,  les 
forces  données  et  les  forces  tenant  lieu  des  liaisons,  sauf 
les  cas  particuliers  où  leur  travail  individuel  est  nul  de  lui- 
même. 

On  obtient  donc  le  tliéorème  suivant  : 

Bimt  tout  ayitème  en  mouvement,  l'aecroksement  de  la  demi* 
force  vive  totale  du  sjfstëme  entre  deux  positions  successives  esl 
égal  à  la  somme  des  travaux  des  forces ,  tant  extérieures  qu'in- 
lérieitres,  qui  agissent  sur  le  sijslème  de  l'une  à  l'autre  de  ce» 
deux  portions. 

Tel  est  le  théorème  des  forces  vives,  le  plus  important  de 
toute  la  dynamique. 

170.  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  forces  intérieures  ne 
disparaissentpas  nécessairement  de  l'équationdcs  forces  vives; 
de  là  une  différence  importante  entre  celte  équation  et  celles 
qui  traduisent  analyliqucmeal  les  autres  théorèmes  généraux. 
Pourceux-ci,  en  effet,  les  forces  intérieures  sontéliminécs.  Dne 
autre  différence,  c'est  que  les  sommes  de  forces  vives,  Smu', 
sont  des  quantités  absolues,  toujours  positives,  et  pour  les- 
quelles on  n'a  pas  éjfard  aux  directions  des  vitesses,  mais  seu- 
lement à  leurs  grandeurs.  Le  théorème  des  forces  vives  donne 
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ainsi  une  équation  unique,  tandis  que  les  théorèmes  des 
quantités  de  mouvement  projetées,  et  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement,  donnent  six  équations  distinctes,  en  fai- 
sant successivement  lisage  des  divers  axes  de  coordonnées. 
On  pourrait  même  en  tirer  une  infinité  d'autres  équations  en 
adoptant  d'autres  axes,  mnis  elles  seraient  comprises  analf- 
tiqucment  dans  les  six  premières.  Enfin,  un  des  caracl^ïs 
du  théorème  des  forces  vives,  c'est  qu'il  ne  fait  pas  intervenir 
explicitement  la  considération  du  temps,  et  qu'il  introdoit 
seulement  dans  l'un  des  membres  de  l'équation  les  travaux 
des  forces,  c'est-à-dire  des  produits  de  la  forme  FcosmJï.  De 
là  d'importantes  conséquences  analytiques.  Avant  de  les  déve- 
lopper, nous  déduirons  l'équation  des  forces  vives  du  théorème 
ded'Alembert. 

171.  Nous  avons  mis  t'équalion  générale  du  mouvement 
sous  la  forme 

^[(^-S)"+ ('-&)'»+ (--"S)'"]=°- 

Dans  cette  équation,  X,  ï,  Z  sont  les  composantes  suivant  les 
axes  des  forces  données,  c'est-à-dire  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  système,  à  l'exception  des  forces  tenant  lieu 
des  liaisons;  Sx,  iy,  Sz,  sont  les  projections  de  déplacements 
arbitraires  compatibles  avec  les  liaisons,  et  c'est  sous  cette 
condition  que  les  forces  équivalentes  aux  liaisons  s'élimi- 
nent. 

Si,  au  contraire,  on  veut  mettre  en  évidence  les  forces  qai 
tiennent  lieu  des  liaisons,  et  dont  les  composantes  sont  re- 
présentées par  X,  T,  z,  il  faudra  adopter  l'équation 

.(...-„S)..]=o, 

où  8ff,  8{f,  Sx,  sont  complètement  arbitraires,  s«ns  restric^oa 
d'aucune  sorte. 
La  démonstration  du  théorème  des  forces  vives  exige  qu'on 
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consid^  tanUf  l'une,  tantdt  l'autre  forme  de  l'éqiiàfiott.gè^ 
oérale. 

1*  On  prendra  Téquation  sous  sa  première  forme  si  les 
équations  de  liaison 

Li  =  0, 
t,=0. 


sont  indépendantes  du  temps  t.  Il  résulte  de  là  en  effet  qu'on 
a  à  la  fois  les  éi}ualions 


È" 


oùentrent  les  projections  des  déplacements  virtuels  imprimés 
Gctivemeotau  système  à  l'instant  f,  et  les  équations 


où  entrent  les  projections  des  dépincements  réels  subis  par 
le  système  pendant  l'intervalle  de  temps  dt.  S'il  en  est 
ainsi,  on  peut  faire  3x=(fx,  hi=dy,  ix^=d;Je^,  ...  etc.;  en 
d'autres  termes,  on  peut  appliquer  l'équation  générale  de 
l'équilibre  dynamique  au  mouvement  réel  du  système.  Elle 
devient 

'[(— g)'^  +  ('-9)*  +  (— "S)'"]-«v 
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et,  CD  intégrant  les  deux  membres,  on  a 

ou  cnGa 

Nous  trouvons  ainsi  l'équation  des  forces  vives  :  le  second 
membre  renferme  la  somme  des  travaux  des  forces  don- 
nées, à  l'esclusion  des  forces  de  liaison.  La  condition  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  que  les  équations  de  liaison  soient 
indépendantes  du  temps. 
2*  Si  au  contraire  une  ou  plusieurs  des  équations  L,=0, 
-  Ij^iO...,  contenaient  explicitement  la  variable  t,  le  <léplac^ 
ment  réel  du  système  pendant  le  temps  dt  ne  pourrait  être 
considéré  comme  l'un  des  déplacements  virtuels  compatibles 
avec  ces  équations.  En  effet,  les  projections  du  premier  satis- 
font aux  relations 

-.^+_rfî,+  ...  +  _d,=0. 

tandis  que  les  projections  de  l'un  quelconque  des  seconds  5>> 
lisfont  aux  relations 

où.  te  temps  t  est  traité  comme  une  constante. 

Pour  qu'on  puisse  dans  ce  cas  identifier  le  déplacement 
réel  à  un  déplacement  virtuel,  il  faut  que  les  Ex,  ly,  Sa,— 
soient  complètement  arbitraires,  ce  qui  suppose  qu'on  prenns 
l'équation  générale  sous  sa  seconde  forme.  U  vient  alû^ 
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OQ  bien 
eteDiaUgrant 

s  J  «••  =  C  +  2  Al<tt  +  Ml,  +  Zds) + s  A«f* + «^  +  «&). 

Cest  eocore  l'éqaation  des  forces  vives,  mais  avec  une 
somme  de  termes  qui  représentent  les  travaux  des  forces 
de  liaison,  somme  qui  était  nulle  dans  le  premier  cas. 

173.  Le  thûoi'ème  des  forces  vives  peut  se  démontrer  très 
simplement  de  la  manière  suivante,  en  s*appuyant  toujours 
sur  le  théorème  de  d'AIembcrt. 

Les  forces  d'inertie  et  les  autres  forces  se  faisant  à  chaque 
instant  équilibre,  ta  somme  des  travaux  des  forces  d'inertie, 
des  forces  données,  tant  extérieures  qu'intérieures,  et  des 
forces  tenant  lieu  des  liaisons,  est  constamment  nulle  p>oûruD 
déplacement  virtuel  quelconque  du  sifstème,  et,  en  particulier, 
pour  le  déplacement  effectif  qu'il  subit  pendant  chaque  durée 
infiniment  petite  dt.  Hais  (g  74)  le  travail  total  de  la  force 
d'inertie  est  égal  k  la  demi-différence  changée  de  signe  des 
forces  vives  du  point  matériel  k  l'instant  initial  et  à  l'in- 
stant final.  Donc  le  demi-accroissement  de  la  somme  des  for- 
ces vives,  ou,  en  adoptant  le  langage  de  Bélanger  (|75), 
l'accroissement  de  la  pmtianee  vive  du  système  entre  deux 
époques,  est  égal  à  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces, 
forces  intérieures,  forces  extérieures,  et  forces  tenant  lieu 
des  liaisons,  dans  le  cas  où  celles-ci  n'auraient  pas  d'elles- 
mêmes  un  travail  égal  à  zéro. 

175.  Comme  exemple  de  l'introduction  de  forces  tenant 
lieu  des  liaisons  dans  l'équation  des  forces  vives,  imagi- 
nons qu'un  point  du  système  matériel  soit  assujetti  à  glis- 
ser sans  frottement  sur  une  surface  mobile  suivant' une  loi 
donnée.  Le  lemps  figurera  explicitement  dans  l'équation 
de  celte  surface  ;  la  réaction  de  la  surface  sur  le  point  qui 
la  parcourt  devra  entrer  dans  l'équation  des  forcés  vives, 
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car  son  travail  n'est  pas  nul,  la  trajectoire  efTectÏTe  doiMini 
n'étant  pas  constamment  normale  à  la  direction  de  celte 
force. 

174.  Le  Ihéorème  des  forces  vives  prend  quelquefois  le  nom 
de  théorème  de  T effet  du  travail.  D  montre  que  le  traTail  posilll 
des  forces  a  pour  effet  d'augmenter  la  force  vive  totale  d'un 
système  mobile,  tandis  que  le  travail  négatif  a  pour  effet  delà 
diminuer.  Le  travail  moteur  dépensé  par  les  forces  pendant  un 
certain  parcours  des  points  mobiles  se  retrouve  sous  forme 
de  force  vive,  au  bout  de  ce  parcours,  dans  le  système  en 
mouvement,  et  la  force  vive  que  le  système  perd  pour  vain- 
cre des  résistances  se  retrouve  de  même  dans  le  travail  néga- 
tif accompli  par  ces  résistances.  A  ce  point  de  vue,  on  peut 
dire  que  U  mouvement  d'wt  lystème  matériel  est  une  ttàle  non 
isUeirompue  d'échanges  de  travaU  en  force  vtve  et  de  force  me 
en  Iraviâl.  , 

175.  SoitT  la  somme  algébrique  des  travaux  des  forces 
mouvantes  ou  résistantes  ;  appliquons  l'équation  des  forces 
Vives 


h  un  certain  inlenralle  de  temps,  et  supposons  qu'au  com- 
mencement et  i  la  fm  de  cet  intervalle  les  vitesses  se 
retrouvent  les  mêmes  pour  les  mêmes  points,  ce  que  nous  ex- 
primerons d'une  manière  générale  en  écrivant  p  =  v,.  D  en 

résultera  2  s  mu*  =  S  ô  ">"**  i  1^  premier  membre  étant  nul,  le 

second,  T,  l'est  aussi  ;  donc  le  travail  total  des  forces  est  nal 
pendant  l'intervalle  considéré. 

.  Celte  conclusion  s'applique  notamment  aux  '  momements 
périodiques,  c'est-à-dire  aux  mouvements  en  vertu  desquels  les 
divers  points  matériels  composant  un  système  reviennent  au 
bout  de  temps  égaux  aux  positions  précédemment  occupées,  el 
s'y  retrouvent  animés  des  mêmes  vitesses.  Quand  il  en  est 
ainsi,  le  travail  total  des  forces  est  nul  pour  une  ou  plusieun 
périodes.  , 


.y  Google 


DBS  FOBCBS  VITES.  Wt 

Une  machine  qui  commence  à  travailler  part  du  repos,  et 
elle  y  revient  quand  son  travail  cesse;  on  a  donc  v,=0 
pour  tous  les  points  au  commencement  du  mouvement, 
et  r=-0  à  la  fin.  DoncT=0,  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  la  machine 
depuis  la  mise  en  train  jusqu'à  l'arrêt,  est  identiquement 
nulle;  le  travail  positif  des  forces  mouvantes  est  ainsi,  pen- 
dant cet  inlervalle,  égal  en  valeur  absolue  au  travail  négatif 
(les  résistances. 

176.  Le  théorème  des  forces  vives  renferme  la  solution  du 
problème  général  de  la  statique. 

Vn  $ii$tème  matériel  à  liaisons  est  solUàté  par  des  forées  F  ; 
ipuUe  est  la  condition  d'équilibre? 

Imprimons  par  la  pensée  au  système  un  déplacement  infi- 
niment petit  compatible  avec  les  liaisons;  nous  pourrons 
appliquer  h  ce  mouvement  infiniment  petit  le  théorème  des 
forces  vives.  Appelons  v,  la  vitesse  initiale  imprimée  à  un 
point  matériel  pris  dans  une  certaine  positron,  et  v  la  vi- 
tesse que  le  même  point  possède  après  avoir  parcouru  l'arc 
infiniment  petit  ds.  Le  travail  de  la  force  F  qui  sollicite 
ce  point  sera  Fcos(Mb,  et  nous  aurons  pour  l'ensemble  du 
système 

s  a  ■«*— s  s  w».'  =  IFcos/Kif. 

La  quantité  positive  1  ^  mv*  est  moindre  que  Z  ^  mi;.*,  si 

ZFcosti/I«  est  négatif,  ou  au  plus  égale  k  cette  quantité,  si 
SFcosiuff  est  nul. 

Si  donc  2Fcos)ub  =  0,  ou  SFco3tub<0,  le  système, 
placé  sans  vitesse  dans  la  position  initiale,  ne  pourra  l'aban- 
donner en  suivant  le  déplacement  que  nous  avons  admis; 
les  vitesses  initiales  c.  sont  en  effet  nulles  pour  chaque  point, 

elpar  suite  2^iihi,*:=0;  le  système  ne  pourrait  quitter 

sa  position  initiale  qu'en  acquérant  des  vitesses  v  qui  ren- 
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draîent  positive  la  somme  Sa""'*;  or  ce  résultat  est  impossi- 
ble, car  l'équation  des  forces  vives  conduirait  à  égaler  une 
quanlilé  positive  à  une  autre  quantité  qui,  par  hypothèse,  est 
négative  ou  nulle. 

Pour  que  le  système  demeure  en  repos  dam  sa  position  ini- 
tiale, il  faut  donc  et  il  swffit  que  la  sùmrne  des  travaux  éUrnair- 
tairet  de  toutes  les  forces  qm  le  solliiAimt  soiX  nulle  ou  niga&te 
pour  tout  déplacement  infiniment  petit  eomptUible  avec  les  tin- 
sons. 

Certains  déplacements  virluets  sonl  possibles  dans  les  deux 
sens  suivant  les  mêmes  direclions  ;  la  somme  des  travaux 
virtuels  correspondants  doit  être  nulle  pour  l'équilibre;  car  si 
elle  était  négative  pour  l'un  de  ces  déplacements  en  particu- 
lier, elle  serait  positive  pour  le  déplacement  contraire,  et  ta 
condition  d'ûlre  négative  ou  nulle  pour  tous  ne  pourrait  èlre 
remplie  (II,  g  118).  Nous  retrouvons  ainsi  d'une  manière  trijs. 
directe,  et  comme  conséquence  des  principes  de  la  dynami- 
que, la  règle  donnée  en  statique  sous  le  nom  de  Théoyème  à» 
travail  virtuel. 

177.  CoQsidérons  un  système  à  liaisons  complètes,  c'cst-â- 
dtre  un  système  dont  le  mouvement  puisse  se  définir  au 
moyen  d'une  variable  unique  exprimée  en  fonction  du  temps 
(I,  g  205).  Lorsqu'on  fait  abstraction  des  frottements  et  de 
la  résistance  des  milieux,  l'équation  des  forces  vives  appli- 
quée à  ce  système  peut  en  général  définir  complètement  son 
mouvement. 

1^  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  le  verrons  tout  ï 
l'heure,  dans  le  cas  où  l'on  tient  compte  des  réâstanca  pas' 
liivei,  qui  restent  inconnues  dans  l'équation  du  travail.  Quoi 
qu'il  en  soit,  on  pourra  toujours  appliquer  au  système  mo- 
bile l'équation  des  forces  vives,  et  poser 

ï  -  »»>  —  s  j-  m»,'  =  T, 
CD  appelant  T  le  travail  total  de  toutes  les  forces,  données  on 
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inconnues.  Dans  cette  équation  Z^tnv*  est  une  fonction  de  la 
quanlilé  T.  DifTérentions  celte  équation  ;  il  vient 

Zmvdv  =2  dT. 

Supposons  encore  que  les  vitesses  v  des  divers  points 
aient  entre  elles  des  rapports  constants,  ainsi  que  cela 
a  lien  dans  la  plupart  des  machines;  leurs  différentielles 
auront  les  mêmes  rapports,  et  par  suite,  elles  s'annulent 
toutes  à  la  fois  :  ainsi  les  vitesses  de  tous  les  points  passent 
à  la  fois  par  leurs  plus  grandes  ou  par  leurs  plus  petites 
valeurs.  Le  premier  membre  s'annule  pour  dv  =  0,  ce  qui 
donne  en  môme  temps  dT  ^  0.  Or  dT  est  la  somme  des 
travaux  élémenlsires  des  forces,  et  l'équation  dTr=0  in- 
dique que,  grâce  aux  liaisons,  les  forces  se  font  équilibre. 
Le  maximum  et  le  n^inimum  des  vitesses  des  divers  points 
mobiles  a  donclieu  lorsque  le  système  passe  par  une  position 
d'équilibre. 

178.  Si  T  est  constamment  nul,  auquel  cas  dT  est  con- 
stamment nul  aussi,  on  a  à  chaque  instant  2^  inv*=2^ffiv,*; 

la  furce  vive  du  système  est  donc  constante  lorsque  les  forces 
se  font  constamment  équilibre.  La  réciproque  est  vraie.  Par 
conséquent,  si  l'on  a  toujours  v  =  v,,  c'est-à-dire  si  le  mou- 
vement de  chaque  point  est  uniforme  sur  sa  trajectoire,  les 
forœs  qui  agissent  sur  le  système  se  font  constamment  équi- 
libre :  proposition  dont  nous  avons  fait  un  fréquent  usage 
dans  le  livre  VI  de  la  statique,  mais  qu'il  importait  de  d6-' 
montrer  d'une  manière  rigoureuse  {11,  g  265).  i 

t79.  Â  un  instant  donné,  supprimons  les  forces  mou- 
vantes qui  agissent  sur  un  système,  et  ne  conservons  que 
les  forces  résistantes.  La  force  vive  lolale  du  système  va  di- 
minuer graduellement,  et  nous  pouvons  admettre  en  géné- 
ral qu'elle  se  réduira  à  zéro  au  bout  d'un  temps  fini.  Appli- 
quons le  théorème  des  forces  vives  à  la  période  comprise  entre 
l'instant  de  ta  suppression  des  forces  mouvantes  et  l'instaotoii 
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le  système  reolre  dans  le  repos.  Soit  —  T  la  somme  des  tra- 
Taui  négatifs  accomplis  par  les  forces  résistantes  pendant  celle 
période.  A  l'instant  initial,  la  force  vive  du  système  estreprË- 
semée  par  Lnui*;  elle  est  nulle  à  l'instant  final,  et  l'on  a 


mu»  =  T. 


Donc  à  un  instant  quelconque ,  la  force  vive  totale  if wi 
système  malérifl  en  mouvement  est  égale  au  double  du  tra- 
vail résistant  que  le  système  est  capable  de  subir,  ou  au  double 
du  travail  qu'il  est  capable  de  prodiàre,  jusqu'à  extinction  de  sa 
vitesse. 

Pour  ramener  au  repos  un  système  matériel,  il  faut  faire 
subir  i  ce  système  un  travail  résistant  égal  à  la  moitié  de  sa 
force  vive.  Prenons  pour  exemple  un  corps  solide  peinant,  glis- 
sant en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  sur  une  table  horizontale. 
Soit  P  son  poids,  fXe  coefGcient  du  frottement  relatif  aux  sub- 
stances en  contact,  t>  la  vitesse  du  corps.  Le  parcours  s  au 
bout  duquel  le  corps  s'arrélera  sera  donné  par  l'équation 


1  g 


.•=irxt. 


Carcetle  égalité  expnme  que  le  travail  résistant  P^Xf.  dé- 
veloppé par  le  frottement  F/"  le  long  de  l'espace  parcouru<,  est 
égal  à  la  demi-force  vive  initiale  du  corps. 

Donc 

^  _  B 

fl  étant  la  hauteur  due  &  la  vitesse  v.  Le  poids  du  corps 
disparaît  de  cette  équation.  Ce  résultat  était  facile  à  prévoir. 
Le  parcours  horiionlal  <,  sous  l'action  résistante  d'un  frotte- 
ment Y{,  équivaut,  comme  travail  négatif,  à  un  parcours 
vertical  égal  à  fs  sous  l'action  d'une  force  retardatrice  égale 
au  poids  P.  L'arrêt  du  corps  se  produira  doue  quand  f>=H, 
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H  ëtsDf  la  hauteur  k  taqurile  s'élèverait  le  corps  si.  on  le- 
boçsil  verticalement  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  tf. 

180.  Dans  cet  exemple,  le  corps  mobile,  doué  k  TinstanL 
initial  de  la  vitesse  v,  arrive  au  repos 
après  un  parcours  âni  ;  puis,  une  fois 
en  repos,  il  y  demeure  indéfiniment. 
La  résistance  des  milieux  peut,  dans  certains  cas,  conduire' 
i  une  conclusion  analogue. 

Supposons  qu'un  corps,  aniiné  d'une  vitesse  initiale  v^  par-, 
coure  une  droite  horiionlale  Afi,  et  qu'il  ne  soit  sollicité  que^ 
par  la  résistance  de  l'air. 

Soit  m  la  masse  du  point,  v  sa  vitesse  h  un  instant  qucl~ 
conque  ;  la  résistance  du  milieu  sera  une  force  retardatrice, 
fonction  de  la  vitesse,  qu'on  pourra  représenter  par  l'expres- 
sion — fcr*,  it  et  a  étant  des  nombres  donnés.  L'équation  du, 
mouvement  est  donc 

On  en  déduit,  eo  séparant  les  variables, 


et  par  suite 


P) 


si  a  est  dilTérent  de  Tunilé,  ou 

si  «=1. 
Admettons  la  première  hypothèse,  et  supposons  de  plus  que 

a  soit  moindre  que  l'unité;  nous  aurons  9=0  pour  (=-r-, 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  du  mobile  s'annule  au  bout  d'un 
temps  fini.  Au  delà  de  celte  valeur  du  temps,  l'équation  (3)- 
cesse  d'Être  admissible;  car  le  second  membre  devient  né-. 
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gatir,  et  le  premier  reste  positif  pour  toote  valeur  posidie 
de  V.  Le  mouTemeDt  du  point  dans  le  seos  BA.  est  èridem- 
menl  impossible  ;  il  n'y  a  plus  en  erfet,  à  l'instant  où  le  poiiri 
arrive  sans  vitesse  au  point  B,  aucune  force  qui  agisse  sur  lai 
pour  le  déplacer  le  long  de  sa  trajectoire,  et  il  demeure  dans 

cette  position .  Au  deli  du  temps  i  ^  -r-  >  la  solution  n'est  pins 

donnée  par  Téquation  (2),  mais  bien  par  l'équation  i)=0, 
équation  qui  satisfait,  du  reste,  à  l'équation  (1).  cl  qui  en  est 
une  solufion  àngulière. 

181.  Dans  tous  les  cas,  l'arr^l  ttulonton^d'un  s|sléa>eai 
mouvement  est  rigoureusement  impossible.  La  productiondu 
travail  résistant  nécessaire  pour  réduire  à  zéro  la  force  viveda 
système  suppose  un  espace  parcouru  par  les  points  d'appli- 
cation des  forces  qui  agissent  sur  lui.  Cet  espace  est,  il  est 
viai,  d'autant  plus  petit  que  les  forces  résistantes  sont  plus 
grandes.  Mais  il  ne  peut  être  réduit  à  léro,  ce  qui  suppo- 
scruit  des  résistances  infinies  :  hypothèse  d'autant  moins 
admissible  que  les  diverses  parties  du  système  matériel  dont 
on  veut  produire  l'arrêt  ne  sont  pas  douées  d'une  solidité 
indéfinie,  et  que  l'accroissement  sans  limite  des  résistances 
aurait  pour  ^et  d'y  produire  des  déformations  et  des  rup- 
tures. 


nnfGRlLE   DES  FORCES    VITES. 

183.  L'équation  des  forces  vives  peut  s'écrire  sous  l'une  ou 
l'autre  des  formes  suivantes  : 

(1)  I  ^  „«»-  ïi  m..'=sJ'(S<fa  +  ÏAJ  +  2A1. 

(2)  si  Bi<.*-Ei  «.«.*=  iyF««^«  +  ïJ*/ar. 

La  première  forme  est  celle  qu'il  convient  d'employer 
lorsque  les  composantes  X,  Y,  Z  des  forces  qui  agissent  sur 
les  diDerentg  points  du  système  sont  exprimables  par  des 
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fonctions  connues  des  coordonnées  x,  y,  s,  x',  jf',  ^,...  de 
ses  différents  points.  Dans  la  seconde,  F  représente  les 
forces  eitérieures,  f  les  forces  intérieures  conjuguées,  et 
r  les  dislances  de  leurs  points  d'application.  S'il  arrive  que 
ZÇLdx+Xd^+Zdx)  soit  ût  difTérenticlle  exacte  d'une  fonction 
if{x,y,»,sf,  g'.x'....)  des  mutuelles  coordonnées,  l'équation 
des  finies  vives  prend  la  forme  très  simple 

{^  s  j  m»*—  2  5  ntt.«  =  ?(*,  y,  s,  «-,  >/',  :', ...) 

— >[i..V..=..i.'.ff.'.î.',...)- 
La  force  vive  du  système  ne  dépend  plus  alors  que  de  la  posi- 
tion des  différents  points,  et  si,  â  deux  époques  différenles, 
les  points  du  système  repassent  à  la  fois  par  les  mêmes  posi- 
tions, la  force  vive  à  ces  deux  époques  se  retrouvera  identi- 
quement la  même. 

Cette  circonstance  analytique  se  réalise  dans  im  cas  parti- 
culier très  remarquable,  celui  où  le  système  n'est  sollicité 
que  par  des  forces  intérieures  conjuguées  deux  à  deux,  et 
fonctions  des  dislances  mutuelles. 

Alors,  en  elTct,  l'équation  des  forces  vives,  mise  sons  la 
forme  (2),  se  réduit  à 


Xsim*- 


n,*^zf/ér. 


OÙ  f  est  la  valeur  commune  de  deux  forces  conjuguées,  et  dr 
b  variation  inGniment  petite  de  la  distance  de  leurs  points 
d'application.  Si  f  est  une  fonction  de  r,  chaque  terme  fdr  de 
la  dernière  somme  S  est  une  différentielle  exacte,  et  L'inté- 
gration indiquée  est  possible  sans  qu'on  connaisse  le  mouve- 
ment effectif  du  système.  La  même  conclusion  subsiste  quand 
il  y  a  des  forces  extérieures  F,  pourvu  que  chacune  tende  vers 
un  centre  fixe,  et  qu'elle  soit  fonction  de  la  distance  X  de  ce 
centre!  son  point  d'application;  car  alors  F  C08|jjb  se  trans- 
forme en  FdX,  fonction  intëgrable  si  F  est  une  fonction  con- 
nue de  X.  La  pesanteur  rentre  dans  ce  cas  particulier,  en  ren* 
dant  les  forces  F  toutes  parallèles  et  constantes  ;  la  quantité  X 
doit  être  alors  supposée  infinie.  Dans  tous  ces  cas,  le  second 
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tnembre  contiendra  après  les  intégrations  une  somme  de  ^on^ 
tions  des  distances  mutuelles  des  divers  points,  des  distances 
de  ces  points  à  des  points  fixes,  el  enfin  des  distances  des 
mêmes  points  à  des  plans  fixes  ;  toutes  fonctions  exprimables 
au  moyen  des  coordonnées  des  points  mobiles.  L'équation 
peut  donc  être  ramenée  à  la  forme  (3). 

183.  S'il  n'y  a  que  des  forces  intérieures,  exprimables  par 
des  fonctions  des  distances  mutuelles,  chaque  terme  Jfit 
s'annule  de  lui-même  lorsque  les  deux  limites  entre  les- 
quelles on  prend  l'intégrale  sont  égales.  Si  donc  les  distances 
mutuelles  reprennent  à  certains  intervalles  les  mêmes  va- 
leurs, le  travail  accompli  par  ces  forces  est  nul  pendant 
chacun  de  ces  intervalles,  et  la  force  vive  repasse  aussi  par 
la  même  valeur. 

Lorsque  la  distance  mutuelle  de  deux  points,  sans  être  cons- 
tante, oscille  dans  chaque  groupe  entre  deux  limites  fixes,  la 
force  vive  oscille  aussi  entre  un  maximum  et  un  minimum. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la  force  vive  totale 
du  système  solaire;  les  distances  mutuelles  des  principaux 
corps  qui  le  composent  restent,  en  effet,  comprises  entre  des 
limites  déterminées. 

Hiiygens  et  les  géomètres  qui  l'ont  suivi  ont  réuni  toutes 
ces  conclusions  sous  le  titre  général  de  ^prinàpe  de  la  conter' 
vation  des  forces  vives.  A  proprement  parler,  ce  principe  n'est 
applicablequ'aucas  particulier  oùla  somme  S{Xdx+¥d!f+Zds) 
est  une  différentielle  exacte;  s'il  n'est  pas  modifié  lorsque  le 
système  est  assujetti  à  des  liaisons  qui  ne  produisent  aucun 
travail,  il  cesse  d'être  applicable  lorsque  le  système  subit 
des  frottements  ou  des  résistances  de  milieux.  Mais  écartons 
les  fictions  admises  sous  les  noms  de  (oreet  tenant  iieu  des  liai- 
sons, de  frottements,  de  résistanus  des  milieux  (II,  g  75),  pour 
nous  en  tenir  à  l'hypothèse  des  actions  mutuelles  entre  les 
molécules,  exprimables  en  fonction  de  leurs  distances,  hypo- 
thèse qui  parait  plus  conforme  à  la  réalité  et  qui  rend  mienx 
compte  de  tous  les  phénomènes;  nous  pouvons  concevoir 
qu'on  applique  l'équation  des  forces  vives  à  la  totalité  de  l'uni- 
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vers.  La  fonclion  llldx+Ydjf+Zdi)  sera  alors  in%rable,  car 
elle  se  réduit  à  une  somme  de  la  forme  Ifdr,  el  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  sera  vérifié  :  en  d'autres  termes, 
la  force  vive  totale  ne  dépend  que  des  positions  des  dilTérenles 
molécules;  elle  est  indépendante  des  trajectoires  qui  les  font 
passer  de  l'une  à  l'autre,  et  reprend  la  même  valeur  quand 
les  mêmes  molécules  se  retrouvent  à  la  fois  dans  les  mêmes 
positions  relatives. 

184.  Le  travail  des  forces  intérieures  peut,  dans  Irois  cas 
principaux,  ne  pas  figurer  dans  l'équation  des  forces  vives.  II  ' 
est  nul,  en  effet  : 

1*  Lorsque  le  système  est  un  solide  invariable,  parce  qu'alors 
les  distances  mutuelles  sont  constantes.  Le  travail  élémentaire 
fdr  est  nul,  puisque  le  facteur  ér  est  égal  à  lëro  ; 

2*  Lorsque  le  système  est  un  liquide  parfait,  non  compres- 
sible et  non  dilatable;  ou  bien  alors  les  forces  intérieures 
soQt  nulles,  ou  bien  les  variations  des  dislances  mutuelles 
sont  nulles  ;  dans  les  deux  cas,  le  produit  élémentaire  fdr  est 
nul,  et  la  somme  l'est  aussi; 

5*  Lorsque  les  dislances  muluelles  redeviennent  les  mërnes 
après  certains  intervalles  de  temps,  et  qu'on  prend  la  somme 
des  travaux  des  forces  entre  les  époques  correspondantes.  Nous 
avons  déjà  indiqué  cette  circonstance  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. 11  en  est  ainsi  dans  les  vibrations  périodiques  et  iso- 
chrones d'un  système  matériel  élastique.  À  des  intervalles 
de  temps  égaux  entre  eus,  les  points  matériels  composant  le 
système  se  retrouvent  dans  les  mêmes  positions  relatives  et 
animés  des  mêmes  vitesses  ;  la  somme  des  travaux  des  forces 
intérieures  s'annule  donc  périodiquement. 

185.  L'équation  des  forces  vives  ne  renferme  pas  les  som- 
mes des  travaux  des  forces  équivalentes  aux  liaisons,  lorsque 
ces  travaux  sont  nuls  d'eux-mêmes  :  lorsque,  par  exemple, 
OD  fait  abstraction  des  frottements  des  courbes  et  des  sur- 
faces fixes  le  long  desquelles  le  système  matériel  glisse,  des 
réactions  obliques  des  surfaces  mobiles  suivant  lesquelles 
ses  diverses  parties  se  touclient  les  unes  les  autres,  d^  teo- 
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sions  ou  pressions  (lûvctopp6cs  dans  les  barres  et  les  fiU  qui 
joignent  les  points  matériels  deux  à  deux,  et  qu'on  suppose  de 
longueur  invariable,  etc.  (11,  g  119).  Dans  ces  conditions 
et  dans  toutes  les  circonstances  analogues,  on  n'aura  à  tenir 
aucun  compte  des  liaisons  quand  on  posera  l'équation  des 
forces  vives. 

Dans  la  mécanique  appliquée,  au  contraire,  les  points  fiies, 
les  Bxes  de  rotation,  sont  remplacés  par  des  solides  de  dimen- 
sions finies,  à  la  surface  desquels  les  parties  en  contact  glissent 
avec  un  certain  frottement;  les  réactions  des  courbes,  des  sur- 
faces S9nl  obliques  au  lieu  d'être  normales;  les  barres,  lesfîU 
sont  extensibles  et  déformabics.  Les  forces  tenant  lieu  des 
liaisons  ont  alors  un  travail  dont  il  importe  de  tenir  compte, 
et  l'équation  des  forces  vives  ne  les  élimine  plus. 

D£œ»P0SITI0H  DE  u   FÛCICE  VIVE   ER  DBTX  PAIITIES. 

180.  La  force  vive  d'un  système  matériel  peut,  commela 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  un  axe,  se  décomposer  en  deux  parties  :  l'une  est  la  force 
vive  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de  gravité  ;  l'au- 
tre est  la  force  vive  correspondante  au  mouvement  relatif  du 
système  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menés 
par  le  centre  de  gravité. 

Reprenons,  en  effet,  les  notations  du  g  167,  et  posons 

«  =  ^'  -H  ï. 

y  =  y  +  r.. 
delb  on  tire,  en  dillérenliant. 
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Élevons  an  carré  chacune  de  ces  équations,  multiplions  par 
la  masse  et  ajoutons  ;  il  viendra 

"[©•+(§)•+ ©■]="[(¥)■+ (ï)"+(ï)'] 

Écrivois  cette  équation  pour  chaque  point  du  système  et 

i;iisonsla  somme.  Nous  observerons  que  x.  37>  t:.  st'ot  les 
^     dt    dt    dt 

inf'mesdans  toutes  les  équations,  etsorlent  des  signesScomme 

(acteurs  communs.  On  obtient  enfin 

-[©•-(l)'+(l)>»[(ï)V(ï)'+(S)T 

Les  trois  derniers  termes  sont  nuls  d'eux-mêmes,  puis- 
qu'on a  Smx'=:0,  Sm!f'=0,  Snu'^0;  l'équation  se  réduit  i 

en  appelant  v  la  vitesse  absolue  d'un  point,  v'  sa  vitesse 
relative,  et  u  la  vitesse  du  centre  de  graTÎté,  et  la  décomposi- 
tion annoncée  est  opérée. 

La  nouvelle  théorie  de  la  chaleur  conduit  à  introduire  un 
troisième  terme  dans  le  second  membre  de  cette  équation  ;  ce 
terme  est  la  somme  des  forces  vives  correspondantes  à  l'état 
vibratoire  des  molécules,  c'est-à-dire  à  l'état  calorifique  du 
systcrac.  Alors  ïmt>"  représente  la  force  vive  du  système  dans 
son  mouvement  relatif  apparent,  abstraction  faile  des  oscilla- 
tions de  chaque  molécule  iiutour  de  sa  position  moyenne.  On 
peut  généralement  faire  abstraction,  dans  les  problèmes  de 
la  m^nique,  appliquée,  de  ce  troisième  terme  afféivnt  à  la 
quantité  de  chaleur  contenue  dans  los  corps. 
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187.  La  condition  générale  de  l'équilibre  d'un  système  ma- 
tériel à  liaisons,  sous  l'action  de  forces  données,  s'e^qirime 
pur  l'équation  du  travail  virtuel 

où  ix,  iy,  1%,  représentent  des  déplacements  infiniment  pe- 
tits, compatibles  avec  les  liaisons,  mais  du  reste  arbitraires, 
imprimés  aux  divers  points. 

Nous  supposerons  queX,  Y,  Z...,  soient  des  fonctions  con- 
nues de  X,  y,  ï,  «',  y',  z'...,  el  que  de  plus  la  fonction 
Z  (XSx  -H  ÏStf  +  ZSs)  soit  la  difTérentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion 4>  de  ces  différentes  variables,  de  sorte  qu'on  ait  ideali- 
quement 

Celte  foncUon  éprend  une  certaine  valeur  quand  les  coor- 
données correspondent  à  la  position  d'équilibre  :  nous  repré- 
senterons cetle  valeur  par  *,  et  nous  écrirons  *'  au  lieu  de  * 
quand  il  s'agira  de  la  valeur  que  prend  la  même  fonction  lor^ 
quex,  V.  «.3=')  y,  »'■-■,  se  changent  en  x+Ba:,a  +  ^,ï+Eî, 
«'H-Sic'....,  les  difféi-eiices  Sx,  îy,...  étant  supposées  finies, 
mais  très  petites.  Nous  aurons,  en  appliquant  la  série  in 
Taylor, 


Imaginons  maintenant  qu'on  imprime  aux  points  du  système 
des  vitesses  v,  (elles,  que  ces  points  reçoivent  les  déplace- 
ments &E,  ly,  Ss....  L'équation  des  forces  vives  appliquée  à  ce 
mouvement  nous  donnera,  en  appelant  v  ce  que  devient  la 
vitesse  v„ 


=/.... 


ïiS+zaa). 


Digtizea  .y  Google 


D8  L'ÉQDILIBHB.  ;3«1 

l'intégrale  étant  prise  entre  la  position  d'équilibre  du  système 
et  la  position  atteinte  par  suite  des  vitesses  qui  lui  ont  été 
imprimées  :  &r,  iy,...  représentent  sous  le  signe  /  des 
MéreotieUes  infiniment  petites.  On  aura  donc  enli-e  ces  li- 
mites 

Mais  M>  =  2  (JZx  +  YBy  -I-  ZS»)  =  0,  en  vertu  de  la  condition 
d'équilibre.  L'équation  des  forces  vives  se  réduit  donc  à 

Cela  posé,  on  sait  qu'on  peut  prendre  les  quantités  Sx,  Sif ,  Sz. . ., 
assez  petites  pour  que  le  développement  ail  le  signe  de  son 
premier  terme.  Deux  cas  principaux  sont  ici  à  distinguer. 

1*  Si,  quels  que  soient  Sx,  Sjf,  Sx...,  pourvu  qu'ils  soient 
1res  petits  en  valeur  absolue,  5*4>  est  négatif,  on  aura  toujours 
2  J  mti*  <  S  î  mv*  pour  tous  les  déplacements  du  système  au- 
tour de  sa  position  d'équilibre.  On  pourra  donc  imprimer 
aui  différents  points  des  vitesses  v,  suffisamment  petites  pour 
que  les  vitesses  v,  acquises  par  suite  des  déplacements,  soient 
aussi  petites  qu'on  voudra.  Dans  ce  cas,  la  force  vive  du 
système  reste  toujours  infiniment  petite,  et  le  système  ne 
peut  subir  qu'un  écart  très  petit  à  partir  de  sa  position  d'équi 
libre.  Les  forces  agissent  à  la  façon  d'un  fretn^  et  la  stabilité 
de  l'équilibre  «st  assurée. 

^  Si  an  contraire  S'$  est  ou  toujours  positif,  ou  tantôt  po- 
sitif, tanlAl  négatif,  S^mv*  n'est  pas  toujours  moindre  que 
-iViv*^  et  il  y  aura  certains  déplacements  au  moins  qui  ac- 
croîtront la  force  vive  ;  le  travail  des  forces  tend,  pour  ces  dé- 
placements, à  augmenter  les  vitesses,  et  à  éloigner  le  système 
de  sa  position  primitive.  La  stabilité  n'existe  donc  pas. 

La  condition  de  la  stabilité  est  en  rësuoié  que  la  fonction 
*  soit  maximum.  Nous  reviendrons,  du  reste,  plus  tard  sur 
cette  question. 
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188.  Lorsque  la  force  extérieure  qui  agit  sur  les  points  au 
systèmeestia  pesanteur,  on  peut  faire  X=0,  Y=0,  Z=— mg, 
el  la  fonction  *  devient  l'intégrale  de  — Imgis;  on  a  donc 
4>= — 9Sn)z= — (fMs,,  en  appelantMJa  masse  totale,  eti, 
l'ordonnée  verticale  ducentre  de  gravité.  Le  maximum  de4> 
correspond  au  minimum  de  z„  el,  par  suite,  la  stabilité 
est  assurée  quand  le  centre  de  gravité,  qu'on  suppose  assujetti 
par  les  liaisons  à  décrire  soit  une  courbe,  soit  une  surface, 
soit  enfm  i  rester  dans  une  région  limitée  par  une  ligne  ou 
une  surface,  occupe  la  position  la  plus  basse  possible  (11,^  258 
et  336).  Il  serait  facile  de  démontrer  ce  théorème  di^ect^ 
ment. 


189.  Lorsque  les  équations  de  liaison  sont  indépendantes  du 
temps,  et  que  la  fonction  S(Xd£  +  ï<^  +  Z((z)  est  une  dillË- 
rentielle  exacte  d'une  [onction  f  des  coordonnées,  le  théorème 
de  la  moinih'e  action  exprime  une  condition  de  minimum  qui 
permet  de  déduire  du  théorème  des  forces  vives  l'équatioa 
générale  du  mouvement. 

Cette  condition  s'exprime  ainsi  :  Parmi  tout  les  mouvemenU 
par  leiqueU  on  peut  imaginer  Tfue  le  système  passe  d'une  de  tes 
positions  à  une  autre,  en  satisfaisant  aux  équations  de  timon, 
le  mouoement  effectif  est  celui  fut  rend  minifflum  la  somme  det 
produit»  des  quantxlés  de  mouveiaent  de  chaque  point  matérià 
parles  arcs  élémentaires  qu'U  décrit  successivement  sur  ta  tra- 
jeetoire  réelle  ou  fictive. 

En  d'autres  termes,  le  mouvement  efTectif  rend  minimum 
la  somme 
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I  u  satisfait  h  la  condition 

tl  j  mvd»  =  0, 

La  diFTérentiation  donne 

tZ  Çnait  =  S  jmtBà*  +  S  Çmtid$. 

Transformons  d'abord  la  première  somme  en  y  remplaçant  d* 
par  eifl.  n  vient 

s  /  mtvd*  ^  E  f  mtiedt  =  j  dUmelv  =  /  dtSS  g  m»\ 

en  observant  que  les  signes  S  et  /  sont  permutables,  et  que  dt 
esl  facteur  commun.  Or  l'équation  des  forces  vives  définit, 
à  une  constante  près,  la  vitesse  pour  chaque  position  du 
système,  réelle  ou  fictive.  On  a  en  effet 

ï  1»»»=  c  + /'s(i<fe+ ï<^ +Z<b]=  C+f, 

et  par  suite,  en  prenant  les  variations  des  deux  membres, 

îmvlv  =  if  —  £ \lJx  +  ï^  +  Ut). 

Donc 

La  seconde  somme  se  transforme  comme  s'il  s'agissait  d'un 
point  unique.  On  a 

Donc 

âiid»  =  dxidx  +  dyidy  +  dttd*. 

Divisant  par  dt,  et  multipliant  par  m,  il  vient 

muîd»^m'jjidx  +  m  -g-idy  +  m  ^r  tdt, 

et 

Inlégrons  par  parties  pour  séparer  les  caractéristiques  d  et  S; 
il  tiendra 
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et  ainsi  pour  les  autres  sommes.  Donc  enfin 

^/-•■'■=»'(s'-+î'»+jf'0 


-./(,.., 


^  +  Jy.„g+h.«^;i, 


Béiinissant  les  deux  parties  de  la  somme,  oo  a  en  dé- 
finitive 

"/"«^ = »» .(  J '' +  ^  «y  +  S  **  ) 

+/4{^-£)'-+{'-S)*+('-S)-]" 

La  somme  en  dehors  du  signe  /  est  nulle  aux  deux  limiles, 
puisque  les  positions  de  départ*  et  d'arrivée  de  chaque  point 
sont  supposées  fixes  ;  de  plus,  le  mouvement  effectif  par 
Icrguel  le  système  passe  de  la  première  position  à  la  seconde 
est  celui  qui  annule  à  chaque  instant  la  seconde  somme 

Donc  l'intëgriile  est  inis'i  nu^Ie  éléments  par éh'inenls.  lien 
résulte  8S/nn;i/s  =  0,  condition  qui  siifiil,  sauf  cerliiiis  cas 
exceptionnels,  à  assurer  le  minitimm  de  la  Tonction  ifvadt. 
Cette  fonction  n'a  évidemment  pas  de  maximum. 

On  remarquera  qu'en  appliquant  la  démonstration  du  théo- 
rème analogue  relatif  aux  courbes  funiculaires  (II,  g  353),  od 
pourrait  opérer  la  transformation  de  la  somme  Zfmvidt  par 
la  simple  géométrie. 

DÉnHmON  DGg  POUCES  raSTANTlNÊKS. 

190.  Une  force  constante  F,  appliquée  à  un  point  matériel 
de  masse  m,  et  agissant  sur  lui  à  partir  du  repos  pendant 
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un  temps  0,  lui  communique,  dans  sa  propre  tUrectioa,  une 
vitesse  v  donnùe  par  l'équation 

»»  =  Fe. 

Si  le  temps  9  est  très  court,  la  vitesse  vpeut  avoir  telle  va- 
leur qu'on  voudra,pourvu  que  l'autre  facteur  F  soit  sufiisam- 
ment  grand. 

La  TÎtesse  eflective  du  point  mobile  a  varié  pendant  le  temps 
0  de  0  à  V,  et  sa  valeur  moyenne  est  -^v.  L'espace  parcouru  est 
donc  ^t'Q  pendant  la  durée  de  l'action  de  la  force  F.  Or  si  le 
temps  0  est  très  court,  le  produit  \  va  sera  très  petit,  de  sorte 
que  l'effet  de  la  force  F  pendant  une  très  courte  durée  aura 
été  de  communiquer  au  point  matériel  une  vitesse  ânie  v,  sans 
lui  faire  parcourir  un  espace  appréciable. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  à  des  forces  variables 
pendant  la  durée  6  de  leur  action.  De  l'équation 


"-/.■' 


on  tire  la  viiesse  finale  v  ;  l'espace  parcouru  est  encore 

I  vdt,  ou    j  dt  j  —  dt,  intégrale  double  qui  est  toujours 

très  petite  si  0  est  très  petit,  lors  même  que  le  facteur  F  passe- 
rait par  de  très  grandes  valeurs.  On  rentre  d'ailleurs  dans  le 
premier  cas  en  substituant  au  facteur  variable  F  sa  valeur 
moyenne. 

On  appelle  en  mécanique  force  instataanée  une  force  dont 
l'intensité  moyenne  F  est  très  grande,  et  qui  agit  sur  un  point 
matériel  pendant  un  temps  6  trop  court  pour  pouvoir  être 
apprécié.  Telle  est,  par  exemple,  la  force  qui  se  développe 
dans  le  choc  de  deux  corps  solides. 

Des  deux  facteurs  F  et  6,  l'un  est  très  grand,  l'autre  très 
petit;  tous  deux  échappent  ainsi  à  une  mesure  précise.  Mais 
leur  produit  F6  est  fini  et  appréciable  ;  il  se  mesure  par  la 
quantité  de  mouvement  mv  que  la  force  communique,  pen- 
dant la  durée  de  son  action,  au  point  de  masse  m  auquel 
elle  est  appliquée.  Une  force  instantanée,  dans  le  sens  rigou- 
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roux  du  mot,  devrait  âtre  une  force  infinie,  agissant  sur 
un  point  maiérïet  pendant  un  temps  nul.  Dans  ce  cas,  h 
seule  quanlilë  susceptible  de  mesure  serait  le  produit  FS, 
dont  la  vraie  valeur  serait  égale  à  la  quantité  de  mouvement 
ntv  communiquée  au  point  m:itéricl  soumis  h  l'action  instan- 
tanée de  ta  force  F.  Le  temps  S  étant  nul,  l'espace  parcouru 
par  le  point  mobile  pendant  que  la  force  F  agit,  serait  nui 
iui-Diéme. 

En  réalité,  il  n'y  a  point  de  force  instantanée  dans  la  na- 
ture ;  mais  il  y  a  des  forces  très  grandes  qui  agissent  pendant 
des  temps  très  courts,  el  que  l'on  peut  assimiler,  à  titre  d'ap- 
proximation, à  des  forces  infinies  agissant  pendant  un  temps 
nul  ou  infiniment  petit.  Au  lieu  de  donner  la  mesure  deces 
forces  en  kilogrammes,  on  donne  le  produit  Fa,  c'est-à-dire 
la  mesure  de  leur  impulsion  totale. 

Pour  rendre  au  langage  toute  la  précision  nécessaire,  il  se- 
rait convenable  d'employer  le  terme  d'impulsion^  au  lieu  de 
forée  instantanée^  pour  désigner  celte  mesure.  Le  mot  de  per- 
cussion s'emploie  aussi  dans  le  même  sens. 

Les  forces  instantanées,  ainsi  comprises,  ont  une  anal(^ie 
complète  avec  les  forces  isolées  que  l'on  admet  dans  la  sta- 
tique rationnelle.  Il  n'y  a  pas  de  force  isolée  dans  la  nature, 
c'est-à-dire  que  la  force  qui  sollicite  un  point  malénel  est 
toujours  du  même  ordre  de  grandeur  que  ce  point  ;  les  forces 
isolées  sont  des  résultantes  fictives  de  forces  réparties  entre 
les  divers  points  des  systèmes.  Prenons  pour  exemple  un 
solide  en  équilibre  :  les  solides  naturels  n'étant  pas  suscepti- 
bles d'une  résistance  indé^nie,  toute  force  finie  appliquée  ^ 
un  point  de  ce  solide  excéderait  la  limite  de  résistance,  et 
l'équilibre  intérieur  sérail  impossible  à  réaliser. 

EXTENSION   DU  THÊORÈIIE   DE    d'aLEHBERT    AUX  FOnCGS  IRSTAnTARtCS. 

lOl.  Lorsqu'à  un  certain  instant  un  système  matériel  en 
mouvement  subit  une  percussion,  d'une  durée  9  infinimcQl 
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[lelite,  OD  peut  faire  abstraction  pendant  cette  durée  des 
ibi-ces  finies  qui  sollicitent  le  même  système,  car  elles  sont 
ncgli};cables  par  rapport  aux  forces  instantanées,  el  leur 
elTut  est  nul  pendant  le  temps  6.  L'effet  des  forces  instan- 
tanées se  résume  dans  une  variation  finie  des  vitesses  des 
points  matériels,  sans  altéralion  appréciable  des  positions 
de  ces  points.  S'il  en  est  ainsi,  on  poun-a  admettre  que  pen- 
dant toute  la  durée  6  de  la  percussion  le  système  matériel 
conserve  sa  position,  et  que  les  vitesses  de  ses  divers  points 
chaDgent  seules  en  direction  et  en  grandeur;  leurs  nouvelles 
Taleurs  seront  les  vitesses  initiales  que  les  forces  finies  vien- 
dront ultérieurement  modifier,  d'après  les  lois  ordinaires  du 
mouvement. 

Nous  pouvons  appliquer,  à  un  instant  quelconque  compris 
dans  la  durée  6,  le  théorème  de  d'Alembert  au  mouvement  du 
système,  en  effagaol  tout  ce  qui  a  rapport  aux  forces  finies, 
et  en  ne  conservant  que  les  forces  infiniment  grandes.  L'équa- 
tion sera  toujours 

.[(i-.g)^+(,-»g)^+(.-~g)4=,. 

où  X,  Y,  Z,  sont  les  composantes  des  forces,  et  oii  les  varia* 
fions  Sx,  itj,  3x,  compatibles  avec  les  liaisons,  peuvent  être 
considérées  comme  identiques  pendant  toute  la  durée  de  la 
percussion,  puisqu'on  suppose  que  le  système  conserve  sa  po- 
sition pendant  cette  durée. 

Hultiplions  par  d(,  et  intégrons  entre  les  limites  0  et  8,  de 
manière  &  comprendre  toute  ta  durée  de  la  percussion;  il 
viendra 

■[(j>-s-&').)'-H-(r— »!-(©> 

les  intégrales  |  Xdt,  /  Ydt,  j  Zdl,  sont  les  composantes 
de  la  percussion  donnée,  appliquée  au  point  de  masse  m; 
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witt,  ""j?.  wijj.  sont  les  composantes  de  la  quiintilè  de 
mouvement  du  même  poini  à  la  fin  de  la  percussion; 

""(rft)  '  "'{^)  '  *"(rf()  '  ™  **""'  ^^  composantes  au 
commencement. 

L'équution  obtenue  a  une  interprétation  statique  :  elle  nous 
montre  qu'il  y  a  équilibre,  à  l'aide  des  liaisont,  entre  les  perçut- 
siona  appliquées  au  système,  les  quantités  de  mouvement  finaUs 
changées  de  sens,  à  les  quantités  de  mouvement  initiales  prises 
dans  le  sens  direct  ; 

Oubien,sironobseFvequeIesdifféreiicesm  (^  J  — (  jt)  < 

de  lu  quantité  de  mouvement  perdue  par  le  point  m,  par  suite 
de  la  percussion  subie  par  le  système,  ii  j/  o  équilibre,  à  fcâde 
des  liaisons,  entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvement 
perdues  par  les  différents  points. 

L'usage  de  l'équation  générale  du  mouvement  est  le  m^e 
que  s'il  s'agissait  de  forces  finies  :  on  pourra  toujours  joindre 
aux  équations  de  liaison  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour 
délerniiner  les  variations  de  la  vitesse  de  chaque  point  malé- 
riel. 
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CHAPITItE  PREMIER 

DU   ■OUVCHCNT   RELATIF  DU  POINT 


492.  Le  mouvement  relatif  ou  ojjparent  a  été  èludié  nu 
point  de  vue  cinématique  dans  notre  premier  volume.  Nous 
avons  démontré  d'abord  (I,  g  67)  que  la  vitesse  absolue  d'un 
point  dont  on  rapporte  le  mouvemeat  à  des  axes  mobiles,  est 
la  résultante  de  sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d'entraU 
nement,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  que  possède,  en  vertu  du 
mouvement  des  axes,  le  point  géométrique  avec  lequel  coïn- 
cide le  point  considéré.  Ensuite  (I,  g  184)  nous  avons  opéré 
pour  les  accélérations  une  décomposition  analogue,  et  nous 
avons  reconnu  que  l'accélération  j  du  mouvement  absolu  est 
la  résultante  de  trois  accélération  a,  savoir  :  l'accélération  j,, 
du  mouvement  d'entriànement,  l'accélération  }„  du  mouvement 
relatif,  enfin  l'accélération  complémentaire  jj^2ii,(i)sinst,  qui 
est  perpendiculaire  à  la  fois  it  la  vitesse  relative  et  à  l'axe  tn- 
ttantané  de  rotation,  et  qui  est  dirigée  dans  le  sens  où  la  rotation 
tiKlonton^e  tend  à  faire  tourner  l'extrémité  de  la  droite  re- 
présentant la  vitesse  relative.  Ce  mouvement  relatif  est  sup- 
posé rapporté  »  trois  axes  mobiles,  qui  forment  un  système 
invariable,  animé  de  la  vitesse  an^rulairc  u  autour  d'un  cer- 
tain aie  instantané,  csin»  est  la  proji^ction  de  la  vitesse 
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relative  sur  un  plan  normal  à  cet  axe.  Enfin,  en  supposant 
les  axes  rectangulaires,  nous  avons  donne  {I,  §g  185  et  sniv.j 
la  décomposition  suivant  les  trois  axes  de  cette  accélërution 

complémentaire  ;  si  on  appelle  37  >  ^>  j7>  '*^s  composâmes 

de  la  vitesse  relative  v„  et  p,  q,  r,  les  composantes  de  la  rota- 
lion  u,  les  composantes  je,,,  j^f,  },.,,  de  la  troisième  accélé- 
ration seront  données  par  les  équations  : 


195.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre. ici  consiste  à 
déterminer,  par  rapport  h  des  axes  mobiles  animés  d'un  cer- 
tain mouvement  d'entratnement,  le  mouvement  relatif  d'un 
système  matériel  sollicité  par  des  forces  données. 

Considérons  en  particulier  un  point  M  de  ce  système,  solli- 
cité par  des  forces,  les  unes  données,  les  autres  inconnues  et 
tenant  lieu  des  liaisons;  nous  représenterons  par  F  la  résul- 
tanle  de  toutes  ces  forces,  et  le  point  H  devra  être  considéré 
comme  libre.  Soit  m  la  masse  du  point.  La  force  F  lui  imprime 
dans  sa  propre  direction  une  accélération  absolue,  j,  qui  est 

F 
égale  à  -;  en  vertu  du  théorème  que  nous  venons  de  rap- 
peler, cette  accélération  j  est  la  résultante  des  trois  accéléra- 
tions j„  j,  et  j,.  Donc  aussi  j„  accélération  du  mouvement 
relatif,  est  la  résullanle  de  j,  de  — j,  el  — ;„  et  si  l'on 
multiplie  par  la  masse,  mj,  est  la  résultante  de  mj  =  ¥,  de 
—  mj,  et  de  —  mjc. 

Le  produit  mj,  est  la  mesure  de  la  force  qui,  agissant  sur  le 
point  M,  lui  imprimerait  une  accélération  absolue  égale  à  son 
accélération  relative.  Elle  est  la  résultante  de  la  force  réelle  F, 
qui  tient  lieu  de  toutes  les  forces  appliquées  au  point,  et  de 
deux  forces  —  mj,  et  —  mj,,  qu'on  appelle  les  força  opps- 
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rentes,  l'une,  —  m;,,  est  la  force  d'inertie  du  point  m,  supposé 
L'Dtrainé  dans  le  mouvemeRt  des  axes  mobiles  ;  on  l'appelle  la 
force  d'inertie  d'entr (tentent;  l'autre,  —  tnfe,  agit  en  sens 
contraire  de  l'accélératioa  complémentaire  je;  Coriolis  l'a 
nommée  la  force  centrifuge  composée.  Projetée  sur  les  aies, 
elle  a  pour  composantes 

— ('I-«S)- 

On  parvient  ainsi  au  théorème  suivant,  qui  contient  toute 
la  théorie  des  forces  dans  le  mouvement  relatif  : 

(hi  peut  traiter  un  j)Toblème  de  mouvement  relatif  comme  s'il 
s'agissait  d'un  mouvement  absolu,  pourvu  qu'on  adjoigne  aux  for- 
ces régies  qui  sollicitent  diaque  point  du  système  matériel^  deux 
forces  apparentes,  savoir  la  force  d'inertie  d'eniratnement, 
—  mj,,  et  la  force  ceiiiiifuge  composée,  —  tn;„  égale  en  valeur 
absolue  à  SmcuPr  sin  a., 

194.  Les  forces  apparentes  peuvent  dans  certains  cas  par- 
ticuliers se  réduire  à  une  seule,  ou  disparaître  tout  à  fait. 

L'accéléralîon  complémentaire  est  nulle  dans  trois  cas  : 
1*  lorsque  w  =  0,  c'est-à-dire  lorsque  le  mouvement  d'entraî- 
nement se  réduit  h  une  simple  translation;  2°  lorsque  v,=0, 
c'est-à-dire  lorsque  la  vitesse  relative  tv  est  nulle,  auquel  cas 
le  point  est  en  repos  relatif;  3°  lorsqu'elle  est  dirigée  suivant 
l'axe  instantané  de  rotation,  ou,  ce  qui  revient  eu  même,  pa- 
rallèlement à  cet  axe,  car  alors  sin  a  =  0.  Dans  ces  trois  cas, 
la  force  centrifuge  composée  est  égale  à  séro,  et  les  forces  ap- 
parentes se  réduisent  à  la  force  d'inertie  d'entraînement. 

La  force  d'inertie  d'entraînement  est  elle-même  nulle  lors- 
que le  mouvement  d'entraînement  est  une  translation  recti- 
ligne  et  uniforme,  car  alors  ;,  =  0. 

11  n'y  a  dans  ce  cas  aucune  force  apparente  à  adjoindre  aui 
forces  réelles. 
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*  idS.  Rappelons  (I,  g  187)  que  l'on  peut  décumposer 
la  TÎlessc  relative  v  et  la  rotation  u  en  autant  de  vitesses 
et  en  autant  de  rotations  qu'on  voudra  ;  l'accélératioD  cont- 
plémenlaire  est  U  résultante  des  accélërafions  complémen- 
taires partielles  que  Pw. obtient  eo  associant  chacune  des 
vitesses  composantes  i  chacnoe  des  rotations  composantes.  Si 
l'on  multiplie  par  la  masse,  on  pisse  des  accélérations  aux 
forces,  et  on  obtient  un  théorème  analogue  :  la  forée  centri- 
fuge composée  correspondante  à  wte  vitesse  relative  v  et  à  me 
rotation  i^  est  la  résistante  de  toutes  les  forces  centrifuges  eom- 
jtosées  qui  correspondent  attx  eompotantes  de  v  assodéei  tiueei- 
sivement  aux  composantes  de  u. 

PnOBLËÏES   SUR   LE    HOEVEHËnT   HEUnP. 

-   196.  Un  point  matériel  H,    de  masse  m,  est  assujetti  à 
glisser  sans  frottement  le  long  d'une  droite  OA  qui  tourne  dans 
son  plan,  autour  d'un  de  ses  points  0, 
avec  une  vitesse  angulaire  unifornieu, 
dans  le  sens  de  la  flèche  f.  On  demande 
le  mouvement  relatif  du  point  M  sur 
cette  droite. 
Appelons  v  la  vitesse  relative  du  point 
"*'  ""  M  à  un  certain  iiistant,  et  x  la  distance 

CM.  L'accélération  relative  du  point  M  est  la  résultante  de 
la  force  réelle  qui  agit  sur  le  point,  de  la  force  d'inertie 
d'entrainement,  et  de  la  force  centrifuge  composée.  La  forcu 
réelle  est  ici  la  réaction  de  la  droite,  c'est>à-dire  une  force  N, 
perpendiculaire  à  OA,  et  dirigée  dans  le  sens  du  mouvemcnl 
d'entraînement.  Pour  déterminer  la  force  d'inertie  d'entraî- 
nement, il  sufQt  de  considérer  le  point  H  comme  lié  au 
système  de  comparaison  OA  ;  dans  ce  mouvement,  il  décrit  un 
cercle  de  rayon  OM:;=x,  avec  une  vitesse  angulaire  constantfi 
ta;  l'accélération  totale  du  mouvement  d'entraînement  se  ré- 
duit à  l'accélération  centripète  u'x,  et  par  suite  la  force 
d'inertie  d'entrainement  est  égale  à  mu*z,  et  elle  est  dirigée 
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dans  le  sens  UÂ.  La  seconde  force  apparente  est  perpendicu- 
laire à  la  fois  à  la  vitesse  relative,  c'est-à-dire  à  OA,  et  à  l'axe 
instantané,  c'est-à-dire  à  la  normale  élevée  au  point  0  sur  le 
plan  de  la  figure;  elle  a  donc  la  direction  MN';  son  sens  sera 
déterminé  tout  à  l'heure.  Elle  est  ^ale  à  Smcov^sina;  or  la 
projection  v,  sin  a,  de  la  vitesse  relative  sur  un  plan  perpendi- 
rnlaire  à  l'axe  est  égale  à  cette  vitesse  même  v,,  ou  a  ce  ijue 
nous  appelons  ici  tt.  Si  la  vitesse  relative  est  dirigée  de  M  vers 
A,  la  force  centrifuge  composée  a  une  direction  MN'  opposée 
au  mouvement  d'entraînement;  le  contraire  aurait  lieu  si  le 
mouvement  relatif  rapprochait  le  point  M  du  point  0. 

La  force  mj,  qui  produit  le  mouvement  relatif  du  point  M, 
est  la  résultante  des  trois  forces  N,  mu'i  et  imtùv.  Elle 
est  dirigée  suivant  ta  droite  OA,  puisque  le  mouvement  du 
point  considéré  comme  libre  est  dirigé  suivant  cette  droite. 
Les  forces  N  et  2mwv,  normales  à  cette  direction,  doivent 
donc  se  détruire,  et  il  reste  l'égalité  mj^mm*!,  ou  bien 

j  =  la'x ,  ou  enfin  -tt^  =  u*x  ;  c'est  l'équation  du  mouvement 

cherché,  tandis  que  la  relation  N^Sntuv  définit  ta  pression  de 
la  droite.  On  voit  de  plus  que  les  forces  N  et  'Imniv  devant  se 
faire  équilibre,  la  force  2niuv  a  une  direction  contraire  à  la 
force  N,  c'est-à-dire  contraire  au  mouvement  d'entraînement, 
que  par  conséquent  la  vitesse  relative  v  est  dirigée  dans  le 
sens  OA. 

Ifous  avions  déjà  étudié  dans  la  cinématique  une  question 
semblable  (g  191). 

197.  Il  reste  à  intégrer  l'équation  t-^  =  w^e.  On  obtient 
l'équation 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  A  et  B  deux 
nombres  arbitraires  qu'on  déterminera  d'après  les  circon- 
stances initiales  du  mouvement.  La  vitesse  v  sera  donnée  par 
la  différentiation 
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Si  on  définit  pour  t^O  la  position,  â::=x„  et  la  vitesse, 
v^v„  du  mobile,  on  devra  avoir 

1-  =  A-B; 
on  en  di5duit 

Et  l'équation  du  mouvement  devient 

BECQEBCaE   flËOllËTRIQUE  DO   HOUVEUEHT   ABSOLU  DU  rOIRT  M. 

198.  Proposons-nous  deconslniirelatrajectoireabsolQedn 
point  H; 

L'accûlération  relative,  j,  est  égale  à  w'a:,  et  clic  a  la  direc- 
tion MA.  Tout  se  passe  dans  le  mouvement  relatif  comme  si 
le  point  parcourait  In  droite  OA, 
avec  une  accélération  ;  =«'1. 
Appliquons  il  ce  mouvement  le 
théorème  des  forces  vives.  Soit  v, 
la  vitesse  du  mobile  au  poiiil 
x=x„  et  V  sa  vitesse  au  point 
défini  par  l'abscisse  X.  Le  traraii 
(le  la  force  mw'j,  pour  le  déplacement  considéré,  estt^aln 

;i  mu'{x'— a,')  {Cf.  §58);  et  l'équation  des  forces  vives, divi- 
sée par  la  masse,  prend  la  forme 

"•■->'•*=«»('='-«.»). 
ou  bien,  en  posant  pour  abréger  ir.*—M»a:,*=oV, 
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Soit  M  la  position  du  point  mobile  a  un  certain  instant,  k 
la  dislance  OM^x  de  l'aie  de  rotalion.  Pendant  un  temps 
lit  infiniment  petit,  la  droite  OA  tourne  d'un  angle  A'OA  ^uàilt, 
et  le  point  M  passe  en  M'.  Élevons  en  M  sur  la  droite  OA  une 
perpendiculaire  MB,. que  nous  prendrons  égale  à  lu  quantité 
constante  a.  Cette  droite  coupe  OA'  en  un  point  P,  et  l'on  a 
OP  =  OM,  à  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près 
(I,g61);  doncPM'cst  laquantitÉ  dont, pendant  le  temps  dt,  le 
mobile  glisse  le  long  de  la  droite  OA  en  vertu  de  la  vitesse 
relative 'r,  et  l'on  a  VTA'^vdt  ètPM^uxdf;  l'équalion  (1) 
multipliée  par  ât  nous  donne  par  conséquent 

13)  FI 

^lilé  vraie  à  la  limite,  lorsque  PH'  et  PM  deviennent  inft 

niment  petits.  Menons  par  le  point  B  une  parallèle  BCà  la  droite 

Oa,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  MC  à  la  trajectoire  aU- 

PM'       BC  ■ 
solue  du  point  mobile.  Nous  aurons  ia  proportion  ^7  =  ût.', 

et  par  suite  l'équation  (2)  fait  connaître  BC,  -    ' 

HBXOB  ■■ 

OJi      ' 

ce  qui  permet  de  construire  la  tangente  h  la  couibe  cherchée. 
Au  point  fi,  élevons  une  perpendiculaire  BK  h  h  droite  OB. 
Les  triangles  OUB,  MBE,  sont  semblables  et  donnent  la  pro- 
portion 

BK        OB 
iÏB^OM' 


DoncBK=BC. 

Pour  construire  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire  absolue, 
on  prendi-a  HB=:a  sur  une  perpendiculaiie  à  la  droite  OA 
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menée  par  le  point  M  ;  on  joindra  OB,  puis  on  élèTéra  BK 
perpendiculaire  à  OB,  on  prolongera  cette  droite  jusqu'à  k 
rencontre  de  OA,  enRn  on  rabattra  la  longueur  6K  en  BC,  snr 
une  parallèle  à  OA  menée  par  le  point  B.  Le  point  G  sera  un 
point  de  la  tangente  clierchéc. 

Le  point  M',  très  voisin  du  point  H  sur  cette  tangente,  sera 
la  position  du  point  mobile  au  bout  du  temps  dt  que  la  droite 
OA  aura  mis  à  tourner  de  l'angle  AOA'.  On  pourra  répéter 
la  construction  pour  le  point  M',  ce  qui  donnera  une  seconde 
tangente  ;  celle-ci  servira  de  môme  à  en  trouver  une  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  La  courbe  se  tracera  par  les  intersections 
successives  de  ses  tangentes. 

199.  La  longueur  MB,  toujours  égale  h  a,  reste  constante 
dans  toutes  ces  constructions,  tandis  que  la  longueur  0H=2 
est  inilètiniment  croissante.  L'angle  MOB  diminue  de  plus  en 
plus  h  mesure  que  le  point  mobile  s'éloigne  du  centre  de 
rotation.  Pour  les  très  grandes  valeurs  de  x,  cet  angle  est 
très  petit,  et  les  longueurs  BM,  BK  deviennent  sensiblement 
égales;  on  commet  donc  une  erreur  de  moins  en  moins 
grande  en  prenant  BC^BM,  au  lieu  de  BC=6K.  Mais  alors 
l«-trianglo  rectangle  MBC  devient  isoscèle,  et  l'angle  CMA,  que 
la  tangente  à  la  trajectoire  forme  avec  le  rayon  vecteur  OA,  est 
égal  à  45°.  Ainsi,  pour  les  très  grandes  valeurs  de  x,  la  Ira- 
jectoire  absolue  du  mobile  se  confond  sensiblement  avec  la 
spirale  -logarithmique  qui  coupe  sous  un  angle  de  45*  ses 
■•îiyons  vecteurs. 

La  connaissance  de  la  trajectoire  absolue  suffît  dans  cet 
exemple  pour  faire  connaître  le  mouvem'ent  du  mobile  sur 
sa  trajectoire  relative.  On  n'a  qu'à  mener  par  le  point  0  des 
droites  faisant  entre  elles  l'angle  constant  u  décrit  par  la 
droite  OA  dans  l'unité  de  temps;  tes  points  d'intersection  de 
CCS  droites  avec  la  trajectoire  seront  les  positions  successives 
du  mobile  au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux  à  l'unité. 

L'èqUation  de  la.  trajectoire  absolue  s'obtient  en  coordon- 
nées polaires,  en  remplaçant  dans  l'équation  du  mouvemciil 
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relatif  le  produit  ut  par  l'angle  polaire,  9,  décrit  par  le  rayon 
fecteur  x;  elle  prend  la  forme 


-i{- 
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200.  Nous  supposerons  d'abord  que  le  globe  terrestre  soit 
animé  seulement  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  la  ligne  des  pAles.  Son  mouvement  de  translation 
serait  rigoureusement  sans  influence  s'il  était  recliligne  et 
uniforme  (g  194);  nous  verrons  plus  loin  qu'en  réalité  l'in- 
(luence  de  ce  mouvement  est  à  peu  près  nulle  pour  chaque 
point  de  la  terre,  parce  que  si  l'on  tient  compte  des  forces 
apparentes  qui  y  correspondent,  il  faut  aussi  tenir  compte 
des  forces  réelles  qui  le  produisent, 
et  que  ces  deux  systèmes  de  force 
se  font  sensiblement  équilibre. 

Faisons  donc  pour  un  moment 
abstraction  de  la  translation  pour 
ne  nous  occuper  que  de  la  rotation 
autour  d'un  axe  h  peu  prés  fixe  (I, 
H"). 

Nous  nous  occuperons  d'abord 
du  repos  relatif  d'un  corps  placé 
en  équilibre  à  la  surface  de  la  terre.  Soient  P  et  P'  les  pdies, 
EE'  l'équateur;  H  la  position  du  corps  ;  MN  le  rayon  du  paral- 
lèle sur  lequel  il  se  trouve  placé  ;  0  le  centre  de  la  terre  que 
nous  supposerons  sphérique  ;  >.  =  MOE  la  latitude. 

Le  corps  étant  en  repos  relatif,  la  force  centrifuge  eom- 
potée  est  nulle  (g  194,  2°)  et  ta  seule  force  apparente  à  intro- 
duire  dans  les  raisonnements  est  la  force  d'iiurtie  d'entraîné- 
nent,  laquelle  est  ici  la  force  centrifuge;  elle  a  pour  valeur 
m«'xMN=m(u'xRcos>.  et  sa  direction  est  le  prolongement 
du  rayon  NM.  Le  corps  est  donc  en  équilibre  relatif  sous 


Fig.  100, 
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l'action  de  trois  Torccs  :  l'attraction  terrestre,  HA,  dirigée  sul- 
viinl  le  rayon  HO  {II,  g  159),  la  force  centrifuge,  MB,  dirigée 
suivant  le  prolongement  de  NM,  el  la  réaction  de  la  surface 
terrestre,  MD,  égale  et  contraire  à  la  résultante  HC  des  deui 
premières  forces. 

La  force  MC,  résultante  de  l'attraction  terrestre  et  de  h 
force  centrifuge,  est  ce  qu'on  appelle  le  poidi  du  corps;  c'est 
le  produit  de  la  masse  du  corps  par  l'accélération  g  corres- 
pondante au  point  M,  et  sa  direction  HC  est  la  verticale. 
Quand  bien  même  la  terre  serait  rigoureusement  spbériqne, 
les  verticales  ne  passeraient  pas  toutes  par  te  centre  de  ûgurc 
du  globe;  il  n'en  serait  ainsi  qu'à  l'équateur  et  aux  deui 
pdies;  partout  ailleurs,  la  force  ccntiifuge  produirait  une 
déviation  de  la  verticale  par  rapport  au  rayon  terrestre.  Cette 
déviation  est  la  véritable  cause  de  l'aplatissement  du  globe 
aux  pâles  ;  le  globe  a  pris  la  forme  ellipsoïdale  qui  amène  sa 
surface  moyenne  à  couper  St  angle  droit  les  directions  des 
verticales  successives.  En  même  temps  la  loi  de  l'attraction 
n'est  plus  rigoureusement  celle  des  sphères  homogènes. 

201 .  Au  pâle,  la  force  centrifuge  est  nulle  ;  elle  est  maii- 
mum  à  l'équaleur;  l'accélération  9  varie  en  conséquence;  c'esl 
à  Tcquateur  qu'elle  a  sa  plus  petite  valeur.  Si  l'on  appelle  ^ 
l'accélération  particulière  imprimée  par  l'attraction  terrestre 
à  un  corps  placé  à  l'équateur,  el  R  le  rayon  équatorïal,  on 
aura 

ys/  — »,*R, 

et  par  suite 

Si  l'on  pouvait  accroître  suffisamment  ta  vitesse  de  rota- 
tion u,  on  pourrait  rendre  le  terme  u'R  égal  à  g',  ce  qui  don- 
nerait gssO;  la  pesanteur  serait  supprimée  à  l'équateur.  11 
ne  faut  pas  croire  pour  cela  que  les  corps  placés  à  l'équaleur 
quitteraient  la  surface  de  la  terre.  L'attraction  du  globe  con- 
tinuant à  agir,  ils  continueraient  h  décrire  uniformément  le 
cercle  équatorïal  avec  la  vitesse  angulaire  ■»,  mais  à  la  façon 
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d'tin  satellile,  sane  exercer  de  pression  sur  la  surface  du  sol 
(1 63  el  saiv.). 
En  réalité  on  a  à  l'équateur  et  au  niveau  de  la  mer  (g  82) 

j  =  0-,781CI31. 

Lerayon  terrestre  équatorial  R=6  576  821°. 

La  vitesse  angulaire  du  globe,  u,  s'obtient  en  Oivisanl  la  cir- 
conférence 2tï  par  la  durée  du  jour  sidéral  évaluùe  en  se» 
condes  sexagésimales,  c'est-à-dire  par  80164(1,  g  176);  ce 
qui  donne 


«•n  =  0-,03308. 


:  0,00347  = 


<^)'- 


La  force  centrifuge  est  donc  à  l'équateur  la  289*  partie  dé 
l'allraclion  terrestre;  et  si  le  globe  avait  une  vitesse  angulaire 
17  fois  plus  rapide,  la  force  centrifuge,  devenue  289  fois  plu^ 
grande,  ferait  équilibre  à  l'attraction  terrestre  ;  la  pesanteur 
serait  nulle  à  l'équateur. 

Quand  on  tient  compte  de  la  forme  ellipsoïdale  du  globe 
terrestre,  on  reconnaît  qu'il  existe  de  chaque  côté  de  l'équa- 
teur un  parallèle  sur  lequel  l'attraction  de  la  terre  est  la 
même  que  si  le  globe  était  ramené  à  la  forme  spbérique.  La 
latitude  de  ce  parallèle  est  de  35M6';  la  valeur  de  g  corres- 
pondante est  d'environ  d'°,80  ;  pour  avoir  l'accélération  due  à 
l'attraction  terrestre,  il  faut  y  ajouter  la  composante  verticale 
de  la  force  centrifuge;  on  trouve  ainsi  que  l'accélération  qui 
correspondrait  à  l'attraction  terrestre  si  la  terre  avait  la 
forme  sphérique,  est  égale  à 
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OéTEiBuKATiOIt  VU  COHPOSAKTES   DE  LA  FORCE   CEDTBlfTGB 
EH  OH  PODfT  DD  6L0BE. 

202.  Lorsque,  au  lieu  d'élre  en  repos  relatif  sur  la  surface 
de  la  terre,  le  point  matériel  est  en  mouvement,  la  force  cen- 
trifuge composée,  inniiv,sina,  n'est  plus  égale  b  léra,  sauf  le 
cas  où  la  vitesse  relative  est  parallèle  à  l'aie  du  globe.  Étudions 
l'efTet  de  celte  force  dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant. 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  sont  l'attraction  du  globe, 
et  les  deux  forces  apparentes,  savoir  la  force  d'inertie  d'en- 
tratnement,  qui  est  ici  la  force  centrifuge,  et  la  force  centri- 
fuge composée.  Or  la  force  que  nous  appelons  pesanteur  est, 
ainsi  qu'on  vient  de  te  voir,  la  résultante  de  l'attraction  du 
globe  et  de  la  force  centrifuge,  et  elle  a  pour  direction  la  ver- 
ticale. Il  resie  donc  à  composer  la  pesanteur,  connue  en  gran- 
deur et  en  direction,  avec  la  force  centrifuge  composée,  que 
nous  allons  déterminer. 

Soient  P,  P'  les  pôles  du  globe  :  P  est  te  pAle  nord  et  P'  le 
pôle  sud;  EE'estl'équateur,  Ole  centra  de  la  terre.  Le  point 
A  est  le  lîçu  de  l'observation,  que 
nous  supposons  dans  l'hémisphère 
nord;  Ai  est  ta  verticale,  et  g  l'accè- 
léralion  due  à  la  pesanteur. 

Nous  rapporterons  le  mouTemenl 

du  point  à  trois  axes  coordonnés, 

AS,  AY,  AZ;   l'axe  AZ  est  dirigé 

suivant  la  verticale   dans  le  sens 

descendant.  L'axe  AX  est  mené  dans 

pjg  ,g,  le  plan  horizontal  au  point  A,  tan- 

gentiellement  au  méridien  dans  ta 

direction  du  sud  ;  l'axe  AY  est  tangent  au  parallèle  du  point 

A  et  dirigé  vers  l'est. 

Nous  décomposerons  la  force  centrifuge  composée  suivant 
tes  trois  axes,  en  appliquant  les  équations  du  g  195.  11  faut 
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d'abord  décomposer  suivant  les  trois  axes  la  rofatiorï  ù  du 
{;Iobe. 

Elle  s'efTectue  de  l*ouest  à  l'est  autour  de  la  ligue  PP',  ou 
autour  de  la  ligne  pp',  menée  parallèlement  par  le  point  A. 

Le  sens  de  la  rotation  u  est  donc  Âp'  ;  décomposée  suivant 
les  axes  AX,  AT,  AZ,  elle  donne 

î  =  0. 

'  Substituant  dans  les  formules  des  composantes  de  la  force 
centrifuge  composée,  on  a 

"-'-(-'s-'S)-'-"(S»'-gH- 
î-«-(.î-p|)— '».~'g-      ,■    .     ,, 

Appelons  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la  force  extérieure 
appliquée  au  point  mobile,  abstraction  faite  de  la  pesanteur 
que  nous  représenteront  par  un  terme  à  part.  Les  équations 
du  mouvement  du  point  mobile ,  aux  environs  du  point  A. 
seront 


■&"-'-^^"(S»'-J-»'). 
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203.  Pour  Irouirer -le  mouvement  que  prend  un  point  sons 
l'action  de  la  pesanteur  seule,  quand  on  l'abandonne  en  A 
sans  vitesse,  il  sufQt  de  laire  dans  les  équations  précédentes 
X=O,Y  =  O,Z  =  0. 

Observons  que  37  et  -^  sont  très  petits,  car  le  mouve- 
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nent  du  point  s'opère  sensiblement  le  long  de  la  verlicale  AZ. 
Supprimanl  les  termes  qui  contiennent  ces  facteurs,  an  est 
ramené  au  système  d'équations  : 


,   On  tire  de  la  dernière  -r  =^§1^  sans  ajouter  de  constaide, 
si  l'on  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  mouvemeat 
commence. 
Substituant  dans  la  seconde  équation,  il  vient 


et  par  suite 


S=  rutCOTlffP, 


Sans  ajouter  non  plus  de  constante,  puisque  pour  (^0  on  i 
j=Oel|  =  0. 

Si  Ton  veut  pousser  plus  loin  l'approximation,  on  rempla- 
cera dans  les  équations  rigoureuses  -^  par  téro,  et  ^  par 
tdCOsXgf,  valeurs  fournies  par  la  première  approximation.  Il 
vient  alors  : 

2jî=ff— a-'cos'isi». 
Ces  équations  intégrées  nous  donnent 
~=.^^ainl  cotisai 
^  =gl  —  -  »*COS'ljfP, 
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talcurs  qui,  sabstituées  dans  la  seconde  équation  du  même 
groupe,  conduisent  in  la  nouvelle  relation 

=  iti  toai  gl—  =  tt^OKigP, 

ce  qui  fournit  par  l'intégration  une  valeur  plus  exacte  do  la 
'déviation  y. 
On  voit  que  la  partie  principale  de  la  déviation 

est  dirigée  vers  l'est  ;  en  outre,  il  y  a  une  petite  déviation 
ven  le  sud,  que  L'on  obtient  en  intégrant  l'équation 


ce  qui  donne 

En  s'en  tenant  à  la  première  approximation,  on  peut  expri- 
mer la  déviation  y  en  fonction  de  la  hauteur  de  chute  h-  On  a 
approsimalivement .  ; 


Donc  t^  1  / —  1  et,  par  suite, 


3  Zg>/g 

La  hauteur  h  ne  doit  pas  être  trop  grande,  pour  que  l'accé- 
lération g  ait  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  trajec> 
toirc  parcourue  par  le  mohtle. 

La  formule  a  été  vérifiée  par  une  expérience  directe  faite 
dans  un  puits  de  mine  à  Freyberg, 

La  lalilude  était  de  51°  ;  la  hauteur  de  chute  de  1 58",50  ; 
la  moyenne  des  déviations  constatées  a  été  de  0",0285.  U 
formule  donne  0",0276. 
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TEIlDlKCe  LATÉRALE  DES  C0RP8  EH  MOUTENEin 
ItAKS  LB   FLAN  HORBOniAL. 

,  304.  Supposons  qu'un  point  de  masse  m  se  meuve  dans  le 
plan  horizontal  avec  une  vitesse  udÏ- 
forme  v,  dans  une  direction  OU  qui 
fiisse  un  angle  a  avec  l'asc  des  x,  c'est- 
à-dire  avec  la  portion  du  méridien  di- 
rigée vers  le  sud.  Cet  angle  sera  po- 
sitif s'il  est  compté  à  l'est  du  méri- 
dien, ou  dans  le  sens  qui  amène  l'aie 
des  X  vers  l'axe  des  y. 
'''  Le  mouvement  du  point  ëlaot  rec- 

tiligae  et  uniforme,  on  aura 

5?-"'       rf^-"-       2?="' 

et  pour  lui  faire  suivre  la  droite  OM,  il  faudra  lui  appliquer 
ane  force  dont  les  composantes  X,  Y,  Z,  seront  donnérâ  par  les 
équations  : 

T  —  2ni(y  eÎDl  s  cosa  =  0, 
E  +  m;  —  Smucoslesins  =  0. 

La  troisième  équation  donne  la  réaction  verticale  du  plan  on 
de  la  droite  qui  sert  de  guide  au  point.  S'il  était  en  repos,  celle 
réaction  serait  égale  à  son  poids  mg.  Le  mouvement  du  poiol 
diminue  la  pression  exercée  sur  le  guide  lorsque  a  est  po- 
sitif, et  l'augmente  lorsque  a.  est  négatif;  le  premier  cas  a  lieu 
lorsque  le  point  se  dirige  à  l'est,  le  second  lorsqu'il  se  dirige 
^  l'ouest  du  méridien.  La  pression  verticale  est  égale  au  poids 
quand  31=0  oua  =  R. 

Outre  la  réaction  verticale,  il  y  a  encore  une  réaction  hori- 
zontale F,  dont  les  composantes  .sont  X  et  ¥. 

La  tangente  trigODométrique  de  l'angle  que  celte  force 


Digtizea  .y  Google 


A  U  SDBPACB  DS  U  TEAIIB.  M 

fait  avec  1  axe  OX  est  î?  =  —  « r-rr-^ —  =  —  ; . 

X  SmuvsinXsina  langK 

DoQcla  force  Fest  normale  à  la  direction  OM;  on  voit  de  plus 
que,Xétantégalà— âmuvsinXaiaaetYà  +  SmufsinXcosoE, 
la  force  F  a  te  sens  indiqué  sur  la  figure,  c'est<à-dira 
qu'elle  est  dirigée  à  gauche  de  OM  par  rapport  à  un  obser- 
TSteur  animé  le  long  de  cette  droite  de  la  vitesse  v.  Enfin 
F=:^*4'¥'=2muvsin),,  quantité  indépendante  de  l'an- 
gle a. 

La  pression  horizontale  du  point  sur  la  droite  OM  est  égale 
et  contr.tirc  à  la  réaction  de  la  droite  sur  le  point.  C'est  donc 
une  force  OF',  indépendante  de  l'angle  a,  normale  à  OM,  et  di- 
rigée à  droite  de  la  vitesse  v.  Si  le  point,  au  lieu  d'être  guidé 
par  une  droite,  était  libre  dans  le  plan  horizontal,  il  appuierait 
vers  la  droite. 

La  tendance  ainsi  constatée.est  nulle  i  l'équateur  et  elle  at- 
teint aux  pâles  sa  plus  grande  valeur. 

205.  Cette  théorie  rend  compte  d'une  foule  de  phénomè- 
nes. Un  houk't,  lancé  horizontalement  avec  une  grande  vi- 
tesse, mais  sans  mouvement  giratoire  autour  de  son  axe, 
sort  du  plan  vertical  dans  lequel  il  a  été  tiré,  et  est  fortement 
déné  vers  la  droite  ;  la  force  centrifuge  composée  a  dans  ce 
cas  une  grande  valeur,  parce  que  le  facteur  v  est  très  grand. 

Les  fleuves  qui  coulent  dans  l'hémisphère  Nord,  sous  des 
latitudes  élevées,  exercent  en  moyenne  une  plus  forte  pres- 
sion sur  leur  rive  droite  que. sur  leur  rive  gauche  ;  la  vi- 
tesse V  n'est  sans  doute  pas  bien  grande,  mais  l'action  subie 
par  la  rive  est  proportionnelle  à  la  masse,  c'est-à-dire  au 
débit  du  fleuve,  ce  qui  donne  un  facteur  très  considérable 
quand  il  s'agit  d'un  grand  fleuve  en  crue.  L'Oural  et  le 
Volga,  dans  la  Russie  d'Europe,  manifestent  sensiblement 
cette  tendance. 

Elle  persiste  à  l'embouchure  des  fleuves,  dont  les  eaux,  en 
se  jetant  à  la  mer,  appuient  vers  la  droite  dans  l'hémisphère 
boréal.  Peu  sensible  dans  l'Océan,  à  cause  des  couraiits  et  des 
marées,  ce  phénomène  s'observe  très  bira  dans  les  mers  intè- 
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rieures,  telles  que  la  Méditerranée,  ta  mer  Noire,  la  mer  Cas- 
pienne; le  courant  littoral  y  est  dirigé  de  gauche  à  droite 
pour  un  observateur  placé  sur  le  rivage. 

Les  mouvements  de  l'air  atmospliérique  subissent  h 
m£me  influence.  On  connaît  la  régularité  des  vents  aiiià, 
qui  soufflent  des  pâles  vers  l'équateur  en  appuyant  vers 
l'ouest.  Une  raison  semblable  explique  le  courant  du  Gui/'- 
Stream,  qui  du  golfe  du  Mexique  aux  cétes  d'Angleterre  et  4e 
iVorvége  suit  une  ligne  oblique  aux  méridiens,  en  appujant 
vers  )a  droite,  c'est-à-dire  vers  l'est. 

Ekitin,  nous  allons  montrer  que  la  force  centrifuge  composée 
est  la  vraie  cause  de  la  rotation  du  plan  d'oscillation  du  fen- 
dille Foucault  (I,  g  178),  et  fait  dévier  ce  plan  dans  le  sens 
eatiud-oueit-ncrd,  c'est-à-dire  toujours  de  gauche  à  droite. 

PERDULE    FOUCAULT, 

'  206.  Soit  H  un  point  pesant ,  suspendu  au  point  A  par 
un  fil  inextensible  de  longueur  AH=I. 
Les  forces  qui  agissent  sur  ce  point 
supposé  libre  sont  la  pesanteur,  dans 
le  sens  HP,  parallfilc  à  l'axe  AZ,  la  (en- 
sion  du  fil,  N,  dirigée  dans  le  sens  MA, 
Fie.  103.  enfin  la  force  centrifuge  composée. 

Les  composantes  de  la  force  N  sont 


et  les  équations  du  mouvement  deviennent 
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Nous  chercherons  seulement  la  loi  approsimative  du  monve- 
ment  du  plan  d'oscillation  du  pendule.  Pour  cela,  il  suflit 
d'éliminer  N  enire  les  deux  premières  équations.  Hulti- 
plioDs  la  première  par  y,  la  seconde  par  x,  et  retranchons  la 
première  de  la  seconde.  11  viendra 


'm' 

cosX^O,  et  il  est  très  petit  dans  tous  les  autres  points  ;  car 

-7-  est  négligeable  si  les  oscillations  du  pendule  sont  petites  ; 

le  point  sort  à  peine  en  effet  du  plan  tangent  au  point  le  plus 
las  de  la  sphiïre  qu'il  est  assujetti  à  décrire.  Supprimant  ce 
terme  et  divisant  par  m,  on  obtient  l'équation  approchée 

dont  rintégrale  est 

La  constante  G  est  nulle  lorsqu'on  a  à  la  fois  x=0  et 
ij=  0»  c'est-à-dire  lorsque  le  mouvement  du  pendule  ramène 
â  chaque  oscillation  le  Û\  h  passer  par  la  verticale.  Cette  con- 
dition exige  qu'en  lançant  le  pendule  après  Tavoir  écarté  de 
la  rcrlicale,  on  lui  imprime  latéralement  une  vitesse  particu- 
lière, car  si  on  l'abandonnait  sans  vitesse  latérale,  le  premier 

membre  x -f  —  yj-  serait  nul  à  cet  instant,  et  la  constante 

C  aurait  la  valeur  initiale  de  usin>.  (2*-l-jf*).  Supposons  donc 
qu'à  l'origine  du  mouvement  on  ait  pris  les  précautions 
nécessaires  pour  que  C  soit  égal  à  zéro. 
L'équation  se  réduit  alors  à 
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équation  inlègrable,  qui  donne 

■ictugi  sC— Mdinl, 

En  d'autres  termes,  le  plan  d'oscillation  a  autour  de  la  ?w- 
ticale  OZ  une  vitesse  angulaire  égale  à  —  u  sin  X,  c'est-à-dire 
une  vitesse  angulaire  constante,  dans  le  sens  contraire  au 
sens  qui  amène  l'axe  des  x  vers  l'axe  des  y,  ou  enfin  dans  le 
sens  est-sud-ouest-nord'eit.  Cette  conclusion  est  rigoureuse 
aux  p61es,  puisqu'alors  on  ne  néglige  rien  dans  les  équations 
des  mouvements.  Ailleurs  elle  n'est  qu'approximativement 
vraie. 

207.  Supposons  que  la  constante  C  ne  soît  pas  nulle,  de 
sorte  que  le  mouvement  du  pendule  ne  s'opère  plus  dans 
un  plan  passant  par  la  verticale  du  point  de  suspension.  ^ 
les  oscillations  sont  encore  très  petites,  on  pourra  procéder 
comme  il  suit  a  l'intégration. 

Soit  M  la  projection  du  point  mobile  sur  le  plan  XAT; 
'supposons  qu'à  l'époque  t  ^  0  on  ait  abandonné  le  point  sans 

vitesse  dans  le  plan  vertical  AT;  à  cet 
_L    instant,  nous  pouvons  concevoir  un  plan 

vertical  mobile,  animé  autour  de  AZ 

-      d'une  vitesse  angulaire  usinX  dans  le 

c/  ^       h'  sens  Y  vers  X  :  au  bout  du  temps  t,  ce 

plan  occupera   la  position  AB ,  et  on 

aura  BAT  =  ut  sin  X.  Rapportons  la  po- 
sition du  point  aui:  deux  axes  mobiles  AB,  AC,  rectangulaires, 
ai  l'on  appelle  |  et  vj  les  coordonnées,  HQ  et  AQ,  du  point  rap- 
porté à  CCS  axes,  on  aura 

]|B:qcH{t>lsini)  — ttinttrfiiai). 
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De  ces  relations  on  déduit  successivement  :  .         > 

■^  =>icos(«(Bm:i)X  «iiii:k  — EùD(atdiil)Xwdiil 

^''  =  — «tin(ii(>)D;i)Xu«nl  — {eoB(Mtiiiil)XaiSbil. 
+  J  coï  («/sinl)  -  g  On  [«(sioi], 
jj^  =  —  qsiD(«>lsinl]  X  o.*siii»i  —  (cos[ii(5inilX  «*siii*l 

•|-3^cns(«(ùn>)x<»Biiil— 2^sin(«tsin)lX«'Éii)l 

0  =  —  DCOB  {i>i(  liDl]  X  M>>in*l  +  {sÎD  (fjslnl)  x  u'siQ*! 
—  3  ^ iiii(oilMn].)  X  uEinl  —  3  jt c<n  («(sini) x  ssial 

Substituons  dans  les  deux  équations  qui  donnent  •j^'Â^''^^ 

négligeant  -n  et  tous  les  termes  qui  contiennent  <•»*  en  facteur. 
Il  viendra  pour  la  première 

+  m  ^  îin  {«(rin  J)  +  M  0  OH  («(dn;^ 

+  îm»»inJ^eOT(»(ilnJ)— 8nM.»lni^ito(«£ifi!il), 

OU  bien  -  ■ 
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et  pour  la  seconde'  * 

—  2i«^Biii(cJsin))x<iisinJ  — Smj|c(»(iJiiBJ)Xi.ii  1 
c=— j  [>tcos(Hlùni]  — {un  (ulsial)] 

—  Sut»  Bin  X  ^  sin  [ut  sjn  i)  —  Sm»  uni  ^  cos  (h(  uni), 
ce  qui  se  réduit  k 

Par  rapport  aux  axes  mobiles  AB,AC,lemouveiDeotdupoiDl 
est  donc  défini  par  les  équations 

"s*  ~~T' 
<«*"■  i' 
qu'on  déduit  des  précédentes  en  éliminant  l'an(^e  ulsinX; 
c'est-à-dire  que  le  point  parcourt  une  ellipse  dont  le  poinlA 
est  le  centre  (g  59),  cette  ellipse  tournant  autour  du  poinlA 
dans  le  sens  est-aid-owst-nord  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  àustnX. 

EXEMPLE  DE  l'emploi  DE  LA.  TBËOME  DD  UODVEHLHT  IIELATIF.  — 
HlinVBHEHT  d'uH  POINT  PESIBT  GUB  UH  PARAOULoIdE  SI  BËVff- 
LUnOH    A    kJ£    TKRTICAL. 

208.  Soit 
(1)  2R»  =  ^-|->« 

l'équation  d'un  parabaloïde  de  révolution  OA,  rapporté  h  trois 
axes  rectangulaires,  OX,  Oï,  OZ,  dont  l'un,  l'axe  OZ,  est  VË^ 
ttcal  et  dirigé  de  bas  en  haut. 

Un  point  pesant  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur 
la  surrace  :  les  forces  qui  agissent  sur  lui  sont  la  pesanteur, 
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et  la  réaction  normale  du  parnboloide  ;  elles  sodI  toutes 
deux  comprises  dans  un  plan  passant  par  l'.ixc  OZ,  et  par 
suite  le  théorème  des  aires  est  ap- 
plicable au  mouvemeat  projeté  sur 
le  plan  ÎOY  en  prenant  pour  centre 
des  aires  l'origiae  0. 

Une  autre  équation  est  fournie  par 
le  théorème  des  forces  vives  ;  il  n'y 
entrera  que  le  travail  de  la  pesan- 
teur. Les  deux  équations  du  mouve- 
ment  sont  donc,  en  appelant  v  la  vi- 
tesse, rla  distance  MN=\/iF+ïi'  ^u  mobile  k  l'axe  OZ,  et 
6  l'angle  décrit  autour  de  cet  axe  par  le  méridien  ZOH, 

(3)  5rtM  =  A««, 

[i]  9dv  =  —  gdx. 

La  constante  A  représente  l'aire  décrite  pendant  l'unité  de 
temps  sur  le  plan  horiiontal  par  le  rayon  vecteur  projeté  OM'. 
Nous  admettrons  que  le  mouvement  du  rayon  OU'  s'efTectue 
dans  le  sens  positif,  de  sorte  que  A  soit  positif. 

Au  lieu  de  traiter  directement  la  queslion,  rapportons  le 
mouvement  à  des  axes  horizontaux  mobiles  OX',  OY',  que 
nous  supposerons  animés  autour  du  point  0,  dans  le  plan 
XOY,  d'une  vitesse  angulaire  constante  u.  Pour  traiter  ce 
mouvement  relatif  comme  un  mouvement  absolu,  il  fau- 
dra adjoindre  aux  forces  réelles  les  forces  apparentes,  qui 
sont  ici  la  force  centrifuge,  muV,  et  la  force  centrifuge  com- 
posée. Nous  déterminerons  la  vitesse  angulaire  u  de  telle 
sorte  que  la  résultante  de  la  pesanteur,  —  mg,  et  de  la  force 
centrifuge,  muV,  soit  normale  k  la  surface.  On  sait  (§  95) 

qnïl  en  est  ainsi  quand  on  fait  u^  i/&,  le  mouvement 

d'entraînement  s'effectuant  d'ailleurs  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  C'est  cette  valeur  que  nous  adopterons,  et  nous  ad- 
metlruns,  pour  fixer  les  idées,  que  la  rotation  u  soit  positive, 

u.  —  uU.  aoLuuoi  S3 
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OU  qu'elle  s'opèro  dans  le  sens  XT,  c'est-à-dire  dans  le  sens 
du  mouvement  absolu  du  rayon  OM', 

Dans  ces  conditions,  les  quatre  forces,  réelles  ou  appa- 
rentes, qui  sollicitent  le  point  ont  un  travail  nul  :  car  la 
réaction  de  la  surface,  qui  lui  est  normale,  et  la  force  centri- 
fuge composée,  toujours  perpendiculaire  à  la  vitesse  relative, 
ne  produisent  aucun  travail  ;  et  il  en  est  de  même  de  la  pesan- 
teur et  de  la  force  centrifuge,  qui  se  composent  en  une  force 
unique  normale  à  la  surface.  De  là  résulte  que  dans  le  mou- 
vement relatif  le  point  mobile  aura  une  vitesse  apparrate 
constante  V. 

Le  théorème  des  aires  ne  s'applique  plus,  il  est  vrai,  m 
mouvement  relatif,  puisque  le  moment  de  la  force  centrifuge 
composée  n'est  pas  nul  par  rapport  à  l'axe  OZ  ;  mais  on  i 
toujours,  entre  l'angle  aiimutal  0  rapporté  au  plan  fiie  ZOX 
et  l'angle  V  rapporté  au  plan  mobile  ZOX',  la  relation  très 
simple 

(4]  t  =  V  +  mL 

Substituant  cette  valeur  de  6  dans  l'équation  (2),  die  de- 
vient 

(5)  5r'(d#'+«df)  =  W(. 

et  jointe  à  l'équation 


elle  suffît  pour  définir  le  mouvement  relatif  cherché. 

L'expression  analytique  de  la  vitesse  relative  s'obtiendra 
en  divisant  l'arc  ds  de  la  ti  ajectoire  apparente  par  le  temps 
dt  mis  à  le  décrire.  Or 

Mais  de  l'équalion  (1)  on  tire,  en  remplaçant  C  -(-  j* 
par  H, 
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en  définitive  l'équation 


est  la  seconde  équation  du  mouTement  cherché. 
De  l'équation  (5)  on  tire 


valeur  qui,  substituée  dans  (8),  donne,  en  résolvant  par  rapr 
porta  dt. 


^F^F7    ^-(7 


On  trouvera  donc  par  une  quadrature  la  valeur  de  t  en 
fonction  de  r.  Les  radicaux  étant  supposés  pris  en  valeur 
absolue,  on  donnera  au  second  membre  le  signe  +  si  dr  est 
positif,  le  signe  —  s'il  est  négatif,  de  manière  que  dt  soit 
toujours  positif. 

L'équation  (10)  montre  que  la  trajectoire  apparente  du 
point  reste  en  général  comprise  entre  deux  parallèles  de  la 
surface,  propriété  qui  appartient  par  conséquent  aussi  au 
mouvement  absolu-  En  effet  la  quantité  sous  le  radical  infé- 
rieur doit  toujours  rester  positive  pour  que  la  valeur  de  dt 
soit  réelle.  Développons  le  carré  indiqué,  nous  obtenons  la 
condition 

(M)  ^  +  -«r«<V«  +  4W 

le  signe  •<  n'excluant  pas  l'égalité.  Pour  disenter  celle 
condition,  trois  cas  sont  à  distinguer. 

1*  Supposons  A  et  T  dinërents  de  zéro.  Alors  le  second 
membre  a  nne  certaine  valeur  positive  constante,  que  le  pre<, 
mier  doit  au  plus  atteindre.  Donc  r  varie  entre  deux  limites 

4A' 

fixes,  car  pour  de  très  petites  valeurs  le  terme  -3- ,  et  pour 
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de  très  grandes  le  terme  taV,  croissent  chacun  indéfini- 
ment. 
Ces  limites  s'obtiendront  en  résolvant  l'équation 

ou  bien 


dont  on  prendra  seulement  les  racines  positives.  Elles  indi- 
quent les  valeurs  pour  lesquelles  dr  devient  nul  et  change 
de  s^ne,  ce  qui  exige  qu'on  change  le  signe  avec  lequel  on 
prend  la  formule  (10)  pour  maintenir  la  valeur  positive 
dedt. 

4A* 

Le  produit  des  deux  termes  —^  x  uV  est  constant  et 

4A* 
égal  à  4AV;  le  minimum  de  la  somme  — ^  +  wV*  corres- 
pond à  l'égalité  des  deux  termes,  et  est  égal  à  4Au,  quantilé 
moindre  que  V*  +  4taA;  l'équation  (12)  donne  donc  nécessai- 
rement pour  r*  deux  racines  réelles  et  positives. 

2*  Soit  A  =  0  ;  alors  le  mouvement  absolu  du  point  s'effec- 
tue suivant  la  méridienne  de  la  surface,  et  on  rentre  dans  le 
cas  du  pendule  simple.  L'inégalité  (11)  se  réduit  à  uV  <V', 

y 

d'où  l'on  déduit  pour  limites  de  r  les  valeurs  ±  -. 

w 

La  limite  inférieure  de  r  est  tëra  en  valeur  absolue,  et  co^ 
respond  au  passage  du  mobile  au  point  0.  Mais,  pour  l'appli- 
cation de  la  formule  (10),  on  devra  admettre  les  valeurs  në- 

V 

gatives  de  r  jusqu'à  la  limite ,  et  ne  changer  le  signe  du 

second  membre  que  lorsque  dr  aura  changé  de  signe,  c'est-à- 
dire  lorsque  le  mobile,  ayant  atteint  l'extrémité  de  sa  course, 
reviendra  sur  ses  pas  le  long  de  la  méridienne  qu'il  décrit. 

Ce  cas  particulier,  appliqué  aux  très  petites  oscillations, 
résout  le  problème  du  pendule  simple.  Faisons  dans  l'éijua- 
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lion  (10)  A=:0,  et  supprimons  au  numérateur  ^  devant  l'u- 
nité. Il  viendra 


cl  on  aura  pour  la  durée  d'une  oscillation  complète 

r.  étant  la  valeur  de  r  qui  rend  uV*  égal  à  V*.  Donc 

•     r"v.-(,?-,-)     ■{"'yr..-^     '■      ^'^ 

Cherchons,  dans  ce  cas,  quel  est  le  mouvement  apparent 
du  point  par  rapport  aux  aies  mobiles  OX',  OY'.  Nous  admet- 
trons que  le  point  reste  dans  le  plan  ZOX  et  qu'on  ait  con- 
stamment S  =  0.  Donc 

et 

*— ?• 

Substituant  cette  valeur  de  dt  dans  l'équation  (15),  il  vient 
pour  l'équation  de  la  trajectoire  relative 


^•»(r.»-r») 


L'intégrale  est,  en  adoptant  le  signe  supérieur, 

S'^trccH — f- coDslmte. 

Nous  pouvons  faire  la  constante  ^le  à  léro,  en  comptant 
l'angle  d'  à  partir  du  plan  méridien  qui  passe  par  le  point 
mobile  quand  r^r,;  il  vient 
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équation  d'une  circonférence  de  diamètre  r,^Ok  décrite  sur 

l'axe  OX',  et  tangente  en  0  à  l'axe  0¥'. 
Le  point  mobile  décrit  cette  circonférence  avec  une  vitesse 

uniforme  T=:wr,,  dans  le  sens  de  la  flécbe  f,  pendant  que 
la  circonférence  elle-même  tourne 
avec  la  vitesse  w  autour  du  centre  0 
dans  le  sens  f.  Nous  verrons  bientAt 
que  le  mouvement  général  est  suscep- 
tible d'une  semlilable  image. 

3*  Le  troisième  cas  à  examioer  est 
celui  où  V  =  0. 

Dans  ce  cas ,  le  point  est  m  repos 
relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

et  par  suite  r  et  6*  sont  constants  ;  ce  qui  exige  qu'cHi  ait  la 

relation 

ou  bien 


Le  mouvement  absolu  du  point  est  alors  on  mouvement 

uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  u,  le  long  d'un  parallèle 
de  la  surface,  et  la  durée  de  la  révolution  entière  est 


"S/l- 


Iiûssons  de  celé  les  cas  particuliers,  et  revenons  au  cas  gé- 
néral. L'intégration  de  l'équation  (10)  lera  connaître  (  en  fonc- 
tion de  r;  puis  on  déterminera  6*  en  fonction  de  la  même 
variable  au  moyen  de  l'équation  (9),  et  enfin  9  au  mojo) 
de  l'équation  (i).  Le  problème  est  donc  anslytiquement  résota 
au  moyen  de  deux  quadratures.  Mais  les  intégrations  ne  peu- 
vent s'eRiectuer  en  termes  finis. 

Mous  achèverons  le  problème  en  supposant  que  le  point 
en  mouvement  reste  dans  une  région  assez  voisine  du 

point  0  pour  que  l'on  puisse  négliger  : 
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numérateur  du  second  memltre  de  l'équation  (10).  Cela  re- 
vient à  ideutifler  le  mouvement  sur  la  surface  avec  le  mouve- 
ment projeté  sur  le  plan  XOY  ;  car  l'équation  (8)  devient  dans 
cette  hypothèse 

et  jointe  à  l'équation  (0),  elle  dèSnit  un  mouvement  qui  s'ac- 
complit dans  le  plan  Iioriiontat. 
A  l'équation  (14)  substituons  l'équation  plus  simple 


L'équation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Soit  AB  la  trajectoire  relative  rapportée  aux  axes  01',  OT'. 
Soit  H  la  position  du  point  mobile  :  nous  aurons  0H=  r.  Au 
point  H,  menons  la  tnngente  HP;  abaissons  la  perpendicu- 
laire OP,  que  nous  représenterons  par  p.  La  trajectoire  peut 

être  rapportée  aux  coordonnées  p  et  r  (I,  g  116).  Or  {  -^ 

représente  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  dans  l'unité 
de  temps.  Cette  aire  est  égale  à  la  moi-  ^ 

Hé  du  produit  de  la  vitesse  V  par  la 
perpendicnlaire  OP=p;  on  adonc 


[16J  Jl.V  =  A-|-.-, 


rdation  entre  p  et  r,  qui  défiait  ta  tra- 
jectoire. 

En  général,  lorsqu'une  courbe  est  dé-  ^- 1<"- 

finie  par  une  relation  entre  tes  variables  p  et  r,  le  rayon  de 

courbure  f  est  égal  à  -r--  DifTërenlions  l'équation  (IS);  il 

viendra 
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et  par  suite 

Tdr  y 

r--^ s;' 

quantité  constante,  qui  montre  que  la  trajectoire  relative  est 
une  circonfêrence. 

Le  signe  —  attribué  au  rayon  de  courbure  indique  que  dp 
et  ir  ont  des  signes  difTérents,  de  sorte  que  la  trajectoire, 
supposée  orientée  comme  elle  l'est  sur  la  figure,  est  parcou- 
rue dans  le  sens  AB  par  le  mobile. 

Le  point  mobile  décrit  cette  circonférence  d'un  mouvement 
uniforme;  sa  vitesse  angulaire  autour  de  son  centre  est  donc 

V 
ègaleà  -ouàSu.  Elle  est  double  de  la  vitesse  angulaire  d'en- 

P 
Iralnement  des  axes  01',  OT'. 

Pour  trouver  la  distance  OC=a  du  centre  G  h  l'origine  0, 
remarquons  que  cette  distance  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 

V 
rectangle  ODC  dans  lequel  OD=:OP  +  MC=p— p=|»+  ^ 

et  DC  =  PM  =  v/r'— p».  Donc 


Le  mouvement  absolu  présente  en  résnmé  l'image  suivante. 
Le  point  H  parcourt  uniformé- 
ment, dans  le  sens  f,  une  circonfé- 
rence dont  te  centre  C  est  situé  à 


la  distance  0C=l/— -^-^,  du 
y  u     4iii 

sommet  de  la  surface,  et  dont  le 
V 

«••  V»  rayon  p  =  CM  est  égal  à  5-;  la  vi- 

tesse linéaire  du  point  M  dans  ce  mouvement  est  V,  et  sa  vi- 
jcsse  angulaire  autour  de  C  est  2u.  En  même  temps  le  rayon 
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OC  tonriie  uniformément  autour  du  point  0  dans  le  sens  f 
avec  une  vitesse  angulaire  u.  Le  point  M  est  comme  un  satel- 
lite qui  accompagnerait  la  pianète  C  dans  son  mouvement  au- 
tour àusoleil.O. 

le  mouvement  résultant  est  elliptique.  Toutes  les  con- 
ditions seront  remplies  en  imaginant  un  cercle  mobile  do 
rayon  OC,  décrit  du  point  C  comme 
centre,  qui  roulerait  uniformément 
au  dedans  d'un  cercle  fixe,  décrit  du 
point  0  avec  un  rayon  0A=20C, 
la  vitesse  angulaire  du  rayon  OA 
étant  égale  à  u.  Le  point  H  du 
plan  du  cercle  mobile  décrit  dans  ce 
mouvement  épicycloîdal  ime  ellipse  "«•  <«• 

dont  le  centre  est  le  point  0;  son  accélération,  connlam- 
tnent  dirigée  suivant  HO,  est  proportionnelle  à  la  distance  OM 
(I,  g  194).  La  durée  du  parcours  entier  de  cette  ellipse  e<t 
égale  à  la  durée  de  la  révolution  du  point  C  autour  du  point 

O,  c'est-à-dire  à  Sic  v/-.  Ces  résultats  s'appliquent  au  mou- 

vemcnt  d'un  point  pesant  sur  toute  surface  de  révolution 
aux  environs  du  sommet,  B  représentant  le  rayon  de  courbure 
de  la  surface  en  ce  point. 


■DCVniEflT  n'tlN   CORPS  PESANT    DAHS   LE    TtDE,    —    CAS   GÉIfÉBAL. 

209.  Reprenons  les  équations  posées  (g  203),  et  faisons-y 
X  =  0,  V=:0,  Zi^O;  elles  deviennent  par  cette  substitu- 
tion, après  avoir  divisé  par  m, 

P)  3H.=»- >•'»'' 5- 
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Au  lieu  de  supposer  le  mouvement  presque  \ertical,  comme 
dans  le  g  203,  nous  ne  ferons  ici  aucune  hypothèse  sur  le 
mouvement  du  point  mobile. 
Multiplions  la  première  équation  par  cos>.,  la  troisième 

par  sin  X,  et  lyoutons  :  le  terme  en  -^  s'élimine,  et  il  vient    . 

équation  intégrable,  qui  nous  donne 

A  étant  une  constante  arbitraire. 
Celte  équation,  jointe  &   l'équatitm  (S),   nous  pennet 

d'eiprimer-T-et-T- en  fonction  de  (  et  de  ^.  On  obtient  t-, 

par  exempte,  en   multipliant  l'équation  (4)   par  2uCos^ 
l'équation  (2)  par  sin  >.,  e(  en  retranchant,  ce  qui  donne 

[5)  ^'^  ^  =  Suff'iiBicM;!  +S«A  aux—  tini  ^■ 

Différentlons  cette  équation  et  remplaçons  -^  parsa  iraleur 

tirée  de  (1)  ;  nous  aurons  comme  résultat  une  équation  dillè- 
rentielle  du  troisième  ordre  entre  yett: 

ittXitiàal^  =it^BlaleosÀ—iinX^t 
^quation  linéaire  qu'on  peut  é<;rire 

L'inh'^gralc  géniTale  de  cette  équation  est 

P)  ,=  C+^*  +  Ce*^V=ï  +  C'.-'^v'^' 

=  C+  ^-~  +  BMsS«(+FMn3«t, 

C,  B,  F  ébnl  des  constantes  arbitraires. 
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L'équation  (5)  nous  fera  connaître  ensuite -7-  en  fonction 

de  (,  puisque  ~  est  une  fonction  de  t  connue  par  l'équa- 

lion  (7).  Une  intégration  nous  donnera  x  avec  une  nou- 
velle constante  H.  Enfin,  des  équations  (2)  et  (4)  on  peut 

tirer  ^  comioe  on  l'a  feit  pour  -j-;  on  aura  alors  --n  en  fonc- 
tion de  t,  et  une  dernière  intégration  fera  connaître  a,  avec 
une  constante  arbitraire  K.  Il  y  aura  en  tout  six  constantes, 
savoir  :  A,  C,  E,  F,  H  et  K,  qu'on  déterminera  d'après  les  cir- 
constances initiales. 
On  trouvera 

z  =  a  +  ssPtinlcoCl  +  Afcasl  +  Ednlsiiiaut— Piinlci»3Hl, 
a  =  I.  +  qgfltia*i  +  AtsinJi  —  Kcm  i  sin  Sut  -|-  Fcos)  eotiat- 

Si,  par  exemple,  on  suppose  le  point  pesant  abandonné  sans 
vitesse  &  l'instant  t  =0,  on  trouvera  pour  les  constantes  : 
A  =  0,      B=o,      c«o. 

Et  les  équations  du  mouvement  prendront  la  forme  : 

La  petitesse  de  u  permet  de  développer  les  sinus  en  séries 
très  rapidement  convergentes,  et  en  s'arrétant  aux  premiers 
termes,  on  retrouve  les  valeurs  données  g  303. 
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210.  Le  mouvemont  relatif  peut  £[re  traité  comme  un  mon- 
vement  absolu,  pourvu  qu'on  adjoigne  aux  forces  réellfis  les 
forces  apparentes  que  nous  avons  définies.  Les  thëorè;iies 
généraux  établis  pour  les  mouvements  absolus  s'appliquen! 
donc  aussi  aux  mouvements  relatifs ,  pourvu  que  l'on  com- 
prenne les  forces  apparentes  au  nombre  des  forces  qui  solli- 
citent les  divers  points  du  système  mobile.  Mais  cette  ri^gle 
générale  est  souvent  susceptible  de  notables  simpliGcalions. 

211.  En  général,  pour  étudier  le  ibouvement  d'un  sys- 
tème matériel,  on  commence  par  étudier  le  mouvement  de 
son  centre  de  gravité,  en  y  supposant  toute  la  masse  con- 
centrée, et  toutes  les  forces  extérieures  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  (g  152).  Cette  première  partie  du  pro- 
blème résolue,  on  imagine  trois  axes  rectangulaires  menés 
par  le  centre  de  gravité,  parallèlement  h  des  directions  ûies 
dans  l'espace.  Le  système  d'axes  ainsi  défiai  possède  on  mou- 
vement de  translation  ,qu'on  prend  pour  mouvement  d'es- 
tralnement,  et  qui  n'est  autre  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  lui-même. 

On  cherche  ensuite  le  mouvement  relatif  du  système  ma- 
tériel par  rapport  aux  axes  mobiles.  L'entraînement  étant 
une  translation,  la  force  centrifuge  composée  esl  nulle  pou'' 
chaque  point  (g  194).  Restent  donc  à  adjoindre  aux  forces 
réelles  les  forces  d'ineitie  d'entraînement;  or,  si  l'on  ap 
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pcUc  mla  masse  d'un  point  matériel  en  particulier,  et  j  l'ac- 
cÉlératioa  du  centre  de  gravité,  la  force  d'inertie  d'cntrai- 
nement  du  point  sera  égale  à  mj,  et  elle  sera  dirigée  pa- 
rallèlemeat  à  l'accélération  j,  mais  en  sens  contraire.  Toutes 
les  forces  d'inertie  d'entraînement  sont  donc  parallèles  et 
{jroportionnelles  aux  masses. 

Cherchons  ce  qui  arrive  lorsqu'on  introduit  ces  forces,  ap- 
parentes dans  les  énoncés  des  théorèmes  généraux.  Le  théo- 
rème du  mouvement  du  centre  de  gravité  nous  apprend  que 
l'accélération  de  ce  point  est  nulle  dans  le  mouvement  re- 
latif, ce  que  nous  savions  déjà,  puisque  le  centre  de  gravité 
est  en  riipos  relatif. 

21S.  Le  théorème  de»  quantités  de  mùuioemmt  projetéei  nous 
donne  l'équation  suivante,  en  supposant  que  la  projeclion  se 
Ëisse  sur  l'axe  des  x  : 

"g-»(ï).-^X"-»X-S* 

-7-,  [-7-1  sont  les  composantes  de  la  vitesse  relative  du  point 
m  aux  époques  t  et  t,  ;  X  est  la  composante  de  la  force  exté- 
rieure i  et  -^  est  l'accélération  absolue  du  centre  de  gra- 
vité projetée  sur  un  axe  parallèle  &  l'axe  des  x.  On  voit 
que  ^  est  &  chaque  instant  commun  à  tous  les  points,  co  qui 
permet  d'écrire  à  la  place  du  dernier  tenuo 

DU  enfin 

-«fs— "[(S)-(i).]' 

H  étant  la  masse  totale  du  sjstème. 
Le  résultat  final  est  donc 


(s).-X"'-e-(§).]' 
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OU  bien 

("3--ï)-["(S).+-(ï).]-X« 

équation  qui  ne  nous  apprend  rien  de  nouveau,  car  elle 
exprime  simplement  l'application  du  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées   au  mouvement  absolu  du 

système  :  la  somme  H^  +  £m-^estai  eflet  la  somme  des 

quantités  de  mouvement  projetées  sur  l'axe  des  x  dans  le 
mouvement  absolu. 

213.  Le  théorème  de»  monmto  des  qiuan&té$  de  moinw- 
mmi  élimine  toutes  les  forces  apparentes,  pourvu  que  l'on 
prenne  les  moments  par  rapport  aux  axes  mobiles.  En  effet 
toutes  les  forces  d'inertie  d'entraînement,  —  mj,  sont  paral- 
lèles et  proportionnelles  aux  masses  ;  composées  ensemble, 
elles  ont  une  résultante  qui  passe  par  le  centre  de  gnritéi 
le  moment  de  cette  résultante  par  rapport  à  un  aie  est 
égal  è  la  somme  des  moments  des  composantes  par  rap- 
port au  même  axe  ;  par  conséquent  la  somme  des  moments 
de  ces  forces  par  rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés  mo- 
biles, qui  passent  par  le  centre  de  gravité,  est  égale  à  léro.  H 
n'y  a  donc  pas  lieu,  dans  les  équations  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement,  de  tenir  compte  des  moments  des  foras 
d'inertie  d'entraînement,  dont  la  somme  est  toujours  nulle 
d'elle-même.  En  d'autres  termes,  les  équations  des  moments 
dans  le  mouvement  relatif  ne  diffèrent  pas  des  équations  ana- 
logues dans  le  mouvement  absolu. 

Nous  avons  vu  (^  167)  que  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  dans  le  mouvement  absolu  est  dëcom- 
posable  en  deux  parties  :  Tune  est  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de 
gravité,  et  l'autre  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  relatives  par  rapport  à  des  axes  de  direction  con- 
stante menés  par  le  centre  de  gravité.  C'est  celle  seconde 
pailie  seule  qui  figurera  dans  les  équations  des  moments  éta- 
blies pour  le  mouvement  relatif. 
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Toutes  les  propositions  déduites  du  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement,  telles  que  le  théorème  de  M.  Re- 
id  (g  160),  le  théorème  des  aires  (gg  162  et  163),  s'appliquent 
au  mouvement  relatif  rapporté  au  centre  de  gravité.  Dans  te 
mouvement  relatif  comme  dans  le  mouvement  absolu,  il  existe 
donc  &  chaque  instant  un  pion  du  tnimmum  dei  aires  (g  165), 
perpendiculaire  à  Yaxe  du  couple  résultant  de»  moments  des 
mtantité»  de  motaernent ,  si  la  résultante  des  forces  extérieures 
est  nulle,  ou  si  elle  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système, 
point  commun  aox  trois  axes  mobiles,  le  plan  du  maximum 
des  aires  conservera  dans  l'espace  un  parallélisme  absolu; 
l'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement  aura 
en  même  temps  une  orientation  et  une  grandeur  constantes. 

214.  h'é<puUion  de»  forets  vive»  ne  différera  pas  non  plus 
pour  le  mouvement  relalif  de  ce  qu'elle  serait  si  le  mouve- 
ment était  absolu.  En  effet  la  seule  modification  à  y  intro- 
duire consiste  è  ajouter  au  travail  des  forces,  tant  intérieures 
qu'extérieures,  le  travail  des  forces  apparentes  —  mj;  ces 
forces  sont  assimilables  à  la  pesanteur,  car  elles  sont  toutes 
parallèles  et  proportionnelles  aox  masses  de  leurs  points  d'ap- 
plication ;  la  somme  de  leurs  travaut  est  égale  au  travail  de 
leur  résultante,  c'est-à-dire  su  produit  de  leur  somme  par  le 
déplacement  du  centre  de  gravité  projeté  sur  leur  direction 
commune.  Or  le  centre  de  gravité  est  un  point  fixe  dans  le 
mouvement  relatif;  la  somme  des  travaux  des  forces  appa- 
rentes est  donc  nulle,  et  par  suite  l'adjonction  de  ces  forces 
ne  modifie  pas  l'équation  des  forces  vives. 

En  résume,  lorsque  le  momement  d'un  système  est  rapporte 
à  des  axes  de  direction  existante  menés  par  son  centre  de  gravité, 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  pris  par 
rapport  aux  axei,  et  le  théorème  des  forces  vives  s'appliquent  au 
mouvement  relatif  son»  qu'U  jf  ait  à  tenir  compte  des  forces 
apparente». 

215.  Il  en  est  de  même  quels  que  soient  les  axes  des  mo- 
ments, lorsque  le  mouvement  relatif  est  rapporté  à  un  sys- 
tème d'axes  animé  d'un  mouvement  d'entraînement  rectiligue 
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et  unitorme  ;  tous  les  théorèmes  généraux  s'appliquent  dans 
ce  cas  au  mouvement  relatif  sans  adjonction  de  forces  appa- 
rentes, puisque  ces  forces  sont  toutes  nulles. 


CAS   on   LI   MOUTEMENT    D  ENTRAffiEHBHT  EST   UHE    aOT&nOIf   mOfom 
iUTOOR   d'un   AXB   fixe. 

216.  II  arrive  souvent,  principalement  dans  la  ttiéorie  des 
machines,  que  le  mouvement  d'entraînement  des  axes  auquel 
on  doit  rapporter  le  mouvement  d'un  système,  est  une  rota- 
tion uniforme  autour  d'un  axe  fixe.  Le  problème  du  g  198,  <A 
les  questions  relatives  au  globe  terrestre  (gê  200,  201,  202), 
sont  des  exemples  de  ce  cas  particulier.  Alors  la  force 
d'inertie  d'eotrainement  se  réduit  à  la  force  centrifuge,  mn^; 
la  force  centrifuge  composée,  âmiot),  sin  a,  a  une  certaine 
valeur  que  nous  savons  calculer.  Les  forces  apparentes  s'in- 
troduisent dans  les  équations  des  théorèmes  généraux.  Si  on 
prend,  par  exemple,  les  moments  par  rapport  à  l'axe  du  rota- 
lion,  les  forces  centrifuges  muV  ont  un  moment  nul,  maisles 
forces  SmuVr  sin  a  ne  disparaissent  généralement  pas. 

Quelle  que  soit  la  nature  du  mouvement  d'entrainemenl, 
les  forces  centrifuges  composées  n'entrent  jamais  dons  l'équa- 
tion des  forces  vives  ;  car  chacune  est  perpendiculaire  à  la 
vitesse  relative  de  son  point  d'applicaUon,  et  par  suite  son 
travail  est  constamment  nul.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  la 
summe 

est  identiquement  égale  k  zéro. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  n'y  a,  pour  appliquer  l'é- 
quation des  forces  vives  au  mouvement  relatif,  qu'&  tenir 
compte  du  travail  de  la  force  muV.  Soit  0  la  projection  de 
l'axe  ûxe,  AB  la  trajectoiie  relative,  M  la  position  du  point 
de  masse  m,  et  M'  une  position  infiniment  voisine  du  même 
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point.  Projctnnt  H'  en  M"  sur  la  direction  OM,  qui  est  celle  de 
la  force  appannle  niuV,  on  aura  pour  le  travail  de  celte  force 
Biu*r  X  un»  =  BMA-lf  —  r)  =  BUiVrfr. 

La  somme  de  tous  ces  travaux  élémentaires  entre  deux  posi- 
lions  A  et  B  du  point  mobile 
cÀ  donc 


r,  cl  r,  étant  les  dislances  OB,    . 

OA,  On  peut  donner  aussi  h  cette  expression  la  forme 


en  désignant  par  lo,  et  w,  les  vitesses  Unéairet  €mtraUtmmt 
des  points  B  et  A  de  la  trajectoire. 
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APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  RELATIF  AU  nSTÏMC 
PLANÉTAIM 


217.  Le  système  planétaire  a  été  défini  g  153. 

Les  coifs  qu'il  comprend  agissent  les  uns  sur  les  autres,  d 
ne  subissent  aucune  action  de  la  part  des  corps  étrangère, 
qui  sont  placés  à  des  distances  extrêmement  grandes.  Enfin, 
on  peut  négliger  la  résistance  du  milieu,  à  cause  de  sa  ftitde 
densité. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  ce  système  est  rec- 
liligne  et  uniforme,  et,  par  suite,  tous  les  théorèmes  généraux 
s'appliquent  au  mouvement  relatif,  rapporté  au  centre  de  pa.- 
vile,  comme  s'il  s'agissait  du  mouvement  absolu. 

Si,  au  lieu  de  supposer  nulles  les  actions  extérieures,  oa 
en  admettait  de  faibles,  provenant  de  coq»  très  éloignés, 
les  actions  d'un  de  ces  corps  sur  tous  les  corps  du  systémi; 
planétaire  seraient  à  chaque  instant  sensiblement  paral- 
lèles, et  à  peu  près  proportionnelles  aux  masses  des  corps 
attirés;  car  les  distances  de  chacun  de  ces  corps  au  corps 
attirant  sont  sensiblement  égales.  La  résultante  de  toules 
ces  actions  serait  donc  une  force  passant  par  le  centre  de 
gravité  du  système;  il  en  serait  de  même  de  toutes  les  actions 
exercées  par  chaque  corps  étranger.  Le  mouvement  du  centre 
de  gravité,  dans  ce  cas,  ne  serait  plus  rectiligne  ni  unirorme, 
mais  on  pourrait  appliquer  les  propositions  démontrées  daas 
les  gg  211  et  suivants,  et  rapporter  le  mouvement  à  des  aies 
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dc'directiôii  constante  menés  par  le  CL'Atrdde  gravité.  Lertbéo* 
rème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  pris  par  rap^ 
port  à  ces  axes,  et  le  théorème  des  fonces  vives,  n'exigeront 
l'adjonction  d'aucune  force  apparente.  Les  forces  extérieures, 
'n'entreront  pas  non  plus  dans  les  équations  qui  traduiseol 
algébriquement  ces  théorèmes.  Car,  puisque  chaque  groupe  do 
forces  émanant  d'un  même  centre,  comprend  des  forces  pa^ 
rallèles  et  proportionnelles  aux  masses  des  coi'ps*  attirés,  Ib 
somme  de  leurs  moments,  par  rapport  k  désaxes  ilaen^  par 
le  centre  de  gravité  de  ces  cprps,  est  constamment  nulle,  et 
la  somme  de  leurs  travaux  est  également  nulle  dans  le  mou,-^ 
vement  relatif.  Cette  décomposition  du  mouvement  a  donc 
l'avantage  d'éliminer  à  la  fois  les  forces  apparentes  et  les  forces 
extérieures  sur  lesquelles  on  n'a  aucune  donnée  positive. 

On  peut  en  conclure  que  liant  le  mouvement  relatif  dft  sys- 
tème planétaire  rapporté  à  de»  axes  de  direction  eottstante 
faisant  par  son  centre  de  gravité,  Faxe  du  couple  résultant 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  a  dans  l'espace  une 
orientation  constante  et  conserve  une  longiteur  invariable;  le 
plan  du  maximum  des  aires  conserve  donc  aussi  un  pmral- 
lélisme  absolu;  enfin,  la  somme  des  forces  vives  du  sijslèmê 
ne  varie  qu'en  vertu  du  travml  des  forces  intérieures,  mu- 
tuelles. ;^ 

Cette  remarque  a  une  grande  importance  dans  la  méca- 
nique céleste,  car  elle  montre  que,  quel  que  soit  le  mouve- 
ment général  du  système  planétaire  dans  l'espace,  il  existe  un 
plan  dont  ie  parallélisme  n'est  pas  altéré  par  les  mouvements 
relatifs  ;  c'est  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  aires., d^ritçs 
en  projection  autour  du  centre  de  gravite  pendant  l'unité  de 
temps  est  la  plus  grande  possible.  Laplace  qui.  Je.  premieiH 
a  mis  en  évidence  l'existence  de  ce  plan,  lui  a  donné  le  nom 
AeplanUtvitriable. 

S'il  n'y  avait  dans  le. système  planétaire  que  1&  soleilet 
une  planète,  réduits  chacun  pour  plus  de  simplicité  à  tin 
point  matériel,  le  plan  invariable  serait  le  plaQ  de  Torbito 
relative  de  la  planète  par  rapport  au  soleil.  .^ 
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Pour  le  système  planétaire  pris  dans  sod  éosembté,  le  plaft 
invariable  est  une  sorte  de  plan  moyen  entre  les  plans  de 
toutes  les  orbites.  En  toute  rigueur,  la  déterminatiua  du 
'  plan  invariable  suppose  que  l'on  tienne  compte,  non-seulc- 
Inont  des  mouvements  de  translation  des  centres  du  soleil  et 
des  planètes  autour  du  centre  de  gravité  général,  mais  encore 
des  mouvements'  de  rotation  de  chacun  de  ces  corps  autour 
de  son  axe.  Les  sommes  des  aires  projetées  sont,  en  elTet, 
susceptibles  de  la  mènie  décomposition  que  les  moments  des 
quantités  de  mouvement  (g  167),  dont  elles  sont  la  Iraductioa 
géométrique  (H^)- 

CBAVITATtOIt   IlinVERSEU.K 

218.  La  grmitaUon  universelle,  loi  naturelle  formulée  pour 
la  première  fois  par  Newton,  est  une  extension  des  lois  de  la 
.  t    f  F-    «    pesanteur.  Nous  en  avons  déjà  donné 

■    ■  l'expression  générale  (II,  g  157).  Nous 

^''■."*-  la  rappellerons  ici.  Soient  A  et  B  deux 

molécules,  séparées  par  une  distance  AB=r.  Soient  m  la 
masse  de  la  molécule  A,  m' la  masse.de  la  molécule  6,  et  fua 
nombre  constant;  la  molécule  A  exerce  sur  la  molécule  C 
une  attraction  F  exprimée  par  ta  formule 


11  Ml  résulte  que  l'accélération  de  la  molécule  A  due  à  la 
force  F  est  égale  à  ^,  et  l'accélération  de  la  molécule  B  duc 


Nous  allons  montrer  comment  l'obscrviilion'  des  i 
ments  des  divers  corps  du  système  planétaire  peut  conduire 
à  la  démonstration  de  cette  loi. 

219.  La  première  vérification  faite  par  Nc;9r[0n  a  consisté 
k  com;;:orer  la  pesanteur,  telle  qu'on  l'observe  i  la  surface 
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de  la  terre,  avec  la  force  qui  retient  la  lune  dans  une  orbite  i 

peu  près  circulaire  dont  la  terre  occupe  le 

centre. 

l'orbite  de  la  Inné  L  peut  élre  assimilée 
à  un  cercle  dont  le  rayon  TL  serait  égal  à 
60  rayons  terrestres.  Faisons  abstraction 
du  mouvement  propre  de  ta  terre.  La 
lune  fait  le  tour  entier  de  l'orbite  en  un 
temps  égal  i  27  jours,  521661'.  ce  qui  "'"^ 

équivaut  à  27,521661  x86400,.  ou  à  2  560  591  secon- 
des, 51.  La  vitesse  linéaire  moyenne  V  de  la  lune  est  donc 

égale  à  -  '  ,  en  appelant  R  la  distance  TL.  L'accéléra- 
tion totale  dans  le  mouvement  circulaire  unifonne  est  cen- 
Iripéleetégaleà  g,  c'est-à-dire  à  f^jjjjj^gj-j  xl*- 

Le  rayon  B  étant  égal  en  moyenne  à  60  rayons  terrestres, 
la  circonférence  SuR  est  égale  à  60  fois  le  tour  de  la  terre, 
ou  à  60  fois  40  000  000  de  mètres. 

En  définitive,  l'accélération  totale  de  la  lune  est  égale  à 
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0,0037061. 


Mais  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  à  la  surface  de  la 
terre,  est  égale  à  9°,8088,  pour  une  distance  au  centre 
d'attraction  égale  ati  rayon  terrestre.  A  la  distance  R,  égale  à 
60  fois  le  rayon  terrestre,  elle  serait  donc  égale  & 


B.SOSB 
tfOxM" 


0,0037346, 


si  l'on  admet  la  proportionnalité  des  attractions  h  l'inverse 
des  carrés  des  distances. 

Les  deux  accélérations  ainsi  calculées  sont  h  peu  prés 
égales  ;  la  divei^ence  peut  d'ailleurs  être  attribuée  à  diverses 

'  Cot  U  dorfe  en  Jonrt  aolaires  moreoi  ds  U  résolution  Mirait  da  la 
lune.  (Cf.  I,  %in.) 
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inc:taclitudes  da  calcul  procèdent.  Ainsi,  ona'pmd,80SS  pour 
l'accéléralion  due  à  Vattraction  terrestre  sur  un  point  placé 
h  sa  surface,-  tandis  que  cette  accélération  correspond  h  la 
pesanteur  sous  la  latitude  de  Paris.  On  a  supposé  la  terre  en 
repos,  tandis  qu'ellfi  &  un  mouvement  propre,  qui  n'est  ni  re& 
tiligne  ni  uniforme,  et  qui  influe  par  conséquent  sur  le  mon- 
vement  relatif.  On  a  admis  que  la  lune  décrivait  autour  de  la 
terre,  avec  une  vitesse  constante,  un  cercledont  la  terre  oc- 
cupait le  centre  :  autant  d'hypothèses  qui  ne  sont  que  gros- 
sièrement approximatives.  L'égalité  des  résultats  obtenus,  à 
moins  d'un  centième  de  leur  valeur  moyenne,  peut  donc  être 
considérée  comme  une  confirmation  de  la  loi  qu'on  voulait 
vérifier. 


uouToiEnT  lïELAnp  d'vke  planète  pad  happort  ad  SOLCn.. 


220.  L'élude  du  mouvement  relatif  des  planètes  par  rap- 
port au  soleil  en  fournit  une  nouvelle  vérification. 

Rappelons  d'abord  les  lois  de  Kepler,  qui ,  résumant  les  ob- 
servations de  Ttcho-Brahé,  définissent  complètement  ce  mou- 
vement relatif,  absiniclion  faite  de  certaines  perturbations 
dont  nous  verrons  plus  loin  la  cause.  Ces  lois,  quenousavons 
déjà  indiquées  (I,  g  115),  ne  doivent  pas  ëlre  regardées  comme 
rigoureusement  vraies,  mais  bien  comme  offrant  un  haut 
degré  d'approximation. 

1°  CKaque  planète  du  système  solaire  décrit  une  elUpse  dont 
le  soleil  occupe  un  des  foyers. 

2°  Le  rayon  vecteur  mené  du  ceiitre  du  soleil  au  centre  de  la 
planète  décrit  dans  le  plan  de  Vellipse  des  aires  égales  en  tmps 
égaux. 

5'  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  de  chaque  planète 
sont  entre  eux  comme  les  eiAes  des  grands  axts  de  leurs  trajee- 
toires. 

Il  résulte  des  deux  premières  lois  que  l'accèlémlion  toiale 
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do  contre  de  chaque  planète  est  à  cfiaqne  instant  dirigée  vers 
le  centre  du  soteil,  et  que  si  l'on  appelle  a  le  demi  grand  axe 
de  l'ellipse  qu'elle  décrit,  T  ta  durée  d'une  révolution  entière, 
et  r  la  distance  du  cenli-e  du  soleil  au  centre  de  la  planète  à 
un  instant  donné,  l'accélération  totale  j  du  centre  de  la  pla- 
nète Ji  cet  instant  est  égale  à 


la  troisième  loi  nous  montre  que  ;=j  est  constant  pour  toutes 

les  planètes  ;  donc  l'accélération  totale  est  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  dislance  au  soleil,  non  seulement 
quand  on  considère  une  même  planète  dans  la  suite  de  son 
mouvement,  mais  encore  quand  on  compare  entre  elles  deux 
planètes  difîérentcs. 

Il  s'agît  de  déduire  de  cette  loi  cinématique  l'expression  de 
la  force  qui  produit  les  mouvements  observés. 

Si  le  soleil  était  immobile,  le  problème  serait  immédiate- 
ment résolu;  car  il  sufËrait  de  multiplier  l'accélération  j  par 
la  masse  m  de  la  planète  pour  avoir  la  force  cherchée  mj.Mais 
le  soleil  est  un  corps  libre  dans  l'espace  ;  l'action  qu'il  exerce 
sur  la  planète  suppose  une  réaction  exercée  par  la  planète  sur 
lui,  et,  par  suite,  l'immobilité  absolue  du  soleil  est  inadmis- 
sible. 

Pour  rapporter  le  mouvement  à  une  origine  qu'on  pût  con- 
sidérer comme  fixe,  il  faudrait  prendre  le  centre  de  gravité 
du  système  formé  par  la  planète  et  le  soleil.  Car  le  mouve- 
ment recttligne  et  uniforme  que  possède  le  centre  de  gravité 
d'un  système  soumis  seulement  à  des  forces  mutuelles,  est 
sans  influence  sur  les  forces  dans  le  mouvement  relatif 
rapporté  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  ce 
point. 

221.  Hais  ce  que  nous  clierchons,  c'est  le  mouvement 
rapporté  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  le  cen- 
tre du  soleil.  II  est  donc  nécessaire  d'introduire  les  forces  ap- 
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parentes,  qni  se  réduisent  ici  à  la  force  d'inertie  d'entralnc- 
mcnt ,  puisque  le  mouvement  des  oies 
est  une  simple  translation. 

Soient  à  un  instant  quelconque  P  la 

planète,  S  le  soleil,  F  la  force  exercée 

par  le  soleil  sur  la  planùlo,  et  F' la  réac- 

Fig.  «3.  j  j^jj  ^g^jg  j  p^  exercée  par  la  planète  sur 

le  soleil.  Appelons  tn  la  masse  de  la  planète,  et  M  la  masse  du 

soleil. 

L'accélération  de  la  planète  P  sera  dirigée  dans  le  sens  PS, 

p 

et  égale  à-  ;  l'accélération  du  soleil  sera  dirigée  dans  le  sens 

SP,  et  égale  à  q.  Cette  dernière  accélératîOD  est  celle  du  mou- 

yemcnt  d'entratnemenl.  la  force  d'inertie  d'enlratnemenl 
de  la  planète,  supposée  liée  aux  axes  mobiles,  est  donc 

sem  PS)  car  elle  est  de  sens  contraire  à  l'accélération 
d'entralpement.  On  pourra  donc  regarder  le  soleil  comme 
fixe  à  condition  qu'on  adjoigne  à  la  force  réelle  F,  qui  agit 

sur  la  planète  P,  la  force  apparente  F  x  ri,  agisFant  dans  la 

même  direction  et  dans  le  même  sens  ;  la  force  qui  produit  le 

mouvement  relatif  est  donc  égale  ^f^x(l+ir)i  c'esl-ù^iro 

au  produit  de  la  force  mutuelle  F  par  le  fadeur  constant  1  +  u- 

Or  l'accélération  totale  ;  du  mouvement  relatif  est  donnée 
par  les  lois  de  Kepler  ;  elle  est  égale,  pour  une  distance 
PS=r,à 

La  force  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète  par  rap-. 
port  au  soleil  supposé  fixe,  est  donc 
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cl  comme  elle  est  d'ailleurs  égale  à  ^xfl+ïi)' 
galiU 

D'où  l'on  déduit 


'•  -^(i  +  ^j-Piin^i 


La  loi  de  la  gravilation  universelle  nous  donne  pour  expres- 
sion de  la  force  F 

Les  doux  expressions  sont  identiques  si  l'on  a 

Si  la  troisième  loi  de  Kepler  était  mathématiquement 
exacte,  le  rapport  -sq-  serait  rigoureusement  constant  pour 

loules  les  planètes,  et  le  coefficient  f  serait  légèrement  va- 
riable de  l'une  &  l'autre,  puisque  la  masse  m  n'est  pas  la 
mËmc  pour  toutes.  Mais,  au  contraire,  les  lois  de  Kepler 
ne  sont  qu' approximativement  vraies;  la  masse  U  du  soleil 
étant  très  grande  par  rapport  à  la  masse  m  d'une  planèlu 
quelconque,  on  peut  admettre  que  le  coefficient  f  est  rigou- 
reusement constant,  tandis  que  le  rapport  te-,  varie  d'une  pla- 
nète à  l'aulre  proportionnellement  à  la  somme  M  -{-  m,  qui  o 
pour  toutes  à  très  peu  près  la  même  valeur. 

La  vérification  réussit  donc  encore  par  ce  moyen,  et 
la  petite  divergence  que  l'on  constate  doit  être  attribuée  au 
caractère  approsimalif  des  lois  de  Kepler;  on  d'nulrcs  ter- 
mes, des  lois  de  Kepler,  qui  sont  seulement  opproiimativcs, 
."iewion  a  déduit  la  loi  de  gravitation  univcr  clic  qu'on  peut 
regarder  comme  rigoureuse  :  car  les  perturbations  des  moii- 
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I    vemcnts  planétaires,  qui  constituent  des  exceptions  aux  lois 
de  Kepler,  rentrent  toutes  dans  la  loi  de  Newton. 

Les  lois  de  Repler  n'en  sont  pas  moins  la  base  nécessaire 
dft  la  théorie  de  la  gravitation  universelle,  et  il  est  fort  heu- 
reux pour  les  progrès  de  l'astronomie  qu'elles  aient  été  net- 
tement posées,  même  à  litre  d'approximation.  Cii  plus  grand 
degré  d'exactitude  dans  les  observations  de  Ticho  et  de  Ke- 
pler aurait  introduit  dans  les  lois  du  mouvement  toutes  les 
perturbations  causées  par  les  actions  des  planètes  les  unes 
sur  les  autres;  il  eât  été  plus  difficile,  il  eût  peut-être  été 
impossible,  d'en  déduire  la  loi  de  Tattraction.  Cette  loi  ilail 
un  corollaire  des  lois  de  Kepler,  qui  isolent  pour  ainsi 
dire  les  planètes  les  unes  des  autres,  et  définissent  seule- 
ment ta  paii  la  plus  importante  de  leurs  mouvements,  celle 
qui  résulte  de  l'action  du  soleil. 

Cesl  principalement  l'observation  de  la  planète  Mars  qui 
a  révélé  h  Kepler  ses  deux  premières  lois  ;  jusqu'alors  on  avait 
admis  que  les  planètes  décrivaient  des  courbes  circulaires. 
La  faible  excentricité  des  orbites  de  la  terre  (0,0168)  et  de 
Vénus  (0,007)  permet,  jusqu'à  un  certain  point,  de  les  con- 
■  fondre  avec  des  circonrérenccs  ;  mais  l'escentricilé  de  l'orbite 
de  Mars  (0,093)  est  assez  grande  pour  rendre  la  confusion 
impossible. 

Les  mouvements  des  comètes  autour  du  soleil  dans  des 
trajectoires  elliptiques  très  allongées,  les  révolutionsdes  satel- 
lites autour  de  leurs  planètes,  vérifient  aussi  avec  une  grande 
approximation  les  lois  de  Kepler,  et  rentrent  complètement 
dans  la  loi  de  Newton.  On  reconnaît  la  même  loi  d'attraction 
dans  les  mouvemenis  relatifs  des  étoiles  doubles.  La  gravita- 
tion parait,  en  dëfinilive,  une  loi  générale  de  la  nature. 

IIOn\EUENT   DU   SOLEIL   ET   dV«E    PL&KÈTE  FAR  HAFFORT  AD  CEHTIIE 
DE   GBAVITÉ  DE   l'eKSEHBLE  DE  CES  DEDX  CORPS. 

223.  Le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  le  soleil 
S  et  ta  planète  P  se  trouve  k  chaque  instant  sur  la  ligne  PS, 
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en  un  point  C  qui  partage  la  distance  SP  en  deux  scgmcnls  SC, 
CP,  réciproquement  proportionnels  aux  masses  M  et  m.  On  a 
donc 

se      m 

CP™S' 

et  par  suite 

se  ,      m 

La  trajectoire  du  point  C,  dans  le  mouvement  relatif  de  P 
autour  de  S,  est  une  ellipse  semblable  à  la  trajectoire  du* 
point  P  lui-même;  le  point  S  cstdoncle  foyer  de  celte  ellipse,, 
et  les  aires  décrites  par  le  rayon  SC 
sont  propoiiionnelles  aux  temps  mis  h  ■ 
les  décrire.  Supposons  maintenant  le 
point  C  immobile,  et  les  points  S  et  P 
animés  de  leurs  mouvements  absolus. 
Le  mouvement  relatif  de  S  par  rap- 
port à  C  sera  égal  et  contraire  au  mou- 
vement de  C  par  rapport  à  S,  et  a'ac-  "' 
complira  dans  une  ellipse  égale  h  la  trajectoire  apparente  du 
point  G  autour  de  S.  (1,  g  78).  Le  soleil  décrit  donc  autour 
du  centre  de  gravité  C  une  ellipse  dont  ce  point  occupe 
un  des  foyers,  conformément  aux  deux  premières  lois  de 
Kepler,  et  comme  il  n'y  a  dans  tout  ce  calcul  aucune  dilTé' 
rence  de  rôle  entre  le  corps  S  et  le  corps  P,  il  en  résulte  aussi 
que  P  obéit  aux  deux  premières  lois  de  Kepler  dans  son- 
mouvement  autour  de  C, 

On  pourra  vérilier,  connaissant  tes  rapports  des  masses  M 
et  m,  que  le  point  C  est  en  réalité  très  voisin  du  point  S,  de 
sorle  qu'il  n'y  a  pas  grande  eneur  à  supposer  fixe  le  centre 
du  soleil. 

MASSE  DD  SOLEIL. 

225.  On  déduit  des  calculs  pncédcnls  le  rapport  —  do 
la  masse  H  du  soleil  à  la  niasse  m  de  la  terre. 
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Noiip  avons  en  e0et  trouvé  l'équation 


qui  peut  s'appliquer  au  système  formé  par  la  terre  et  le  soleil; 
il  suffira  de  remplacer  le  demi  grand  o^ie  a  par  la  distance 
du  soleil  à  la  terre,  et  le  temps  T  par  la  durée  de  l'année 
sidérale,  évaluée  en  secondes. 

L'atti-adion  exercée  par  la  terre  sur  un  point  matériel  de 
masse  égale  à  l'unité,  placé  à  sa  surface,  est  exprimée  par 

-f ,  r  élanl  le  rayon  terrestre  ;  ce  nombre  est  égal  à  l'accéli- 

ralion  j^  due  h  l'attraction  de  Li  terre,  c'est-à-dire  (g  201) 
k  0'',8226S.  On  a  d'ailleurs 

a  =  S4000r,         r=fl366SI0  métrai, 

et 

t  =  565,S5L3835x8et0(f. 
Des  équations 

on  tire,  en  divisant  membre  à  membre, 

et  substituant  les  valeurs  de  a,  de  r,  de  T  et  do  g',  il  vient 


pour  le  rapport  de  b  masse  du  soleil  à  la  masse  de  la  tcirc. 
Celte  valeur  du  rapport  n'est  qu'approximative,  car  on  n  pris 
pour  mesure  du  demi  grand  aie  de  l'orbite  24000  rayons 
terrestre^,  distance  moyenne  peu  rigoureuse  de  la  torre  au 
soleil.  En  faisant  le  calcul  avec  plus  du  précision  dans  les 
données ,  on  trouve  pour  le  rapport  cherché  le  nomLre 
554936,  qui  di^'érc  peu  du  précédent.  C'est  la  valeur  que  • 
nous  adopterons  dans  ce  qui  suit. 
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224.  Le  rayon  R  du  soleil  est  égal  à  112  fois  le  rayon  r 
delà  ferre.  L'attraction  exercée  par  le  soleil  sur  l'unité  de 
masse  placée  à  la  dislance  R  de  son  ccnti'C  est  donnée  par 
l'expression  ..-,-.,■..  ,.i    ,-' ■. 


G  désignant  l'accélération  imprimée  par  l'attraction  du.solçjl 
h  tout  corps  pesant  qui  tomberait  à  sa  surface. 
Pour  la  terre,  on  aurait  de  même 


et  par  suite 

G  =  s'x  (^Yx^^=S'X  (îfjV X 35*030  =  j'X M,». 

L'iiitensilé  de  l'attraction  du  soleil  sur  un  point  de  sa 
surface  est  donc  28  fois  plus  grande  que  l'intensité  de  l'at- 
traction terrestre  sur  un  point  de  h  surface  de  la  terre.  La 
petmteur  à  la  surface  du  soleil  est  la  résullunle  de  l'atlrac- 
tioQ  solaire  et  de  la  force  centrifuge,  laquelle  dépend  de  ta, 
durée  de  la  rotation  du  soleil  autour  de  son  axe.  Cotic.  durée 
est  connue  :  elle  est  égale  à  25  jours  8  heures  10  minutes.  On 
a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  l'intensité 
delà  pesanteur  en  chaque  point  de  la  surface  solaire. 

Une  méthiode  identique  peut  être  employée  pour  détermi- 
ner l'inlensilé  de  l'attraction  à  b  surlace  d'une  planète  quel- 
conque ;  il  suffit  pour  cela  de  connaître  le  rapport  —  des 
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rayons  de  la  planète  au  rayOD  de  la  Icrre,  et  le  rapport  —  de 


leurs  □ 

Pour  évaluer  ensuite 'Tinftuenee  de  h' force  centrifage,  il 
faut  connaître  la  durée  de  la  rotation  propre. 

lusses  DBS  PLADËTES, 

225.  La  recherche  du  rapport  -»  de  la  masse  d'une  pla- 
nète à  la  masse  du  soleil  se  ramène  aux  mèmfîâ  principes 
que  la'  recherche  du  rapport  -  de  la  masse  du  soleil  à  celle 

de  la  terre,  lorsque  la  planète  considérée  est  une  de  celles  qui 
ont  des  satellites;  car  l'observation  du  mouvement  des  satel- 
lites fait  connaître  l'intensité  de  l'attraction  exercée  sur  eux 
par  la  planète  autour  de  laquelle  ils  se  meuvent,  et  on  obtient 
ainsi  une  donnée  équivalente  à  celle  que  rournirait  l'observa' 
tion  du  mouvement  parabolique  des  corps  pesants,  si  l'on 
pouvait  la  faire  à  la  surrace  de  cette  planète. 
Soit  a,  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  de  la  planète, 
T,  la  durée  delà  révolution, 
m',  la  masse  de  la  planète, 
M,  la  masse  du  soleil, 
tf,  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  d'un  satellite  autour 

de  la  planète, 
T,  la  durée  du  la  révolution  du  satellite, autour  de  la 

planète, 
m",  la  masse  du  satellite. 
On  aura,  en  appliquant  au  mouvement  de  la  plaiièle  autour 
du  soleil  et  au  mouvement  du  satellite  autour  de  la  planète, 
les  formules  du  g  221 ,  déduites  des  lois  de  Kepler, , 
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Donc 

Le  premier  membre  peut  être  simplifié  sans  erreur  sensible , 
car  m' est  très  petit  par  rapport  à  H,  et  m"  est  très  petit  par 

rapport  à  m'.  La  fraction  ~-r— — j^  est  donc  à  peu  près  égale  à 
'— ,  ;  l'équation 


^-e)'^ 


fait  connaître  le  rapport  cherché,  et  détermine  m'en  fonction 
<le  M. 

On  poarrail  en  déduire  ensuite  le  rapport  de  la  masse  m' 
à  celle  de  la  terre,  nombre  qu'il  est  utile  de  connaître  pour 
déterminer  l'intensité  de  l'attraction  à  la  surface  de  la  planète. 

Cette  méthode  s'appHque  &  Jupiter,  à  Saturne,  à  Ûranus; 
la  terre  ayant  un  satellite,  on  pourrait  aussi  se  servir  de 
cette  méthode  pour  dëtenniner  le  rapport  de  sa  masse  à  celle 
du  soleil;  le  résultat  du  calcul  serait  peu  exact,  parce 
que  la  masse  de  la  lune,  qui  entrerait  dans  l'équation  (1)  à 
la  place  de  m",  n'est  pas  négligeable  par  rapport  à  la  mass3 
m  de  la  terre.  Mais  on  connaît  —,  et  on  sait  que  m  est  në- 

gligeable  par  rapport  k  M.  L'équation  (1)  peut  donc  se  simpli- 
Ëer  de  la  manière  suivante  : 

et  de  là  on  déduit  la  valeur  m"  de  la  masse  de  la  lune.  On  a 


Pour  les  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites ,  telles  que 
Uercure,  Ténus,...,  la  détermination  de  leurs  masses  est  un 
problème  beaucoup  plus  dlfOcile  ;  on  l'a  résolu  par  l'étude  des 
perturbations  de  leurs  mouvements. 

En  définitive  on  connaît  aujourd'hui  les  rapports  des  mas< 
ses  des  principaux  corps  du  système  solaire. 
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^'  '        EUItLirESAKTBUR  A  SASURFACti. 

;'  $26.  On  a  déjà  apprécié  (g  200)  l'influence  de  la  rotalion 
de  la  ferre  sur  la  pesanteur,  qui  est  en  chaque  point  du 
^lobe  la  rèsullaiitc  de  latti  action  et  de  la  foi  ce  cenlrifuge. 
Nous  allons  chercher  quelle  est  l'induence  du  mouvement 
de  translation  de  la  terre  sur  la  pesanteur  ainsi  déGnie. 
Nous  rapporterons  pour  cela  te  mouvement  des  corps  pesants 
à  des  axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre  de 
_  gravité  du  globe,  et  nous  ferons  abstraction  du  mouvenieat 
de  rotation,  dont  nous  avons  déjà  tenu  compte  dans  notre 
délinition  de  l'acciili-ralion  g. 

Le  mouvement  d'entrainemeot  sera  une  siniple  transla- 
tion, et,  par  conséquent,  la  force  apparente  à  adjoindre  aui 
forces  réelles  sera  la  force  d'inertie  d'entraînement:  c'est-à- 
dire  la  force  d'inertie  du 
point  matériel  dont  on  Étu- 
die le  mouvement,  supposé 
pour  un  instant  lié  aux  aies 
mobiles. 

Le  mouvement  du  centre 

de  la  terre  est  produit  par 

l'altraclion  des  autres  corps 

du  système  solaire,  et  no- 

Fig.  tu.  laminent  par  le  soleil  et  par 

la  lane,  dont  les  actions  sont 

prépondérantes  :  le  soleil  &  cause  de  sa  grande  masse,  la  lune 

à  cause  de  sa  proximité. 

Nous  ferons  abstraction  des  autres  corps,  qui  ont  une 
masse  attirante  peu  considérable,  ou  qui  sont  très  éloignés 
de  la  terre. 
Soit  T,  le  centre  de  la  terre, 
H,  un  point  de  sa  surface, 


.y  Google 


DB  U  TEBBB.  3» 

S,  le  centre  du  soleil, 
L,  le  centre  de  la  lun", 

H,  la  mssse  du  soleil,  ' 

m,  la  masse  de  la  terre, 
m',  la  masse  de  ta  lune. 
Le  soleil  exerce  sur  ta  terre  une  attraction  dirige  suivant 

T3  et  égale  à  y^  *  l'accéléralion  correspondante  du  centre  1 

du  globe  terrestre  s'obtient  en  divisait  la  force  par  m,  ce  qui 

"TS"" 
De  même  l'accélération  correspondante  à  l'attraction  de  la 

lune  sera  représentée  par  une  droite  Tl=  ^. 

La  résultante  des  accélérations  T<  et  V  est  l'accétération 
totale  TJ  du  centre  de  ta  terre  ;  menant  en  sens  contiaire  la 
droite  TJ'  =:TJ,  on  aura,  en  grandeur  et  en  direclion,  l'accé- 
lération qui  doit  entrer  dans  l'expression  de  la  force  d'inertie 
d'entraînement. 

Le  point  matériel  M  est  donc,  sollicité  dans  le  mouvement 
relalifpar  les  forces  suivantes  : 

La  pesanteur,  comprenant  l'influence  de  la  rotation  du 
globe  ;  nous  représenterons  par  la  droite  Mjr  la  grandeur  et  la 
direclion  de  l'accélération  correspondante  ; 

L'attraction  du  soleil,  qui  donne  lieu  à  une  accélération 


L'attraction  de  la  lune,  qui  produit  l'accéléi-ation  W= 


ML»' 

EnQn  la  force  d'inertie  d'entraînement  due  à  la  translalion 
du  globe;  l'ai célûration  correspondante  est  représentée  sur 
la  Ggure  par  une  droite  MJ',  égale  et  parallèle  à  TJ'. 

La  droite  }Sg  représentant  la  pesanteur  absti'action  faite  do 
la  translation  terrestre,  l'influence  de  celte  translation  est 
donnée  par  là  résultante  des  trois  accélérations  M/',  Ms' 
etHJ*. 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  la  résultante  de  ces  (rois  dioJles 
est  très  près  d'âlre  nulle  ;  en  effel,  )c  rayon  terrestre  THesl 
très  petit  par  rapport  aux  distances  TL,  TS,  de  sorte  que  l'on 
peut  sans  grande  erreur  regarder  MS  comme  égale  et  parallèle 
à  TS,  et  ML  copime  égale  et  parallèle  à  TL.  Alors  la  figure 
formée  par  tes  trois  droites  W,  Vil',  HJ',  ne  serait  autre  chose 
que  la  figure  formée  par  les  droites  Ts,  Tl,  TV,  tn&uporlèe 
parallèlement  à  elle-même. 

La  résultante  des  trois  accélérations  étant  rigoareusemcnt 
nulle  autour  du  point  T,  il  en  serait  de  même  autour  du 
point  M,  et  les  trois  forces  correspondantes  se  délruiraieul 
sur  ce  point.  S'il  n'en  est  pas  rigoureusement  ainsi,  du 
moins  la  résultante  est  très  près  d'être  nulle;  elle  esta 
petite,  en  effet,  que  l'observation  directe  ne  parvient  pas 
à  la  mettre  en  évidence.  Elle  se  révèle  cependant  i  nous 
dans  un  grand  phénomène  naturel,  les  marées  de  l'Océan, 
qui  sont  dues  aux  déviations  périodiques  de  la  verticale  cau- 
sées par  l'attraction  so- 
laire et  lunaire  et  par  le 
mouvement  de  translation 
de  notre  globe. 

2S7.  Au  lieu  décompo- 
ser ensemble  comme  nous 
t'avons  fait,    l'action  du 
f^^  ,1g  soleil  et  celle  de  la  lune, 

cherchons  à  évaluer  sépa- 
rément ces  deux  influences.  On  peut,  en  pareille  matière,  se- 
contenter  d'une  approximation. 
Cherchons  en  p.'irticulier  l'action  du  soleil. 

^^    L'ec- 

pi 

céléi  alion  Mu'  du  point  M  placé  à  la  surface  est  égale  &  =■■ 

D  faut  composer  ensemble  l'accélération  Mj*  avec  une  Décéléra- 
tion Ms",  égale  et  parallèle  à  TS,  mais  de  sens  contraire.  La 
droite  MS  faisant  avec  ST  un  très  petit  angle,  les  droites  Ms', 
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Sis*  sont  à  très  pca  près  ea  prolongement  l'une  de  l'outre,  et 
la  résullanle  des  deux  droites  est  égale  à  leur  dilférencc 
W  —  M«",  ou  b 


*  (ss'     K»)  ' 


elle  a  une  direction  sensiblement  parallèle  à  TS. 
Hais  la  droitr  MS  est  à  peu  près  6galc  à  sa  projection  M'S 

sur  la  droite  TS.  Remplaçons  donc  -^  par  ==. 

11  viendra 

j 1    ..  ^— M^* 

iTs'     îs*     jps'xfs* 

_  |TS  —  M'S)  X  (TS  +  M'S)  _  TM'  X  (TS  +  M'S) 

û^'xïs'  STs'xîï' 

Cette  dernièreexpression  est  rèductililc  par  appri-xiinalioiiù 
2TM' 
;==r,  en  confondant  la  distance  M'S  avec  la  dislance  TS  qui 

lui  est  h  peu  près  égale. 

li'accùléralion  à  composer  avec  la  pesanteur  pour  tenir 
compte  de  l'uciion  du  soleil  et  du  mouvement  de  translation 
le  la  terre  dû  &  cette  action  est  donc  égale  à 

a/TIXTM' 


De  même  l'accéléralion  par  laquelle  on  tiendra  compte  h  la 
Tois  de  l'action  de  la  lune  et  du  mouvement  de  translation  de 
la  terre  dû  à  cette  action,  est  approximativement  égale  à 


Les  quantités  TU',  TM',  sont  les  projections  sur  les  droites 
menées  du  centre  de  la  terre  aux  centres  du  soleil  et  de  la 
lune,  du  rayon  terrestre  qui  aboutit  au  point  U  ;  le  rapport 
de  ces  quantités  au   rajon  terrestre  dépend  des   angles 
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ZTS,  ZTL,  qui  mesurent  à  peu  près  les  distances  du  soleil  cl 
de  la  lune  au  zënilh  du  point  U,  ou  les  coofiplémcnts  des 
hauteurs  du  soleil  et  de  la  lune  au-dessus  de  ('hoTiion  du 
même  point.  On  voit  donc  qu'à  énalité  de  hauteur  aa-demt 
de  l'horizon,  les  influences  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  pesan- 
teur sont  proportionnelles  à  la  masse  du  corps  attirant,  et  inver- 
sement proportionnelles  au  cube  de  sa  dislance  à  la  teire. 

Le  rapport  des  deux  influence;:,  toujours  à  égalité  de  hau- 
teur au-dessus  de  l'honzon,  est  égi>l  à 


^x(S)" 

a 

lI  =  mxK>SOOOenïiro 

TL=aai)r   en  moTenne, 
TS  =  SlOOOr. 

■iSK=). 

©-( 
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L'action  de  ta  lune  est  par  conséquent  plus  énei^que  qae 
l'action  du  soleil  ;  c'est  ce  qui  est  vériliâ  par  l'observation  des 
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228.  Bien  que  les  lois  de  Kepler  ne  soient  pas  vraies  d'une 
manière  absolue,  elles  permettent  de  dëfmir  avec  exactitude, 
pour  un  temps  plus  ou  moins  long,  tous  les  mouvements 
planétaires.  Les  divergences  necommenccntà  s'accuser  qu'au 
bout  d'un  certain  intervalle  de  temps.  Aussi  doit-on  regarder 
ces  lois  comme  le  premier  pas  fait  dans  la  voie  des  approsi- 
maUons  successives  eu  moyen  desquelles  on  serre  de  plus  en 
plus  près  les  mouvements  réels  du  systùme  solaire. 

On  appelle  éléments  elliptiques  les  quantités  qui,  à  un  io- 
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stanl  déterminé,  dëGairaient  te  mouvement  elliptique  d'une 
planète  si  elle  obéissait  rigoureusement  aux  lois  de  Kepler. 
Ces  éléments  sont  au  nombre  de  sis. 

Rappelons  d'obord  que  le  centre  de  gravité  du  système  so- 
laire peut  être  considéré  comme  immobile,  et  qu'on  peut  dé- 
duire des  positions. des  vitesses  et  des  masses  des  planètes  un 
plan,  dit  plan  invario^/e,  dont  le  parallélisme  dans  l'espace 
n'est  pas  altéré  par  les  mouvements  planétaires.  On  pourrait 
prendre  le  centre  de  gravité  pour  origine  des  axes  coordonnés, 
et  le  plan  invariable  pour  l'un  des  plans  coordonnés.  On  pré- 
fère généralement,  dans  l'astronomie  usuelle,  rapporter  les 
mouvements  des  planètes  à  des  axes  menés  par  le  centre  de 
gravité  du  soleil ,  et  on  prend  pour  l'un  des  plans  coordonnés 
le  plan  de  YécHptique,  c'cst-ù-dire  le  plan  qui  contient  l'orbile 
de  la  terre.  Les  positions  des  planètes  sont  alors  supposées 
projetées  sur  la  iphère  béliocen- 
trique,  les  axes  coordonnés  sont: 

Une  droite  ÛY  menée  du  centre 
du  soleil  0  au  point  de  l'écliptlque 
a|4>elé  éqniiioxe  de  jirinlempi.  A; 

Une  droite  ÛX  menée  du  centre 
du  soleil  au  point  de  l'écliptique 
appelé  lolitice  d'été,  B;  ces  deux 
droites  sont   contenues  dans  le  '''■  *"• 

plan  de  l'écliptique  et  se  coupent  &  angle  droit  au  point  0; 

Une  troisième  droite,  OZ.  menée  par  le  centre  du  soleil, 
perpendiculairement  au  plan  de  l'écliptique,  du  cOtè  du  nord, 

229.  Pour  définir  le  mouvement  elliptitjue  d'une  planète, 
il  sufGt  de  faire  connaitre  les  six  quantités  suivantes  : 

1*  La  longitude  du  nœud  ascendant  ;  c'est  l'angle  AON  que 
fait  avec  la  ligne  des  équinoxes  OA  la  ligne  ON,  intersection 
du  plan  de  l'orbite  avec  le  plnn  de  l'écliptique;  le  nœudascen' 
dont  est  le  point  où  la  planète  passe  de  l'Iiémbphère  austral 
à  ritémisphére  boréal. 

2*  L'melmaùou  de  l'orbite  est  l'angle  dièdre  formé  par  le 
pLiq  de  l'orbite  avec  te  plan  de  l'édiplique  ;  c'est  le  dièdre 
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dont  h  ligne  des  nœuds  ON  est  l'arête.  Ces  dcus  prcntiors 
éléments  définissent  la  position  dn  plan  de  l'orbite. 

3'  La  lonijilude  vraie  du  périhélie  fait  connaître  la  direction 
OP,  dans  laquelle  est  situé  le  pérVtélie  de  la  planète,  c'cst4- 
dire  le  point  de  l'orbite  qui  est  le  plus  voisin  du  soleil  ;  on 
sait  que  ce  point  est  une  des  extrémités  du  grand  axe  de  l'el- 
lipse. La  longitude  vraie  du  périhélie  est  la  somme  des  angles 
AON  -f-  KOP.  Le  troisième  élément  sert  donc  h  orienter  I'm- 
bite  elliptique  dans  son  plan. 

4°  V excentricité  de  l'orbite  est  l'excentricité  relative  de 

l'ellipse,  c'est-à-dire  le  rapport  - — ZZ-~,  de  la  demi-distance 

des  foyers  au  demi  grand  axe  ;  connaissant  l'excentricité,  od 
peut  construire  une  courbe  semblable  à  l'orbiie. 

5*  Le  demi  grand  axe  de  l'orbite  est  cette  quantité  a;  dès 
qu'on  la  connaît,  on  peut  ramener  l'ellipse  semblable  ii  la 
vraie  grandeur  qu'elle  doit  avoir.  Les  éléments  4  et  5  définis- 
sent  donc  la  forme  et  la  grandeur  de  l'orbite  elliptique,  dont 
les  trois  premiers  délinissaicnt  la  position  dans  l'espace. 

6°  Le  dernier  élément  est  la  longitude  de  l'époque,  qui  fixe 
la  position  de  la  planète  sur  sa  trajectoire  à  un  instant  déle^ 
miné;  c'est  l'angle  SON  formé  par  la  ligne  des  nœuds  etla 
direction  OS  de  la  droite  menée  à  cet  instant  du  centre  dn 
soleil  à  la  planète,  augmenté  de  l'angle  NOA,  longitude  du 
nœud  ascendant. 

Pour  éviter  toute  ambiguïté,  des  conventions  supplémen- 
taires fixent  le  sens  dans  lequel  ces  angles  doivent  être  comptés. 

230.  La  durée  de  la  révolution  T  se  déduit  de  la  troisième 
loi  de  Kepler  et  de  la  connaissance  du  grand  axe.  On  a  en 
effet 

La  masse  m  de  la  planèteétant  très  petite  par  rapport  &  ta  masse 
M  du  soleil,  /"{M-t-m)  est  sensiblement  constant  pour  toutes 
les  planètes.  On  peut  remarquer  que  T  esl  la  durée  d'une 
révolution  enlière  du  rayon  OS,  autour  du  point  0  dans  le 
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plan  de  l'orbite;  l'angle  moyen  décrit  par  ce  rayon  vecteur 
pendant  l'unité  de  temps  est  tjI^;  on  appelle  cet  angle,  qui 

n'est  autre  chose  que  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  rayon 
recteur,  le  motjen  mouvement  de  la  planète,  et  on  le  désigne  , 
par  la  lettre  ».  La  troisième  loi  de  Kepler  s'exprime  alors 
par  l'équation 

La  place  occupée  par  la  planète  à  un  instant  donné  sur  sa 
trajectoire  se  déduira  du  moyen  mouvement  et  du  Ihéorème 
des  aires,  en  suivant,  par  exemple,  la  marche  indiquée  dans 
le  g  67. 

231.  Le  problème  du  mouvement  de  la  planète  serait 
entièrement  résolu,  sans  les  perturbations  dues  aux  actions 
mutuelles  des  planètes  les  unes  sur  les  autres. 

Au  lieu  de  reprendre  la  question  pour  chercher  les  effets 
de  ces  nouvelles  forces,  on  regarde  les  perturbations  comme 
faisant  varier  les  éléments  elliptiques,  lesquels  resteraient 
constants  si  les  perturbations  n'existaient  pas.  Ainsi  on  ad- 
mettra que  le  mouvement  des  planètes  s'efTeclue  suivant  les 
lois  de  Kepler,  mais  dons  des  orbites  elliptiques  qui  se  déforment 
et  te  déplacent,  et  le  nouveau  problème  &  résoudre  consistera 
â  déterminer  en  fonction  du  temps  les  variations  des  élé- 
menls. 

Le  problème  des  b-ois  corps  a  pour  objet  do  déterminer  les 
perturbations  produites  dans  le  mouvement  elliptique  de  l'un 
des  trois  corps,  dit  corps  printipal,  autour  du  second  corps  sup- 
posé fixe  et  appelé  corps  central,  par  Tattraction  du  troisième, 
le  corps  troiAlant  dont  le  mouvement  propre  est  supposé 
connu.  Par  exemple,  l'étude  du  mouvement  de  la  terre  conduit 
i  prendre  pour  corps  central  le  soleil,  pour  corps  principal  la 
terre,  et  successivement  pour  corps  troublant,  la  Lune,  Mars, 
Jupiter,  et  les  autres  planètes;  on  appréciera  ainsi  les  varia- 
tions partielles  dues  à  chacun  de  .ces  corps  et  il  ne  restera 
plus  qu'à  les  comp3ser  ensemble.  Si  Ton  étudie  le  mouvement 
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de  la  lune,  le  corps  central  sera  la  terre,  autour  de  laquelle  la 
lune  a  un  mouvement  sensiblement  elliptique  ;  le  corps  tron- 
blant  sera  successivement  teSoIcil,  Venus,  Jupiter....  Toute- 
fois le  problème  analytique  sera  plus  diflicile  dansce  seeosd 
cas  que  dans  le  premier,  è  cause  de  la  grande  masse  du  sa- 
Ici),  l'un  des  corps  troublants;  cette  influence  perlurbatrin 
produit  les  grandes  inégalités  du  mouvement  de  la  lune,  dont 
quelques-unes  ont  élé  connues  dès  l'antiquitô. 

Sans  entrer  dans  )e  détail  de  ces  problèmes,  qu'on  ne  peut 
attaquer  qu'avec  le  secours  de  la  haute  analyse,  nous  dirons 
que  Iqs  inégalités  au  mouvement  des  planètes  sont  classées  par 
les  astronomes  en  deui  catégories  :  les  inégalités  séaUaira, 
qui  afTcctent  les  éléments  de  l'orbite  elliptique  moyenne,  A 
les  inégalités  périodiques,  qui  alTectent  la  position  de  la  planète 
par  rapport  à  son  orbite  moyenne.  Par  inégalité  séculaire  il 
ne  faut  pas  entendre  une  inégalité  qui  croisse  indéâniment 
avec  le  temps,  car  il  existe  des  inégalités  séculaires  qui  sont 
périodiques. 

232.  L'existence  des  perturbations  donne  lieu  à  une  re- 
cherche relative  à  la  stabilité  du  système  solaire.  On  peut  se 
demander  en  clfet  si  les  modifications  lentes  des  orbites  ne 
peuvent  pas  entraîner  dans  l'avenir  une  altération  profonde 
de  leurs  situations  relatives.  Cette  question  a  été  traitée  par 
les  plus  grands  géomètres,  et  leur  conclusion  a  été  que  le 
système  solaire  est  stable  en  dépit  des  perturbations.  Li- 
grange  a  montré,  par  eiemple,  que  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbites  éprouvent  des  variations  périodi- 
ques dont  la  période  est  très  longue  ;  Laplacc  a  établi  l'in- 
variabilité moyenne  des  grands  axes  et  des  moyens  mouve- 
ments. Ces  résultats  supposent  que  les  planètes  se  meuvent 
dans  le  vide,  tandis  que  tout  porte  à  croire  qu'elles  se  dépla- 
cent dans  un  milieu  résistant,  qui  tend  à  réduire  leurs 
vitesses  et  à  resserrer  leurs  orbites  ;  mais  la  densité  de  œ 
milieu  est  assez  faible  pour  qu'il  soit  impossible  en  général 
d'en  constater  l'influence. 
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NOTE 

PnODLÈUB  DE  M.  2.   BERtllAHD*. 

S33.  TVotfKr  Ut  loi»  d'attraction  ijui  impoienl  da  Irajeelairet  fermée» 
mai  vubilet  toumi*  à  tinflttence  d'une  force  centrale. 

Les  équations  da  mouieraent  d'un  point  attiré  vers  un  centre  (lie  0, 
proporiionnellenient  i  une  ronction  ^(r)  de  sa  distauce  h  ce  point,  sont,  en 
coordonnées  polaires  (I,  %  ISI)  : 

y^di  =  kit. 

•^  -  **'  J-  fM 

a*  =  ■;r  +  f^M- 

La  fonction  /'(r).  positive,  indique  une  répulsion;  négalÏTe,  une  attrac- 
tion. 
On  en  déduit,  en  éliminant  le  lupps,  l'équation  de  la  trajectûre  : 
SArfr 


(1) 


à=\/c-*-^+%Jf\F)dr 

On  prendra  ait ern al i renient  le  signe  +  et  lo  signe  —,  de  manih'e  & 
maintenir  un  raCme  signe  pour  dB,  ma^nrâ  les  cbangemenis  de  signe 
derfr. 

Nous  supposerons  que  la  trajectoire  soit  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences déciiles  du  point  0  comme  centre,  avec  des  rayons  ro,  r,.  limites 
de  la  distance  r.  Elle  comprendra  pir  conséquent  une  série  indéfinie  d'arcs 
qui  font  passer  alternativement  le  mobile,  les  uns  de  la  distance  tg  à  la 
dislancer,,  les  autres  de  la  distancer,  à  ladistancer^ien  teriu  de  l'équa- 
tion (1)  les  Taiiations  de  l'angle  o  dépendent  uniquement  des  valeurs  suc- 
cessi*»  de  r,  de  sorte  que  ces  arcs  successifs  sont  la  simple  reproduction 
de  l'un  queliwnque  d'entre  eui;  chacun  se  déduit  du  précédent  en  le  ré- 
pétant symétriquement  par  rappoi't  au  rayon  qui  les  sépare.  Un  de  ces  arcs 
pris  indifiduellement  correspond  i  un  angle  au  centre  con$taii|;,  que  nous 
appellerons  Sg. 

■  CnajKa  rendu»  de  tAeadimie  de*  ecience».  30  octobre  I87S. 
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Celle  hypothèse  ne  Burot  pas  pour  que  la  (rajedofav  soit  une  combe 
,  fermée;  car  si  l'angle  Sg  est  iacoinmensurable  avec  l'angle  droit,  U  In- 
jectuire  Tera  autour  du  point  0  une  inGnilé  de  circonTolutions,  sans  jimiis 
retomber  sur  les  arcs  déjà  décrits.  Nous  n'aurons  donc  qu'à  exprimer  que 
6g  est  commensurable  avec  n,  c'est-ï-dire  à  poser  ta=mi,  en  désigiunt 
par  m  un  nombre  commensurable,  et  c'est  cette  condition  qui  doit  déSatr 
la  forme  de  la  fonclion  ^(r). 

Pour  simplifier  l'écrilure,  nonsferoos  ~=<,  et  C=U*&|ftéUntnDe 
nouvelle  consUnle.  Posons  enOn 

(S)  2jf^T]dr  =  F{*); 

il  viendra,  en  divisant  par  2i  les  deux  termes  du  second  membre  de  l'éqni- 
Uon  (i). 


Inligrons  cette  éqnation  le  long  d'un  arc  particulier,  pris  entre  les  limila 
r^rget  r^r,;  soient  -  =  ■,  —  ^P,  les  limites  correqKindantes  de  i, 
et  supposons  pour  fiier  les  idées  a  <  P  ;  nous  aurons,  abstraction  faite  dn 
signe. 


Des  limites  ■  et  @  l'une  correspond  au  minimum  de  s,  l'autre  i  sod  maii- 
mum  ;  on  a  pour  ces  limites  (b  =  0  ;  donc  le  dénominateur  de  la  fondioa 
sous  le  signe  /  est  nul  aussi  à  ces  limites,  ce  qui  fournit  les  deux  équa- 
tions 

'"  i 

Elles  permettent  d'exprimer  les  constantes  ^  et  7^  en  fonction  de  «  et 
p.  On  a,  en  résolvant  par  rapport  aux  constantes. 
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Sabsljloant  œs  valeurs  dans  (2),  il  vient 


'"'  f'mm 


éqiulion  qui  doit  être  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  «  et  de  Et,  et  pour 
toute  valeur  de  t  intermédiaire. 

Pour  déterminer  h  fonction  F,  nous  supposerons  un  cas  particulier 
celui  oâ  p  est  très  peu  diiïérent  de  a  ;  nous  poserons  en  conséquence 

ï  étant  une  nourelle  variable  comprise  entre  0  et  le  nombre  t  qui  est  sap- 
posë  inHuiment  petit.  De  la  dernière  équatiort  on  déduit 


Développons  les  fonctions  F(P)  et  F(s)  par  la  série  de  Taylor,  en  nous 
arrêtant  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  en  numérateur,  A  aux 
iaBniment  petite  du  second  ordre  en  dénominateur  : 

FW  =  F(«)+çF'(«)  +  Jf''W,      F(P)  =  F(«)+.F'1«)  +  Jf"(«). 

Substituons  duns  l'équation  (6)  ;  il  viendra,  en  faisant  les  réductions,  et 
en  effaçant  les  termes  inlinimenl  petits  par  rapport  à  ceux  que  l'on  coiv- 

m  r -•t'^ 

I  /•'[fW  +  .F-H  +  j-F"..)]-|.i  +  !„  +  ,.)F(,) 

+(!».+.■)  [fw  +  ïF'M+Ïf-h] 
-  (.•+2.5+  ;•!  [.rw+  J F-w] 
=  f'      v'>^  J;     „„. 

J,     l'f|.l-.F"l.|    V'ïl'-îl 

L'iDlégrale  de  ,  prise  entre  les  Umiles  0  et  i,  est  indépendante 

de  (  et  égale  a  e  (§  105)  i  de  sorte  que  la  amdition  se  réduit  ^  U  relation 
suiTaute 

m  ,   >'^   ,   - 

Vf-i.)-.f-w 
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équalïon  dirKrenlielle  dn  premier  ordre  en  ¥'{'),  qiri  va  nous  lernr  >  d^ 
terminer  celle  ronction. 
Faisons  P'(s)  =  V;  on  en  déduit 

réqnalion  (8)  devient,  en  séparant  les  Tariables, 

Int^^ant,  on  a 

V""  X  «*'"■*'  =constanti!, 
elparsuilo 


B  désignant  une  conslaiite  arbitraire.  Telle  est  la  forme  de  V,'{a.]  ;  l'iBUen- 
lion  de  Vda  donne  ensuite  pour  la  ronction  F,  en  apptJmt  Ji'  une  nouielle 
constante. 


ot  par  coDS&iticiit 

— +  n'. 


m* 


-i)' 


Nous  pouvons  supposer  nulle  U  constante  U',  qui  disparaîtrait  dans  ràjua- 
lion  (6). 

La  fonction  F(t)éiant  eiprimdeenr,  il  sutllra,  en  Tertn  de  l'équation  (3), 
d'en  prendre  la  dérivée  par  rapport  i  r  et  de  dîviiicr  par  3  pour  avoir  f{r); 
on  trouve  ainsi 


Hais  ce  résultat  fst  trop  gi^néral,  car  il  correspond  k  rti;pothëse  d'nne 
diiïérence  intiniment  petite  entre  r^  et  r,,  tandis  que  nous  ne  devons 
imposer  an  maximum  et  au  minimum  de  r  aucune  restrictiOD  de  celle 
nature. 

Le  problème  s'ichèverti  en  déterminant  le  norolve  m  de  telle  manière 
que  réqunlîon  (6)  soit  satisfaite  pour  des  valeurs  quelomques  de  «  et  de  p. 
Nous  opérerons  pour  cela  sur  des  valeurs  particulières  de  ces  doux  quan- 
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et  l'équation  (C)  prend  la  roroui 


L'intente  indiquée  s'obtient  aiiéinent  en  posant  s  "* = ».  Ou  a  en  eTTet 
a=  h"* 

Leslimites  de  «sont  les  mèmes'qM  Mlles  do»,  c'est^-dire  0  eH  ;  et  il 
fient  en  définitire 


La  coodilion  donne  donc 
c'est-à-dire 


L'aUnclïoD  sait  alors  la  loi  newlonieruie. 
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Substituant  dans  l'équation  (6),  dinsée  haut  et  bas  par  <^Hjn—i{t], 
puis  futsaiit  *=  1  et  F  (^)  inGni,  il  vient 


X 


f,  •/!^^ 


^ 


Donc  m^s  en  valeur  absolue,  ce  qui  donne 

et  l'atlraction  est  proportionnelle  i  la  distance. 

Ces  deux  lois,  -3  el  Ar,  sont  donc  les  seules  qui  imposent  i  la  (njec- 

toire,  supposée  comprise  entre  deui  certlrscnncenlriques,  la  condition  den 
fermer  après  un  nombre  entier  de  révolutions  autour  du  centre  d'attractîoD. 
On  a  reconnu  d'ailleurs  (^  5S  et  63y-qiie  dans  ces  deux  cas  la  Ifajectoiir 
est  une  ellipse,  c'est-à-diré  une  courbe  rermée. 

Ainsi,  dit  H.  Bertrand,  •  parmi  les  lois  d'allractioa  qui  supposent  l'ac- 
tion nulle  aune  distance  infinie,  celle  de  la  nature  est  la  seule  pour 
laquelle  un  mobile  lancé  arbitrairemeitt,  avec  une  vitesse  inrérieure  i  une 
certaine  limite,  et  attiré  vers  un  centre  Gie,  décrive  nécessairement  in- 
lourde  ce  centre  une  courbe  ftimée.  Toutes  les  lois  d'attraction  pcnscf- 
tent  des  orbites  Termëes,  mais  la  loi  de  la  natuie  est  la  seule  qui  ks 

URJNMS.  s 
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CHAPITRE  PREMIER 


234.  Le  problème  général  que  nous  nous  proposons  de 
trailer  dahs  ce  livro  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un 
corps  solide  sous  l'action  de  forces  données,  et  comme  cas 
particulier,  sous  l'aclion  de  forces  nulles,  ce  qui  nous  fera 
connailre  le  rôle  de  l'inertie  dans  le  mouvement  d'un  pareil 
système.  Nous  supposerons  successivement  : 

1*  Que  le  corps  solide  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe; 

2*  Qu'il  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe; 

5*  Qu'il  est  libre  dans  l'espace  ; 

4"  Qu'il  est  assujetti  à  rester  en  contact  avec  une  surface 
fixe,  comme  l'est,  par  exemple,  un  cylindre  pesant  roulant  sur 
un  plan  incliné. 

Nous  terminerons  ce  livre  par  l'étude  de  certaines  théories 
relatives  au  mouvement  des  solides  naturels. 


HODVeMEITT  0  on   SOIJDS   AUTOOn   D  ON    AXE  HXB. 

235.  La  règle  générale  pour  résoudre  ces  sortes  de  pro- 
blèmes consiste  à  appliquer  soit  le  théorème  de  d'Alcmbcrl, 
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soit  les  th6orèmes  généraux  qui  s'en  déduisent,  en  choias- 
sant,  pour  trouver  l'équatioa  du  mouvemcat,  ceux  qui  élimi- 
nent les  réactions  inconnues.  Ici,  par  exemple,  les  réactions 
inconnues  sont  celles  de  l'axe  fixe  ;  les  théorèmes  qui  les  éli- 
mineront sont  le  théorème  des  tnanients  des  quantités  de 
mouvement  pris  par  rapport  à  l'aie,  et  le  théorème  des  Forces 
vives.  L'application  de  l'un  ou  do  l'autre  de  ces  thëorèmes 
conduira  donc  à  l'équation  du  mouvement,  équation  unique, 
puisqu'ici  le  système  est  à  luûsons  complètes. 

Soit,  à  un  instant  donné,  ut  la  vitesse  angulaire  du  solide 
autour  de  l'axo  ûic  OZ.  Soit  M  un  point  du  solide,  m  sa  masse; 
abaissons  de  ce  point  une  perpendiculaire  MM'  sur  l'aie,  d 
appelons  r  la  longueur  de  celte  perpen- 
diculaire. Pendant  le  temps  infiniment 
petit  dt,  le  rayon  M'H  décrira  un  angle 
'Cl  Mïi'M,  ^udt  nutour  du  point  U'  dans  m 

plan  perpendiculaire  à  l'axe  OZ  ;  quand 

T    il  est  parvenu  en  M„  la  vitesse  angulaire 

/  du  corps  peut  avoir  varié,  et  nous  la  re- 

lia présenterons  par  u  +  dw.  La  vitesse  li- 

néaire du  point  mobile  quanil  il  passe 
en  M  est  ur  ;  sa  quanlllé  de  mouvement  est  mur ,  et  le  mo- 
ment de  sa  quantité  de  mouvement  par  rapport  h  Taxe  OZ 
estmwfxr=m(af*. 

La  somme  des  moments  de  toutes  les  quantités  de  mou* 
vcment  du  système  au  même  instant  s'exprimera  par  la 
noiation  Z  mwr*,  ou  par  uSmr*,  puisque  le  facteur  u  est  com- 
mun à  tous  les  termes  de  la  somme  ;  c'est  le  produit  de  la 
vilesse  angulaire  ni  par  la  somme  constante  lmr\  qui  ne  dé- 
pend que  de  la  forme  du  corps  solide  et  de  la  distribution  des 
masses  entre  ses  dlITérentes  parties  ;  on  donne  à  cette  somme 
le  nom  de  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  faxe  OZ; 
nous  la  représentei-ons  par  la  lettre  L 

Au  bout  du  temps  dt,  la  somme  des  moments  des  quantités 

de  mouvement  par  rapport  II  l'axe  sera  de  même  I  (u+tlo))- 

L'accroissement  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
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est  donc  égal  &  Idu,  et  c'est  cet  accroissement  que  nous  de- 
TODs  égaler  à  la  somme  des  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  extérieures  F,  ou  au  produit  par  dt 
de  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rap- 
port à  TaxeOZ,  ou  enCn  à  dlSoiMF;  nous  obtenons  l'équa- 
lion 


-f-  est  Vaceél&alion  (mjiiloire  du  solide,  et  l'équation  précé- 
dente équivaut  en  langage  ordinuire  à  l'énoncé  suivant  : 

Vaeeélératioa  angulaire  d'unsolide  assujetti  à  tourner  autoar 
tCvn  axe  fixe  est  à  chaque  instant  égale  à  la  somme  des  moments 
àes  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe  divisée  par  le 
moment  ^inertie  du  corps. 

Cette  formule  est  homogène,  au  même  tilre  que  la  formule 
F=mj  qui  sert  de  base  à  la  dynamique.  En  effet,  dans  celle- 
ci,  l'accélération  ;  est  une  accélération  linéaire,  ou  le  rapport 
d'une  longueur  au  carré  d'un  temps  ;  la  force  F  est  égale  au 
produit  de  la  masse  par  une  longueur  divisé  par  le  carré 

d'un  temps.  Dans  la  nouvelle  formule  -n-  est  une  accéléra- 
lion  angulaire,  c'est-à-dire  le  rapport  d'un  nombre  au  carré 
d'un  temps;  le  fadeur  I  est  le  produit  d'une  masse  par  k 
carré  d'une  longueur;  enfin  le  numérateur  SMqiF  représente 
le  produit  d'une  force  par  une  longueur.  Bemplaçons  donc 
2H(kF  par  le  produit  fl  d'une  force  par  une  longueur,  I  par 
le  produit  m^  d'une  masse  par  le  carré  d'une  longueur,  enfin 

-TT  par  un  nombre  k  divisé  par  le  carré  d'un  temps,  P  ;  il 
Tiendra 
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d'où  l'oE  tire 

■IX  l-r]  x^ 

' — V — 

équation  de  même  forme  que  F^mj. 

AFFUCITIMI  DU  TBÉOftÈHI   DES   F0IKX9   VIVES. 

3Ô6.  Un  parvient  au  même  résultat  en  appliquant  le  théo- 
rème des  forces  vives. 

La  vitesse  linéaire  du  pointMestégaleàur;  lecarrèrlccette 
vitesse  est  u'r»,  la  force  vivemuV,  etia  somme  des  forces  vives 
à  un  même  instant  est  exprimée  par  2miiiV=:w'2mr'=Iu'. 

Lorsque  le  point  M  est  parvenu  en  M,,  la  vitesse  angulaire 
est  devenue  w+du,  et  l'accroissement  de  la  force  vive  totale 
est  par  conséquent  d(Iu*)^2Iud(i>. 

Il  faut  égaler  cet  accroissement  au  double  de  la  somme  des 
travaux  des  forces  extérieures;  or  la  somme  des  travaux  des 
forces  appliquées  à  un  système  solide  qui  reçoit  un  dëpbce- 
ment  angulaire  infiniment  petit  autour  d'un  axe,  s'obtient  en 
multipliant  par  l'angle  décrit  la  somme  des  moments  des  for- 
ces (1,  §  114).  Ici  le  déplacement  angulaire  subi  par  le  corps 
pendant  le  temps  dt  est  égal  à  ladt. 

Donc  on  -a  l'équation 

SlM{«  =  3wf(£Uo,F, 

et  par  suite,  en  divisant  par  2Iudf, 

j»  _  ï»mF 
41  — — j— - 

237.  Corollaires.  —  1*  Si  la  somme  MoiF  est  constamment 

nulle,  l'accélération  -n  est  aussi  constamment  nulle,  et  la 

vitesse  angulaire  du  solide  est  constante. 

2'  Si  la  somme  SMoiF,  sans  être  constamment  nulle,  devient 
égale  à  zéro  pour  une  certaine  position  du  solide,  l'accélé- 
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du 

ration  jr  devient  nulle  en  même  temps,  et  en  général  elle 
change' de  signe  lorsque  le  solide  traverse  cette  poàtion  : 
d'un  côté  -T-  est  positif  et  la  vitesse  angulaire  du  corps  aug- 
mente ;  de  l'autre  -y-  est  négatif,  et  la  vitesse  angulaire  dt< 

minue.  Donc  la  position  du  lotide  pottr  laquelle  la  somme  des 
momatts  des  forées  est  nulle,  est  en  général  celle  qui  rend  la 
vitesse  angulaire  maximum  ou  minimum  (Cf.,  g  177\ 


DE»   HOHEflTS  D  INGR1U. 

238.  Le  moment  d'inertie,  IszSmr*,  d'un  corps  solide  par 
rapport  à  un  axe,  est  la  somme  des  produits  des  masses  de 
tous  les  points  matériels  qui  le  composent,  par  le  carré  de  la 
distance  de  chacun  d'eux  à  cet  axe. 

On  a  reconnu  dans  les  paragraphes  précédents  que  si 
u  est  la  vitesse  angulaire  du  corps  tournant  autour  de 
l'axe,  le  produit  lu'  représente  la  force  vive  du  corps,  et  le 
produit  lu  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  à  l'axe  de  rotation. 

On  appelle  ragon  de  giration  d'un  corps  par  rapport  k  un 
axe  la  longueur  À:  dont  le  carré,  multiplié  par  la  masse  totale 
H  du  corps,  donne  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 
i  l'axe.  On  a  en  vertu  de  celle  définition 


Si  toute  la  masse  était  concentrée  à  une  distance  k  de  l'axe, 
sur  la  surface  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  le  moment 
d'inertie  du  corps  par  rapport  à  Taxe  ne  serait  pas  modifié. 
On  peut  dire  aussi  que  le  carré  du  rayon  de  giralion  est  la 
moyenne,  eu  égard  aux  masses,  des  carrés  des  distances  à 
l'axe  des  différents  points  du  solide. 

239.  Soit  I  le  momeat  d'înerlie  d'un  solide  par  rapport  Jt 
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un  axe  LL'  ;  par  le  centre  de  gravite  G  du  solide,  menons  nu 
droite  XX'  parallèle  à  LL',  et  soita;=GH  la  distance  deces 
deux  droites  ;  appelons  enfin  I,  le  moment  d'inertie  du  solide 
par  rapporta  XX'  et  M  la  masse  totale  du  solide.  Oa  aura  entre 
CCS  quatre  quantités  la  relation 

l  =  I.  +  lb*. 

Nous  avons  dëj&  démontré  ce  théorème  dans  le  g  226  de  b 
statique,  car  il  sufilt  de  diviser  dans  Téquation  finale  tous 
les  poids p,,  p(,  ■■•Pat  par  l'accélération  g  due  à  la  pesanteur 
pour  passer  des  poids  aux  masses  et  pour 
obtenir  l'équation  cherchée. 
On  peut  en  donner  une  autre  démonstra' 
_    lion  fondée  sur  les  théorèmes  de  la  dyna- 
mique et  de  la  cinématique. 

Nous  nous  appuierons  sur  la  décomposi- 

tion  de  la  force  vive  d'un  système  en  deux 

parts,  l'une  qui  correspond  au  mouvement 

du  centre  de  gravité  où  l'on  aurait  réuni  toute  la  masse,  et 

l'autre  au  mouvement  du  système  autour  de  son  centre  de 

gravitô(gl86). 

Imaginons  qu'on  imprime  au  solide  une  rotation  <■>  autour 
de  l'axe  LL',  La  force  vive  du  solide  sera  égale  à  W. 

La  r-olation  u  autour  de  l'axe  LL'  peut  se  décomposer  en 
deux  mouvements,  l'un  de  rotation,  l'autre  de  translation 
(I,  g  167)  ;  il  suffit  pour  cela  que  le  nouvel  axe  de  rota- 
lion  soit  parallôlG  au  premier,  et  que  la  translation  soit  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  axes.  La  vitesse  de  rotation  u 
n'est  pas  changée,  et  la  vitesse  de  translation  est  égale  au 
produit  de  la  vitesse  ta  par  la  distance  des  deux  axes. 

Nous  décomposons  ainsi  le  mouvement  u  autour  de  LL' 
en  une  rotation  u  autour  de  XX',  et  une  translation  perpen- 
diculaire au  plan  des  deux  axes  avec  une  vitesse  égale  à  tta. 
La  force  vive  de  la  masse  entière  concentrée  au  centre  de 
gravité  est  due  à  cette  translation  :  elle  est  donc  ^le  i 
Hu^a'  ;  la  force  vive  du  système  dans  son  mouvement  relatif 
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autour  du  centre  de  gravité  est  l^ut*;  et  le  thAorAme  cité  nous 
doane  l'équation 

1»»  =  Ï4,»a*  +  u* , 

ou,  ea  divisant  par  u*, 

IszL  +  Io*. 

La  décomposition  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment (g  1C7)  conduirait  à  la  même  conclusion, 

240.  Appelons  k  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rap- 
port à  l'axe  XV  passant  par  le  centre  de  gravité  ;  nous  aurons 

Donc 

ce  qui  montre  que  ^Jc*  -f-a*  est  le  rayon  de  giration  du  solide 
par  rapport  à  l'axe  LL',  mené  parallétement  à  XX',  à  la  dis- 
tance a. 

Coupons  les  deux  axes  par  un  plan  perpendiculaire  mené 
par  le  centre  de  gravité  G,  et  soit  H  le  pied  de  l'axe  LL'.  Au 
point  G,  élevons  sur  HG  une  perpendicu-    ^  ^ 

laireGA=;k.  Nous  aurons  HA  =  v/fc'  +  a* ;     "^"^         | 
par  conséquent  le  point  A  est  un  point  où 
l'on  peut  supposer  toute  la  masse  du  solide 
réunie,  sans  altérer  les  moments  d'inertie 


FIg,  1». 


du  solide  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  W  mené  en  un 
point  quelconque  de  la  droite  indéfinie  GU. 

Le  minimum  des  moments  d'inertie  autour  d'axes  paralr 
lèles  correspond  à  l'axe  qui  passe  au  point  G  ;  les  moments 
d'inertie  croissent  indéfïnimenl  à  mesure  que  la  distance 
HG=a  augmente.  Lorsque  cette  distance  est  très  grande,  le 
nyon  de  giration  correspondant  BA  est  sensiblement  égal 
k  HG. 

241 .  Nous  comparerons  ensuite  les  moments  d'inertie  d'un 
même  solide  pris  par  rapport  à  dilTêrentes  droites  01  menées 
par  un  même  point  0. 

Par  ce  point,  menons  arbitrairement  (rois  axes  rectangu- 
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bires  OX,  OY,  OZ  ;  nous  commencerons  par  déterminer  les 

momenls  d'inertie  du  solide  par  rapport  &  chacun  d'eui. 

Soient  A  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  Oî,  B  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  OU, 
C  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
OZ.  Pour  le  calcul  de  ces  quantités, 
de  la  quantité  k  par  exemple,  ob- 
servons qu'elle_est  la  somme  des 
!/  '  ~  produits  m  x  Ml' ,  où  m  est  la  masse 
g  d'un  poinl  H,  et  MP  sa  distance  i 

l'aie  OX.  Or,  si  l'on  abaisse  du  point 
H  une  perpendiculaire  MN  sur  le  plan 

XOT,  et  qu'on  joigne  NP,  MN  sera  la  coordonnée  z,  et  NP  II 

coordonnée  y  du  point  H  ;  on  aura  donc 

et  par  suite 

A  =  Im  [|t' +  »*)  =  ÏWB»  +  lB«s«. 

Par  la  même  raison,  on  aurait 

B  =  Snu*  +  £mx*, 

La  recherche  des  moments  d'inertie  A,  B,  G  se  ramène 
donc  i  la  recherche  des  sommes  plus  simples  l.mx'',  Imy', 
Iwu*,  qu'on  peut  appeler  les  moments  d'inertie  du  solide  par 
rapport  aux  plans  coordonnés. 

Réciproquement,  connaissant  A,  B,  C,  on  peut  déduîredes 
équations  précédentes  les  sommes  Zmx*,  Imy*,  lm%*\  si,  par 
exemple,  on  ajoute  ensemble  les  deux  dernières  équations  et 
qu'on  en  retranche  la  première,  il  vient,  en  divisant  par  2, 

Xmx»=l(B  +  C-A). 

Od  trouverait  de  môme 

ïmy»=l(C  +  A  — B), 
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et  comme  il  est  impossible  i{ue  dans  un  solide  à  trois  dimen- 
sions ,  aucune  des  sommes  Smx*,  Zmy',  Imx'  soit  nulle, 
comme  elles  ne  peuvent  d'ailleurs  être  négatives,  on  en  dé- 
duit les  inégalités 

B  +  C>A. 
C  +  A>B, 
A  +  B>C. 

£n  d'autres  termes,  avec  des  droites  finies  proportionnelles 
aux  moments  d'inertie  A,  B,  C  d'un  même  solide  autour  de  trois 
axes  reetanguliâres,  on  peut  toujours  eonslrwre  un  triangle. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  équations,  il  vient 

ï«(x*  +  ï*+»»)  =  |[à  +  B  +  C). 

La  somme  £m(x*  +  !f'+x')  peut  être  appelée  le  moment 
^mertie  du  solide  par  rapport  au  point  0,  ou  encore  le  moment 
Sinertie -polaire  du  solide. 


SDRPACE  lœPRÉSEnTATIVE  DE»  HOHEHTB  D'IMERTIB. 

S43.  On  représente  à  l'aide  d'une  surface  les  moments 
d'inertie  d'un  solide  par  rapport  i  des  droites  qui  concourent 
en  un  même  point  0. 

Soit  OS  la  droite  par  rapport  à  laquelle  on  demande  le  mo- 
ment d'inerte  d'un  solide  ;  elle  est  définie  par  les  angles  et, 
p,  Y  qu'elle  Fait  avec  les  trois  axes 
coordonnés.  Prenons  sur  cette  droite 
une  longueur  arbitraire,  OS^L,  et 
déterminons  les  trois  coordonnées 
X,  Y,  Z  du  point  S.  Soit  H  un  point 
quelconque  du  solide,  m  sa  masse  ; 
iC=:OR,  j(  =  BN,  j=:NM  ses  trois        /  / 

coordonnées.  Abaissons  du  point  M     ^'        n»  m 
sur  la  droite  OS  une  perpendiculaire 

HP,  et  formons  le  produit  m  X  MÎ"  ;  la  somme  de  tous  les 
produits  semblables  sera  le  moment  d'inertie  1  cherché. 
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Joignons  OM.  Le  triangle  OPM,  rectangle  en  P,  nous  donne 

ip*=oi'— 5?. 

OM*  est  égal  k  la  somme  des  carrés  des  coordonnées  du  poiot 
M,  ou  à  s?+y*  +  s*.  La  droite  OP,  projection  sur  OS  du  con- 
tour polygonal  ORNM,  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
projections  sur  OS  des  trois  coordonnées  x,  y,  z  du  point  H. 
On  a  donc 

et 

Multiplions  par  m  les  deux  membres  de  cette  équation  et  bi- 
sons la  somme  de  toutes  les  équations  semblables,  étendues 
à  tous  les  points  du  solide;  il  viendra 

,=»xîiP=,,[^+,.+..-(î£±tt±l')*]. 

Développons  le  carré  du  dernier  terme  de  la  quantité  eotic 
crochets  ;  nous  aurons 

L» 

et  par  suite 

i-..[(.-L-).+  (.-5)^.(.-P), 

2XT  2XZ  3Ï3      1 

Cette  expression  peut  se  transformer  :  observons  que 
X*4-ï»  +  ï»  =  L«; 

donc 
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de  plus  X.  Y,  Z  et  L  sont  des  facteurs  communs  aai  termes 
de  la  somme  1,  de  sorte  qu'on  peut  les  faire  sortir  de  cetla 
somme,  et  écrire 

I  =  P  [(ï»  -t-  Z»)  imx*  +  [X*  +  Z«]lmj»  +  (I*  +  T«1ï»m»  —  msuug 
—  SXZîmzs  —  nnntyi]. 

Les  sommes  Xmx*,  lmy\  Imi*  sont  les  mommU  d'inertie 
dttsolidepar  rapport  aux  trois  plans  coordonnés;  les  autres  som- 
me$  SffLTjf,  Zmyz,  Zmxi  représentent  d'autres  quantités,  ho- 
mogènes aux  moments  d'inertie,  et  dans  lesquelles,  au  lieu 
du  carré  d'une  cordonnée,  on  fait  entrer  le  produit  de  deux 
coordonnées  distinctes. 

L'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 

IL»  =  I*  (Bny* +&«*)+ 1*  (Smi*  +  ïmî')  +  Z»  (ÏBM*  +  I«ij*) 
—  STZSmif  3 — SIZint»  —  SlTZmsjf . 

Or  Smif*  +  Zmx*  est  le  moment  d'inertie  A  par  rapport  à 
Vaxe  OX,  Zmj?  +  Stnt*  est  le  moment  d'inertie  B  par  rapport 
i  OV,  et  Imx*  -^-Zm^  est  le  moment  d'inertie  C  par  rapport  à 
OZ.  Poe ons  pour  abréger 

£n^2  =  P,        Smxi  ^  0,        ^mxy  =  B, 

et  nous  aurons  pour  déterminer  I  l'équation 

(1)  tt" = AX»  +  BT»  +  Cï«  —  ÎPÏZ — SQIZ — SRXT. 

Dans  cette  équation,  il  ne  faut  pas  oublier  que  L*  est  égal  h 
lasomme  ï*4-Y*-(-Z*,  et  que  celle  somme  est  entièrement 
arbitraire. 

Divisons  par  L*,  et  réintroduisons  les  cosinus  des  anglos 
avec  les  axes,  il  viendra 

I  =  *c<»'«+BcnB»p+Ccos»l  — SPcoipMSl— ÎQCMBeosI  — SBcMacoip, 

On  peut  faire  sur  la  longui^ur  L  une  convention  telle,  que 
l'équation  (1)  devienne  l'équation  d'une  surface  représenta- 
tive des  moments  d'inertie. 

Convenoaa,  par  exemple,  que  l'on  prendra  la  longueur 
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L  ^le  BU  rayon  de  giration  p  du  solide  par  rapport  &  l'aie 
OS.  Le  momeot  d'inerlic  I  est  égal  au  produit  de  la  masse  N 
par  le  rarré  de  ce  rayon,  ou  à  Mp*.  Si  l'on  fait  L=p,  il  eD  ré- 
sulte IL*  =  ML*=M(X'-hï'-«-Z*)S  et  l'équation  (1)  de- 
vient 

|[(X*  +  ïi  +  Z»)«  =  AX'  +  BÏ»  +  a*-8PTI-20M  — WXT, 

équation  d'uae  surrace  du  quatnùme  degré,  dont  le  centre  est 
au  point  0,  et  dans  laquelle  chaque  rayon  vecteur  OS  est  égal 
au  rayon  de  giration  du  solide  par  rapport  à  sa  propre  direc- 
tion. 


BLLIPEOIDB    DIKEBTIB. 

243.  La  convention  qu'on  fait  ordinairement  conduit  à  des 
résultais  plus  simples.  Elle  consiste  à  prendre  la  longueurL 
proportionnelle  à  t'inverse  dep,  et  à  poser 


V  étant  une  longueur  arbitraire. 

Moyennant  celte  convention,  le  premier  membre  IL*  de  l'é- 
qualion  (  I  )  devient  une  quantité  constante,  Hà\  et  cetic  équa- 
tion prend  la  forme 

(3)  MX*  =  KV  +  Bï»  +  BP — SPTI — 2QIZ — 2RXT. 

Elle  représente  une  surface  du  second  degré,  qu'on  dé- 
duirait de  la  surface  du  quatri<ïme  degré  que  nous  avions 
trouvée  tout  k  l'heure  au  moyen  d'une  transformation  pw 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Un  solide  fmi  a  un  moment  d'inertie  fini  et  différent  de 
zéro  par  rapport  è  une  direction  quelconque  ;  p  n'étant  nul 
pour  aucune  des  droites  OS,  le  rayon  L  de  la  surface 
auxiliaire  n'est  jamais  inûni;  la  surface  est  ainsi  limitée 
en  tous  sens,  et  l'équation  (2)  représente  un  ellipsoïde.  Od 
donne  à  cette  surface  le  nom  à'eltipsoide  d^inert'u.  Elle  a  pour 
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centre  le  point  0.  Ses  dimensions  absolues  ne  sont  d'ail- 
leurs pas  fixées,  car  elles  dépendent  de  la  quantité  À  qui 
reste  jusqu'ici  arbitraire;  mais  toutes  les  suitaces  que  l'on 
obtient  en  faisant  varier  cette  quantité  sont  semblables  et 
semblablement  placées  par  rapport  au  point  0. 

Il  est  remarquable  que,  quelles  que  soient  la  forme  exté- 
rieure du  solide  et  la  distribution  intérieure  des  masses,  on 
parvienne  toujf)urs  à  un  ellipsoïde,  et  que  le  moment  d'iner- 
tie autour  d'une  droite  menée  par  le  point  G  dépende  seule- 
ment des  sommes  A,  6,  C,  P,  Q,  R,  et  des  quantités  X,  Y,  Z, 
ou  des  angles  a,  6,  f,  qui  Qxent  la  direction  de  la  droite. 

244.  L'ellipsoïde  d'inertie  a,  en  général,  trois  plans  princi- 
paux reclangulaires,  dont  les  intersections  mutuelles  sont  les 
axes  principaux  de  la  surfaire  ou  les  axes  principaux  d'inertie 
du  solide.  Il  y  a  symétrie  de  la  surlacc  par  rapport  à  chaque 
plan  principal.  Si  donc,  au  lieu  de  mener  au  hasard  trois 
plans  rectangulaires  par  le  point  0,  on  chaisit  les  plans  prin- 
dpaux  pour  plans  coordonnés,  tout  se  passera  comme  si  les 
points  matériels  du  solide  étaient  distribués  symétriquement 
par  rapport  à  ces  trois  plans  ;  alors  les  sommes  P,  Q,  R  seront 
nulles.  En  effet,  considérons  la  somme  l':='S.myi.  Tout  se' 
passant  comme  s'il  y  avait  symétrie  des  masses  par  rapport 
au  plan  ZOX,  par  exemple,  on  peut  supposer  qu'à  la  masse  m, 
dont  les  coordonnées  sont  %  et  tf,  correspond  de  l'autre  cAté 
du  plan  ZOX  une  masse  égale,  m,  dont  les  coordonnées  seront 
n  et  — y;  la  somme  des  produit))  mi/s  correspondants  à  ces 
deux  masses  sera  donc  égale  h  léro. 

Rapporté  à  ses  axes  principaux,  l'ellipsoïde  d'inertie  a 
pour  équation 

(3)  AI*-(-BI*-|-;Z*  =  lb*. 

On  sait  que  des  quantités  A,  B,  G,  chacune  est  moindre 
que  la  somme  des  deux  autres  ;  tout  ellipsoïde  donné  ne  peut 
donc  pas  être  regardé  comme  un  ellipsoïde  d'inertie. 

On  transformera  l'équation  (3)  en  introduisant  les  demi- 
axes  de  la  surface;  appelons  a  le  demt-ase  correspondant  au 
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moment  d'inertie  A,  b  le  demi-axe  correspondaDt  à  B,  eàC; 
nous  aurons,  en  nous  rcporlaot  à  la  convention, 
An*  =  Uï;     B6*  =  h;*.     Ce*  =  Ui\ 

Résolvant,  par  rapport  A,  6,  C,  et  substituant,  il  vient 


X'    X'    X* 
Les  quantités  —  t  t  t  —  sont  les  ridons  de  giration  prmdpaia 

du  solide. 

945.  L'ellipsoïde  d'inertie  peut  être  une  surface  de  révolu- 
tion ;  dans  ce  cas,  l'axe  de  révolution  est  un  des  axes  princi- 
paux du  solide.  Le  plan  de  Véquatevr  de  l'ellipsoïde  en  est 
le  plan  principal  conjugué.  Si,  par  exemple,  l'axe  OZ  est  l'aie 
de  révolution,  le  plan  X0¥  sera  le  plan  de  l'équatcur,  et  l'on 
aura  A=:B  et  a=^b.  On  peut  prendre  alors  pour  les  dcui 
autres  axes  principaux  deux  droites  rectangulaires  quelcon- 
ques menées  dans  le  plan  de  l'équatcur. 

Enfin,  l'ellipsoïde  d'inertie  peut  se  réduire  i  une  sphère; 
on  a  dans  ce  cas  A=B=C,  et  a=b=c,  et  trois  droites 
rectangulaires  quelconques  menées  par  le  point  0  penvml 
être  considérées  comme  un  système  d'axes  principaux  con- 
jugués. 

ciR«crËREa  DES  AXES  pRinciTÀux  d'ikeriie. 

246.  La  discussion  de  l'équation  (2)  montre  à  quels  ca- 
ractères on  reconnaîtra  qu'un  des  axes  coordonnés  est  un 
axe  principal  d'inertie.  L'axe  OZ  sera  principal  si  le  plan 
XOY  est  principal,  ou  si  l'ellipsoïde  est  symétrique  par  rap- 
port à  ce  plan  ;  pour  cela  il  f^t  et  il  suffît  que  l'équation  (2) 
ne  change  pas  quand  on  y  change  Z  en  —  Z,  ce  qui  suppose 
qu'elle  manque  des  termes  contenant  Z  au  premier  degré;  la 
condition  nécessaire  et  sufDsantc  est  donc  qu'on  ait  i  la  fois 
P=OetQ=0,  oubien 

ïti.yî=:0       et       Sirw3  =  0. 
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Si  à  ces  deui  équations  on  ajoute  la  condition  K^Zmxy=0, 
les  trois  aies  coordonnés  seront  les  aies  principaux  de  l'elUp- 
soïde. 

247.  Supposons  en  second  lieu  qu'on  ait  seulement  l'une 
des  trois  &s^lilés  P=0,  0=0,  R=0, 
mais  que  le  centre  de  gravité  G  dtt  so-  [ 

Ude  soit  contenu  dans  l'un  des  plans 
coordonnés;   qu'on  ail,  par  eiemple,      -, 
P:=2nii/ï=0  et  lmy  =  0;  l'axe  OZ      ' 
sera  alors  axe  principal  pour  un  certain       y  " 
point  0*  de  sa  dirccUon.  V 

Faisons  OC  =  h,  et  transporlons  le  '^'  *^ 

plan  YOX  parallèlement  à  lui-même  en  Y'O'X';  prenons  OT', 
OY',  OZ'  pour  nouveaux  axes  coordonnés.  Les  deux  coor- 
données X  et  tf  ne  varieront  pas  quand  on  passera  d'un 
sjsième  d'axes  à  l'autre;  la  coordonnée  z  seule  variera,  et 
deviendra  %'^s  —h. 

On  aura  donc 

^  Snii/j'  -I-  ASmjr  =  ZKyt' 

et  par  conséquent  Sfntfx'  =  0. 
Hais  on  a  aussi 

Smxx  =  '^tx\y+k)  =  Zma' -I- ASmc 

£fnx  est  égal  au  produit  Mx,,  de  la  masse  totale  M  par  l'ob- 
scissc  Xj  du  centre  de  gravité.  La  quantité  h  étant  arbitraire, 
on  peut  en  disposer  de  manière  que  la  différence 

soit  égale  à  zéro;  il  sufGt  en  effet  de  prendre 


cette  valeur  de  h  détermine  un  point  0*,  pour  lequel  on  aura 
à  la  lois 
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et  pour  lequel  l'axe  OZ  sera  par  coaséqueDl  un  axe  principal 
d'inertie  (g  246). 

En  général,  la  condition  pour  que  Taxe  OZ  soit  principal 
en  l'un  C  de  ses  points,  est  qu'on  puisse  déterminer  la 
distance  00'^  h,  de  manière  fa  annuler  les  deux  sommes 
2mx  (»  —  h)  et  ïmy  (a  —  fc)  ;  ce  qui  exige  qu'on  ail  à  la  fois 

Smx*  —  hlmx  =  0, 
Smyi  —  A£injf  :=  0; 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  h, 

Smxtlmjr  —  Ifnj(a£)iiz  =  0. 

Quand  Taxe  OZ  est  principal  pour  le  point  0,  et  qu'il  con- 
tient le  centre  de  gravité  G  du  solide,  il  est  principal  pour 
l'un  quelconque  de  ses  points. 

En  effet,  on  a  alors  à  la  fois  les  équations 
Snyï  =  A,       Zmxs  =  0, 

de  sorte  que  si  l'on  déplace  le  plan  YOX  d'une  quantitéOO'=k, 
ce  qui  n'altère  pas  les  coordonnées  x  et  y,  mais  ce  qui  change 
»  en  z'=>  —  h,  les  sommes  Smjfx',  Zttuaf,  respectivemoit 
égales  à 

Zmy  (x  —  A  ;  s  Sm  jn  —  Aai^, 
Xmz  (x  —  A)  =  Ziiu>  ~  lUmz, 

seront  encore  nulles. 

Les  conditions  qui  font  de  OZ  un  axe  principal  au  poiDl  0* 
sont  donc  remplies  quel  que  soit  h,  c'est-à-dire  pour  tous  les 
points  de  la  direction  de  cet  axe.  On  dit  alors  que  OZ  est 
un  axe  naturel  ^mérite  :  dénomination  qui  sera  justifiée  plus 
loin. 

L'ellipsoide  d'inertie  construit  au  centre  de  gravité  {rend 
le  nojn  à'ellipsoide  central. 
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248.  La  délermination  des  moments  d'inertie  des  solides  est 
ramenée  (g  242)  à  la  recherche  des  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  B, 
relatives  à  trois  axes  coordonnés.  On  a  vu  ^  339)  comment  on 
ramenait  la  recherche  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  un 
aie  quelconque  à  la  recherche  analogue  par  rapport  k  un  axe 
parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité.  Si  on  mène  trois 
axes  rectangulaires  par  le  centre  de  gravité,  et  qu'on  déter- 
mine les  sommes  A,  fi,  C,  P,  Q,  R  correspondantes,  on  saura 
en  déduire  le  moment  d'inertie  pour  un  axe  quelconque. 

On  simplifiera  les  opérations  en  prenant  pour  axes  coordon- 
nés les  axes  principaux  du  solide  en  son  centre  de  gravité; 
mais  il  n'est  pas  toujours  aisé  de  les  déterminer  à  priori. 

Quand  il  y  a  symétrie  du  solide  par  rapport  à  un  plan,  ce 
plan  est  nécessairement  principal  dans  l'ellipsoïde  central 
d'inertie  ;  on  sait  d'ailleurs  qu'il  contient  le  centre  de  gravité 
du  solide.  Si  un  solide  est  symétrique  par  rapport  à  deux 
plans  qui  se  coupent  sous  un  angle  difrérent  de  l'angle  droit, 
on  peiil  trouver  d'autres  plans  de  symétrie  passant  tous  par 
l'intersection  des  deux  premiers,  et  Vellipsoide  centrai  est  de 
réfolulion  autour  de  celte  intersection.  Par  exemple,  un 
prisme  droit  homogène  ayant  pour  base  un  polygone  régulier, 
a  pour  ellipsoïde  central  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe 
est  parallèle  aux  faces  latérales  du  prisme.  Ca  polyèdre  régu- 
lier homogène  a  pour  ellipsoïde  central  une  sphère. 

Les  sommes  A,  B,  C,  P,  Q,  R  se  déterminent  en  général  par 
les  méthodes  du  calcul  intégral. 

Nous  verrons  plus  loin  comment- on  trouve  empiriquement 
les  moments  d'inertie  des  solides  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition des  machines  ;  enlîn  nous  allons  donner  quelques  exem* 
pies  simples  de  la  reclierche  géométrique  de  ces  quantités. 
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249.  Dans  les  exemples  qui  suivent,  nous  appliqueronsi 
la  recherche  des  moments  d'inertie  des  corps  solides  homo- 
gènes le  principe  de  la  similitude  géométrique. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  lortqu^on  altère  dmt  m 
même  rapport  les  distances  à  Vaxe  de  rotation  de  tous  lespointi 
matériels  qui  composent  un  système  solide,  sans  en  changer  la 
masses,  le  raijon  de  ^traftori  du  solide  correspondant  A  cet  axe 
est  augmenté  dans  ce  même  rapport.  L'application  de  cette  re- 
mar({ue  foui-nit  presque  immédiatement  un  certain  nombre 
de  moments  d'inertie. 

Prenons  pour  exemple  une  barre  droite  homogène  AB,  d'é- 
paisseur très  petite;  appelons  £  son  rayon  de  giration  par 
rappoità  un  axe  perpendiculaire  à  sa  direction,  mené  parsoa 
centre  de  gravité,  C. 

le  point  C  partage  la  droite  AB  en  deux  parties  égales; 

chaque  moitié  AC,  CB  peut  être  considérée  comme  la  droite 

entière  qu'on  aurait  comprimée  uui- 

r  ■        ■_; ,-=^JJ     forraémenl  dans  le  rapport  de  2  à  1. 

Fie  ji*.  ^  remarque  précédente  est  donc  ap- 

plicable à  chacune  de  ces  parties,  et 
le  rayon  de  giration  des  deux  tronçons  par  rapport  à  kura 

milieux  respectifs,  D  et  E,  est  égal  à  x- 

I     Soit  H  la  masse  entière  de  la  barre;  ^  sera  la  masse  de 

chaque  moitié.  Le  moment  d'inertie  tolal  sera  MK';  le  mo- 
ment d'inertie  de  AC  par  rapport  à  son  centre  de  grafitè 

D  sera  âX-j'  ^t  par  rapport  au  point  C  il  sera  égal  à 
ôf-T+DC'])  en  vertu  du  théorème  du  g  259;  il  enestde 
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même  du  moment  d'iacrlie  de  CB  par  rapport  au  poiat  C,  et 
on  aura  l'équalion  , 

■»'='K(?+^)]-»(?-«")-     -^ 

Donc 
et  .        .         ■ 

DG  est  le  quart  de  la  longueur  L  de  la  barre  «nti6rc  ;  41)C*  est 
égal  à  j,  et  enfin 

-S- 

ou  bien 

1 

.    .  *^sv/3" 

Si  f  est  le  poids  de  la  barre  par  unité  de  longueur,  H  sera 
égal  à  ^,  et  le  moment  d'inertie  I  par  rapport  h  une  normale 
passant  par  le  point  G.aura  pour  valeur 

Pour  aToir  le  moment  d'inertie  l'  de 
la  barre  par  rapport  à  un  axe  0  normal  à 
sa  direction,  mais  ne  passait  pas  par  son 
point  milieu,  on  appliquerait  encore Je 
théorème  du  g  239  et  on  aurait 

l'  =  I  +  Mx5P 
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NOMBin  D  ntmiK  du  pbishi  RECTinGDLiniK  DBoir  PAH  umn  i 

DUS  FABAU^  AUX  IRtTKS  HEKÉE  PUl  LB  CEHTHB  SB  fiHÂVIli 

350.  Soient  AfiCD  la  base  du  prisme,  0)a  projection  del'iu 

par  rapport  auquel  on  demande  le  moment  d'inertie  I. 

Par  la  droite  0  menons  deux  plans  HN,  PQ,  parallëlemoit 

aux  faces  AB,  BC.  Ces  plans  partagent  le 

prisme  en  quatre  prisme  rectangubires 

'  égaux,dontchacunpeutétreregardécoinme 

■  dérivé  du  prisme  total  par  une  rëdaclion 

de  ses  dimensions  perpendiculaires  &  l'aie 

0,  dans  le  rapport  de  2  à  1.  Si  le  rajonde 

giration  du  prisme  total  est  K  par  rapport 

■  "■  &  Taxe  0,  le  rayon  de  giration  de  diaque 

prisme  partiel  sera  ■=  par  rapport  à  l'axe  parallèle  passiol 

par  te  milieu  de  sa  diagonale.  Soit  donc  H  la  masse  totale  dn 

prisme  donné  ;  la  masse  de  ctiaque  prisme  partiel  sera  7  ;  le 

moment  d'inertie  de  l'un  de  ces  prismes,  ÂMOP,  par  rapport 

i  l'axe  (y,  sera  rx(q)  t  et  par  rapport  à  l'axe  0, 

îx(î)'+"=<53'- 

Four  passer  de  Ik  au  moment  d'inertie  cherché,  U  suffit  de 
quadrupler  ce  résultat;  on  obtient  l'équation 

iii»=iix(|y+iixôo^, 
ou  bien 

donc 

£»=jx5(P». 
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Hais  00*  élant  le  quart  de  ta  diagonale  AC,  40(7*  est  égal 

,  ÂC'     , 

a  -?-,  et  par  suite 


«  — i<JS 

La  barre  que  nous  examinions  tout  &  l'heure  est  assimi- 
lable à  un  prisme  rectangulaire,  dont  on  réduirait  indéfiiii- 
ment  l'épaisseur  AB  ;  à  la  limite  la  diagonale  AC  devient  égale 
i  ta  longueur  BC,  et  l'on  retombe  sur  la  formule  déjà  trouvée. 

251 .  Soient  il,  6,  e,  les  trois  arêtes  du  prisme  rectangu- 
laire, ou  du  parallélépipède  rectangle.  Le  rayon  de  giration 
par  rapport  à  l'axe  mené  par  le  centre  de  gravité  perpendicu- 
lairementà  la  faceax^  sera 


9^ 

par  rapport  à  l'axe  mené  perpendiculairement  à  la  face  axe, 


=— ,  et  par  rapport  à  l'axe  perpendiculaire  h  la 


solide  est  axbxe,  et  si  p  est  son  poids 

spécifique,  sa  masse  est  ^ 

Les  trois  moments  d'inertie  principutu;  (g  244)  sont  doue 
respectivement 


HoniTT  DmnTii  du  hiishb  droit  niuiiGnuiiiB. 

252.  La  même  méthode  s'applique  au  prisme  droit  homo- 
gène à  base  triangulaire  ABC,  et  fait  connaître  le  moment 
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d'inertie  par  rapport  à  la  parallèle  aux  arêtes  latérales  menée 

par  le  centre  de  gravité,  G,  de  la  base. 
Le  point  G  est  l'intersection  commune  des  trois  médianes, 
Aa,  ib.  Ce  du  triangle  ABC.  Les  plans 
menés  parallèlement  aux  arêtes  lalê- 
raies  par  les  droites  c6,  ae,  ab,  parla- 
gent  le  prisme  donné  en  quatre  pris- 
mes Acb,  Cab,  Bac,  abe,  égaux  entre 
eux,  et  qu'on  peut  regarder  comme 
dérives  du  prisme  donné  par  tute 
réduction  de  moitié  des  dimen- 
sions latérales.  Si  K  est  le  rayon 
de  giration   du  prisme   total  par 

rapport  à  Taxe  G,  %  sera  le  rayon  de  giration  des  prismes 

partiels  par  rapport  aux  axes  <r>  /,  9"  et  G.  La  masse  H  do 
prisme  total  étant  partagée  également  entre  les  quatre  prismes 
partiels,  le  moment  d'inertie  de  l'un  de  ces  prismes  par  rap- 
port à  l'axe  mené  par  son  centre  de  gravité  est  tX-t- 

Les  moments  d'inertie  des  trois  prismes  kd,  Cba,  Bac,  par 
rapport  à  l'axe  G,  sont  donc  égaux  respectivement  à 


K  . 


{xÇ  +  JxCP. 

JxÇ  +  ïxGS^. 

Les  centres  de  gravité  du  triangle  total  ABC  et  dn  triangle 
central  abc  coïncidant  au  point  G,  il  n'y  a  qu'à  ajouter 

ces  trois  premiers  moments  pour 


M      K'       , 

j  X  X  *  "  somme 

avoir  le  moment  total  HE*. 
Donc 


■p = M  ç + J  (B? + ^ + e?»). 


.y  Google 


on  bien 
cl 


Mais  Ggest  le  fiers  de  la  médiane  entière  Ao;  le  carre ^*  est 
le  neuvième  du  carré  Âô*.  De  même  G^* ,  ^'*  sont  ('gaux 
à  la  neuvième  partie  de  Bfr*)  €c*,  et  l'on  a  en  définitive 

K»=:^(Âô'  +  BÎ'-[-Cc'),  et  coiçme  dans  un  triangle  la 
somme  des  carrés  des  médianes  est  égale  aux  7  de  la  somme 

des  carrés  des  cAtës,  on  a  aussi  K*  =  7Tj(AB*+BC*+Â(i*}> 

On  pourra  calculer  à  l'aide  de  cette  formule  le  moment 
d'inertie  d'un  prisme  triangulaire  droit  par  rapport  h  l'axe 
qui  passe  par  les  centres  de  gravité  de  ses  bases.  Tout  prisme 
est  décomposable  en  prismes  triangulaires  :  sachant  passer 
du  moment  d'inertie  autour  d'une  droite  au  moment  d'inertie 
autour  d'une  parallèle  b  cette  droite,  on  saura  calculer  le 
moment  d'inertie  de  tout  prisme  droit  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  mené  parallèlement  aux  arêtes  latérales. 


CTLINDBK    DBOTT   A    BASE   anCDUIIlK. 

253.  La  même  méthode  un  peu  modifiée  s'applique  encore 
à  la  recherche  du  moment  d'inertie  du  cy- 
lindre homogène  droit  à  base 'circulaire  par 
rapport  à  son  axe  de  figure. 

Soit  OA=R  le  rayon  du  cylindre.  Nous 
pourrons  représenter  le  rayon  de  giration,  K, 
par  une  certaine  fraction  du  rayon  R  et  poser 
K=Ra.  En  effet  si  l'on  augmente  ou  si  l'on         '*■  ™- 
diminue  dans  un  certain  rapport  les  dimensions  du  cylindre 
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perpendiculaires  à  Taxe,  le  rayon  àe  giration  augmente  ou 
diminue  dans  le  même  rapport  ;  il  y  a  donc  entre  le  rayoo 
du  cylindre  et  le  rayon  de  giration  un  rapport  constant  que 
nous  pouvons  représenier  par  a. 

La  question  est  ramenée  à  déterminer  ce  nombre  a;  ponr 
cela  nous  examinerons  comment  varie  le  moment  d'inertie 
du  cylindre  lorsqu'on  y  ajoute  une  coucfae  cylindrique  infini- 
ment mince,  do  manière  à  porter  son  rayon  de  la  valeur 
OÂ=Rà  la  valeur  OA'^K+iiR,  sans  changer  ni  la  hauteur 
H,  ni  le  poids  spécifique  p  du  solide. 

.Le  moment  d'inertie  I  du  cylindre  OA  est  égal  à 

I  =  ?  X  nR»H  X  K*  =  £  X  «E»H  X  RV. 


£  itR»H«». 
S 

Le  moment  d'inertie  I  +  cfl  du  cylindre  OA'  sera  de  même 
donné  par  la  formule 

1+ dl  =  2  «(R  +  <iIl)*H«»  =  I  ,tH*B.* -t-  ^  «R»H«WH. 

La  ditïéreoce  dl  représente  le  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  l'axe  0  de  ta  couronne  cylindrique  annulaire  comprise 
entre  les  cercles  OA  et  OA'  ;  elle  a  pour  volume  SicRHiffi,  pour 

masse  -  X  SxRIldR,  et  tous  ses  points  sont  à  la  distance  R 

de  l'axe  0  ;  te  moment  d'inertie  de  cette  couche  est  ^  à 

9 
et  on  a  pour  déterminer  a  la  relation 
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Le  rajOD  de  giratioo.  du  cylindre  est  donc  égal  au  pro- 
duit du   rayon  OA.  par  -^t  et  le  moment  d'inertie  h 

Le  moment  d'inertie  d'une  couche  annaldre  comprise  entre 
deux  surfaces  cylindriques  concentriques,  dont  les  rayons 
sont  R,  et  B,  est  la  difTérence  des  moments  d'inertie  des  cylin- 
dres pleins  limités  à  ces  deux  surraces  : 


•!,' 


CAHB  Mt«T  À  Bin  OIRCtUIttE. 


254.  Soit  S  le  sommet,  SO  l'axe,  AB  la  base  d'un  cAne 
droit  homogène  b  base  circulaire.  Coupons  le  solide  par  une 
infinité  de  plans  infiniment  voisins,  qui  le  partagent  en 
tranches  qu'on  peut  regarder  comme  cy- 
lindriques. Soit  cbb'<f  une  tranche;  le 
moment  d'inertie  de  cette  tranche  par 
rapport  à  l'axe  SO,  est,  d'après  la  formule 
du  cylindre,  égal  à 


E  X  bÔJ'x  a*',' 


Le  moment  total  cherché  est  la  somme  '' 

de  tous  ces  moments  partiels,  et  l'on  aura  par  conséquent 

1=1  |xbï(Ô?Xm'). 

Hais  les  triangles  Sab,  SOA  donnent  la  proportion  ât  =  ôx  - 

Appelons  R  le  rayon  OAde  la  base,  H  la  hauteur,  x  la  distance 
Sa  de  la  tranche  considérée  au  sommet  S,  et  x  -h  dx  la  dis- 
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'[once  Sa'.  Nius  pourrons  remplacer  ofr  par  sa  valeur  -n- ,  ha' 
p&r  dx,  et  l'éqaation  précédente  deviendra 


5  g 

Le  rayon  de  giratiop  du  cône  par  rapport  &  son  aie  est 


KOHEKT  D  IKERTIR  M  U  SPflfinE  ROMOfiiltE  PAR  BATPORT  A  DH  DlUtTRE. 

353.  Le  moment  d'inertie  I  de  la  sphère  homogène  par  rap- 
port &  un  diamètre  est  le  même  quel  que  soit  le  diamètre  con- 
sidéré. Cette  remarque  permet  de  ramener  la  recherche  dn 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre  h  coïle  du  MO- 
ment  d'inertie  par  rapport  au  centre  (g  241). 

Henons,  en  effet,  farois  axes  rectangulaires  par  te  centre  de 
la  sphère ,  nous  aurons  les  égalités 

l=an[»»H-ï*)  =!»•(*'  +  *•)  =  !"(*• +  »^. 

Doilc  le  moment  d'inertie  ï  est  le  tiers  de  la  somme  des  Irais 
sommes  indiquées,  et  par  suite 

I=|l[«(«»  +  ï»)  +  m(if«  +  >*) +«.!«• +  »«]) 

=  |a«(H+ï«  +  >')  =  |xm(«*  +  ï«  +  »»]. 

Cette  dernière  somme  est  ce  que  nous  avons  appelé  par  ans* 
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DHIBRTIE.  «V 

logie  le  moment  ^inertie  de  la  tphère  par  rapport  à  son  ven&e. 
Représentons-la  par  la  lettre  V.  Naus  aurons 


La  quantité  Y  est,  quel  que  soit  le  système  dont  il  s'agisse, 
homogène  aux  momenis  d'inertie  proprement  dits,  et  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme  Mu*  du  produit  de  la  niasse  entiârc 
du  système  par  le  carré  d'une  ligne  u,  qui  jouera  un  rôle  ana- 
logue à  cflui  des  rayons  de  giration.  Si  l'on  multiplie  par  un 
même  nombre  toates  les  i^mensiotts  du  Système,  la  longueur  u 
sera  multipliée  par  ce  même  nombre.  Pour  la  sphère,  nous 
sommes  certains  d'avance  que  u  est  dans. un  rapport  con- 
stant avec  son  rayon  B,  et  nous  représenterons  la  longueur 
H  par  It:  produit  Ra,  a  étant  un  nombre  constant  k  détermi- 
ner, n  en  résulte 


Ajoutons  à  la  sphère  une  couche  sphérique  homogène,  in- 
finiment mince,  qui  porte  son  rayon  de  R  à  B  -l-  dR;  la  nour 
Telle  quantité  V  -t-  dV  sera  donnée  par  la  même  formule  : 

V -f  iï  =  Jx  I X  .t(ti +<»)•«•=  5  J  «'(R' -»- Mwa). 

Retranchant,  il  vient 

d?=?x2„ia*dB. 
3      g 

Hais  dV  n'est  autre  chose  que  le  produit  de  la  tnasse  de  la 
couche  additionnelle  par  le  carré  R'  de  la  dislance  de  chacun 
de  SCS  points  au  centre  ;  on  a  donc 

rf¥=£x*«BWRxR», 

a 
et  a  est  donné  par  l'équation 

5   j  g 

3 
qui  se  réduit  i  a' =- p. 
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U  masse  totale  de  la  sphère  H  s|  ^vR*. 

Le  rayon  de  giration  de  la  sphère  par  rapport  à  ud  quel- 
conque de  ses  diamètres  est  par  conséquent 


mm  D'ntzEin  d'dh  nupsoïnt  boêmUxè. 


256#  1'  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  le  moment 
d'inertie  d'un  cylindre  homogène  d'une  hauteur  inGnimeiil 
petite,  ayant  pour  base  une  ellipse 
NPNT',  par  rapport  à  l'un  PP*  des 
axes  principaux  de  la  base. 

Du  point  H  comme  centre,  avec  le 
demi  grand  axe  UN  pour  rayon,  décri- 
vons une  circonférence  NQN'Q',  et 
supposons  que  cette  circonférence 
serve  de  base  à  un  cylindre  homo- 
gène, de  même  hauteur  el  de  même 
poids  que  le  cylindre  elliptique. 
Soit  UN ^n,  MP  =  n',  les  demi-axes  de  l'dlipse.  Le  rayon  du 
cylindre  circulaire  sera  n,  et  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  l'axe  Uj  normal  au  plan  de  la  figure,  sera,  comme  nous 

l'avons  vu,  Uxth'  (§  255). 

La  hauteur  du  cylindre  étant  infiniment  petite,  toutes  les 
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masses  qui  le  composent  peuvent  âtre  regardées  comme  si- 
tuées dans  le  plan  de  la  base,  et  le  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'axe  projeté  en  M  est  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  aux  droites  rectangulaires  HN,  MQ  ;  car 
si  l'on  considère  un  élément  de  masse  quelconque  m,  on  a 
mxilm*^mxmL*-H«xmR*.  La  même  égalité  s'étend 
aux  sommes  de  tous  ces  produits  élémentaires.  D'ailleurs,  le 
cercle  étant  symûtrique  par  rapport  à  toute  droite  passant 
par  son  centre,  le  moment  Sm  x  mÏÏ*  est  égal  au  moment 
Zm  X  mL*;  donc  les  moments  d'inertie  du  cylindre  circu- 
laire par  rapport  aux  droites  UQ,  MN  sont  égaux  tous  deux  à 

H  X  s  n*,  moitié  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  pro- 
jeté en  H. 

L'ellipse  massive  NP^P  se  déduit  du  cercle  NQN'Q*  sans  al- 
tération des  masses,  en  réduisant  dans  un  même  rapport  les 
ordonnées  parallèles  à  QQ*  sans  rien  changer  aux  abscisses, 
et,  par  suite,  sans  rien  changer  au  moment  d'inertie  pris  par 
rapport  h  l'axe  QQ'.  Le  moment  d'inerlie  de  l'ellipse  par  rap- 
port à  son  axe  PP*  est  donc  encore  égal  à  H  x  ^  n*,  U  étant 
la  masse  du  cylindre  infiniment  mince  qui  a  cette  ellipse  pour 
base.  Par  analogie  M  x  g  n''  est  le  moment  d'inerlie  du  sys- 
tème par  rapport  au  grand  axe  HN. 

2*  Soit  ABC  l'ellipsoïde  homogène  dont  on  cherche  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
OZ;  appelons  a,  b,  e,  ses  demi- 
axes.  Coupons  l'ellipsoïde  par  une 
infinité  de  plans  parallèles  à  ZOT,  et 
soit  PU.V  l'ellipse  obtenue  par  une 
de  ces  sections,  faite  à  la  dislance 
0Si=3;  du  centre.  Considérons  le 
cylindre  elliptique  qui  a  pour  base 
cette  ellipse,  et  pour  hauteur  la  "''  *"* 

quantité  infiniment  petite  WA'=daf.  Ce  sera  une  tranche 
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élémenfaire  de  IVIlipsoîde.  Prenons  son  momeot  d'ioertie 
par  rapport  i  Taxe  MP  de  la  base.  Nous  aurons  à  appliquer 


Id  n=:UNi  quant  k  U,  on  l'exprimera  par  le  produit 

9 
n'  étant  le  petit  axe  NP  ;  car  -mn'  est  la  base,  dx  la  baulour,  et 
"  la  masse  spécifique  du  cylindre  élémentaire;  le  moment 
cherché  est  donc 

par  rapporti  la  droite  KP. 

Par  rapport  à  l'axe  parallèle  OC,  le  moment  d'incriie  da 
mitoe  cylindre  est 

et  enfin,  le  moment  dierché  C  est  l'intégrale  de  tous  ces  mo- 
meal3  élémentaires,  entre  les  limites  x^ — aet«=+a' 

L'ellipse  OAB  ayant  pour  équation 

ji  +  p-*. 
ona 

de  mfime  on  a  dans  l'ellipse  OAC,  h'  ^  c  w  1  — ;. 
Substituant  dans  l'intégrale,  il  vient 

c=jx|x.jr"(,-g)(..-^+.)-.- 


D„tM,Googlt' 
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.  La  qnaDtilè  sous  le  signe  /  est  un  polynôme  entier  dont 
l'int^ration  se  fait  sans  difOculté.  On  trouve  en  déûnitive 


C=.^|x«Xa»*X(a»  +  6»); 


on  trouverait  de  m£me 


"isf- 


s-gttbe  est  le  TOlume.  et  =^  tco^c  la  niasse  de  l'ellipsofde;  les 

3  09 

carrés  des  rayons  de  giration  sont  donc 

g'+t*       f +  t«      t*  +  tf 
6      '  5      '  5      ■ 

par  rapport  aux  axes 

oc,  Oi,  00. 


FBESSI0II3  EXEBCiES  PAR   VS  CORPS  TOaUfAtlT  SUB  805  A\B  DB 

tmaïas.  —  DÉnBimiiTtoH  des  coutosantes  dis  forces  D'inERTiE. 

257.  Le  théorème  de  d'AIembert  ramène  la  recherche  des 
pressions  exercées  par  un  corps  tournant  sur  son  axe  de  rota~ 
tioD  au  problème  analogue  de  statique,  dans  lequel  on  se 
propose  de  déterminer  les  pressions  exercées  par  un  corps  en 
équilibre  sur  un  axe  fixe  autour  duquel  il  est  assujetti  à 
tourner.  {H,  g  89.)  Il  suffit  pour  le  résoudre  de  joindre  les 
forces  d'inertie  aux  forces  données  et  aux  réactions  incon- 
nues de  l'axe,  et  d'exprimer  qu'il  y  a  équilibre. 

La  première  partie  du  problème  est  donc  la  détermination 
des  forces  d'inertie  et  des  moments  de  ces  forces  pour  un 
corps  qui  tourne. 

Soit  OZ  Taxe  de  rotation  {fig.  133)  ;  nous  supposerons  que 
cet  axe  soit  fixé  en  deux  points  particuliers,  0  et  A,  à  une 
distance  OA^n 
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Par  le  point  0,  menons  deux  axes  rectangulaires,  OX,  Oi, 

perpendiculaires  à  l'axe  OZ. 

Soit  H  on  point  quelconque  du  corps  tournant  ;  appelou 

X,  V,  »,  les  coordonnées  de  ce  point,  la 

sa  masse. 

y^  Le  mmiTeinent  du  point  H  s'accom- 

^C/*  plit  le  long  â*une  circonférence  de 

■  cercle  HC,  dont  le  cenire  est  au  point  B, 

pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  da 

T     point  M  sur  l'axe  OZ ,  et  dont  le  plan 

est  parallèle  au  plan  £0Ï.  Pi-oj^ns 

j.   ^„  cette  circonférence  sur  le  plan  XOÎ, 

et  rabaltons  ensuite  ce  plan  sur  le 

plan  du  papier  (fig.  133).  Appelons  u  la  vitesse  angulaire  du 

solide  autour  de  l'axe  OZ;  --n-  sera  l'accélération  angulaire; 

nous  supposerons  que  le  mouvement  s'opère  dans  le  sens 
positif-des  rotations,  c'est-à-dire  dans  le  sens  HC. 

La  vitesse  linéaire  du  point  H  sera  égale  à  ru,  en  appelantr 
la  distance  OH;  l'accélération  tangentielle,  ou  vitesse  de  la 

vitesse,  sera  **  jt*  et  Taccélération  centripète  - — -  ou»*r. 

Donc  la  force  d'inertie  du  point  H  a  pour  cunposante  lao- 
gentidle  dans  le  sens  UD,  opposé  au  mouvement,  le  pro- 

duit  mr  ^,  et  pour  composante  normale,  dans  le  sens 

HE,  le  produit  muV.  Décomposons  diacune  de  ces  compo- 

^  ^  j      santés  parallèlement  aux  axes  OX  et 

\    g'J/  OY,  ce  qui  nous  donnera,  parallële- 

\/|'*,  ment  à  OX,  les  deux  forces  MF,  HK, 

^y  n;ï'|'""        dirigées  dans  le  même  sens,  et  parallè- 

— t  Lp--^  lement  &  OY,  les  deux  forces  HH,  ML, 

T  dirigées  en  sens  contraires.  Ces  cooi- 

Kg.  133.  posantes  sont  faciles  à  calculer.  Les 

tdangles  OPM,  UDF,  sont  semblables  comme  ayant  leurs  cA- 

tés  respectivement  perpendiculaires,  et  les  triangles  OPH,  HKE, 
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soat  aussi  semblables  cocome  ayaal  leurs  cAtés  parallUes.  On 
a  doDc  les  proportions  : 

■P  _  PD  _  MD 
iP  ~  iSP  ~  DM' 


m       KB      Mii^ 


fD  =  m  =  mxi 


Donc  la  force  d'inertie  du  point  M  a  pour  composantes, 
parallèlement  à  OX,  la  somme 

el parallèlement  &  0¥,  la  différence 

IIL-U  =  i>ta.^— mx^- 

La  composante  parallèle  à  l'axe  OZ  est  enfin  égale  à  0. 

D6TEB]IIIfi.nOH  SES  MOHEHTS   DES   FOSCSS  s'iHERTIE. 

258.  Lorsqu'une  force  appliquée  au  point  dont  les  coor- 
données sont  X,  y,  »,  est  décomposée  parallèlement  aux  trois 
ues,  et  que  X,  T,  1  sont  ses  composantes,  les  moments  L, 
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H.  N^  de  cette  force  {tar  rapport  aux  axés  soDt  donnfis  pu 
les  formules 

(A)  î      II  =  X»-Zi, 
(     H  =  ï*~Xy. 

Appliquons  ces  formules  à  la  Torce  d'inertie  dont  le  point 
d'application  a  pour  coordonnées  x,  y,  s,  et  dont  les  compo- 
santes parallèlrâ  aux  axes  sont  respectivement 

!=0. 

11  viendra 

t  =  «W»^  — ■M,«)F», 
11=  myi  T-  -|-  mafxt, 

'  Ce  dernier  résultat  nous  était  déji  connu  :  car  le  mo- 
ment N  de  la  force  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  OZ  est  le  pnn 

duit  de  la  composante  tangentielle,  — '"'''X'  par  la  distancer 

de  celte  force  à  l'axe  ;  quant  k  la  composante  normale,  clic 
rencontre  l'axe,  tA  elle  a  un  moment  nul. 

RteucnoM  DKB  rmcEs  d'ikertie  a  une  force  et  a  dh  goupu. 

259.  Après  avoir  opéré  de  même  pour  chaque  point  du  so- 
lide, nous  pourrons  réduire  les  forces  d'inertie  au  moindre 
nombre  possible,  c'est-à-dire  à  une  force  et  à  un  couple.  On 
^-parviendra  en  appliquant  les  règles  posées  dans  la  statique 
(g  65}  pour  la  réduction  des  forces  appliquées  k  un  solide.  Li 
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r€sultanl9  de  tratuïation  a  pour  composantes  parallèles  aux 
axes  les  sommes  algébriques  des  composantes  des  forces 
données  ;  de  même  le  couple  résultant  du  transport  des 
forces  à  l'origine  0  a  pour  couples  composants  autour  de 
chaque  axe  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces 
données  par  rapport  à  cet  axe.  Appliquons  ce  théorème  aux 
forces  d'inerlie,  et  appelons  X',  Y',  Z',  L',  M',  K',  les  compo- 
santes de  la  rèsultanfe  de  Iranslalion  et  du  couple  résultant; 
on  aura  pour  l'ensemble  du  système  solide  les  équations 
suivantes,  où  l'on  a  fait  sortir  des  signes  Z  les  facteurs  com- 
mans  à  tous  les  termes  de  la  somme  : 

ï' =  lï  =  ««ïmi»  —  ^  Biw, 
Z'  =  XZ  =  0, 

1/ ja  XL  =  ^7  ï»ia!  —  u*Iwitf  », 
H' =  ni  =  ^  Imffs  +  ■-•ïmtt, 
Il'=ïS  =  — ^Smr». 

Les  sommes  indiquées  s'étendent  k  tous  les  points  maté- 
riels du  corps  ;  elles  ont  toutes  des  significations  déjà  con- 
nues. 

Z  fflV  est  la  somme  des  moments  des  masses  par  rapport  au 
plan  ZOX;  c'est  le  produit  de  la  masse  entière  du  corps,  H, 
par  l'ordonnée  y,  du  centre  de  gravité.  On  pourra  poser 

De  mfimc 


Les  sommes  Imxt,  Zmys  s'introduisent  dans  la  thiJorie  des 
moments  d'inerlie  (g  242).  Nous  les  avons  représentées  alors 
par  les  lettres  Q  et  P. 

Enfin  £ntr*=^I  est  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rap< 
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port  &  l'axe  fixe  OZ.  Introduisons  ces  notations  dans  le  ta- 
bleau précédeul,  noos  aurons  en  dérmitive  : 


les  deux  premières  équations  peuvent  se  simplifier  en  fai- 
sant passer  le  plan  arbitraire  ZOX  par  le  centre  de  gravilË 
du  solide  ;  il  en  résulte  tf, = 0,  et  par  suite 

X' =!!«.*«„ 


CAS  ot  LES  roRCBB  d'diertib  OKT  CKS  RËSOLTAHIB  tmXKB- 

260.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  des 
forces  appliquées  à  un  solide  aient  une  résultante  unique  est 
exprimée  (II,  g  67)  par  l'équation 

LT  +  MT  +  îl'Z'^O. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi  des  forces  d'inerlie  du  corps  tDu^ 
nant,  il  faut  donc,  en  supposant  que  le  plan  ZOX  contienne  le 
centre  de  gravité,  que  l'on  ait  l'équation 

(ot"-p..)i.....-(pi^+«..).u,g=o 
on  bien 


D„tM,Googlc 


ce  qui  se  réduit  i 


DES  FORCES  D'INERTIE. 


^.(-^)  = 


Le  facteur  H  ne  peut  être  nul.  Le  facteur  tu*  - 


dû.' 


nul  que  si  on  a  constamment  u>=0,  car  alors  -j-  est  aussi 

nul;  mais  dans  ce  cas  le  solide  reste  en  repos,  et  les  forces 
d'inertie  disparaissent.  La  condition  n'est  donc  satisfaite  que 
dans  deux  cas  :  1'  si  a;^  =  0,  c'est-à-dire  si  le  centre  de  gra- 
vité est  situé  sur  l'axe  de  rotation  ;  alors  les  composantes 
r  et  \'  sont  nulles,  et  les  forces  d'inertie  se  réduisent  à  un 
couple  (II,  g  68). 

2"  Si  P:=:0  ;  dans  ce  cas  on  a  en  même  temps  P^O  et 
y,  =0  ;  donc  (g  247 1  l'axe  OZ  est  principal  en  un  point  C, 
dont  la  distance  h  au  point  0  est  donnée  par  l'équation    , 

Les  composantes  et  les  moments  de  la  résultante  des  loi'ces 
d'inertie  sont  alors 

Z'  =  0, 


On  peut  délerminer  le  point  où  la 
résultante  des  forces  d'inertie  perce  le 
plan  ZOX,  conduit  par  l'axe  et  le  centre 
de  gravité. 

Appelons  Ç  et  ï  les  coordonnées  de 
ce  point  dans  le  plan  ZOX.  Appliquant 
les  formules  des  moments  (A),  où  l'on 


'---'  ~f-. 
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«M 

couposinoM 

fera 

x  = 

=1',     ï=ï'.     I 

*= 

=  î,          »  =  !>.         . 

on  devra  avoir 

i/--n, 

«■-ï-l; 

ou  bien 

Q»*  =  H»,':c,  X 

Les  deux  premières  équations  s'accordent  pour  donner 
t=A=ft=oo'. 

ce  qui  nous  montre  que  le  point  cherché  S  est  situé  quelque 
part  sur  la  droile  (VX',  menée  parallèlement  à  l'axe  Oî,  par 
le  point  ty  pour  lequel  l'axe  OZ  est  principal. 
La  troisième  équalion  donne  l'abscisse  du  point  chercfa6  : 
r 

Le  moment  d'inertie  I  autour  de  l'ase  OZ  peut  s'exprimer 
par  MK*,  en  appelant  K  le  rayon  de  giralîon  du  solide  par  rap- 
port h  cet  axe.  Menons  par  le  centre  de  gravilè  G  une  parallèle 
GG'  à  l'axe  OZ,  et  soit  K'  le  rayon  de  giration  du  solide  par 
rapport  à  cette  droite.  Nous  aurons  la  relation  (g  239) 

et  l'abscisse  Ç  da  point  S  sera  égale  à 

K-'  +  i,*  ,  Kt 

La  droite  GG'  coupe  en  un  certain  point  I  la  droite  OS,  cl 
l'on  a  par  conséquent 
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Ce  point  S,  où  passe  la  résultante  des  forces  d'inertie  quand 
l'axe  OZ  est  principal  en  l'un  de  ses  points,  est  appelé  centre 
iepereustion  correspondant  à  cet  axe.  Il  a  des  propriétés  mé- 
caniques que  nous  étudierons  plus  loin. 

La  résultante  des  Torces  d'inertie  étant  contenue  dans  le  plan 
X'O'Y',  les  moments  de  cette  résultante  par  rapport  aux  nou- 
veaux axes  CKX',0¥'  sont  nuls.  11  en  est  ainsi  dés  que  l'axe 
tournant  O'Z  est  principal  au  point  (V.  Car  celte  hypothèse 
annule  les  moments  L'  et  M',  puisqu'elle  rend  les  sommes 
Xmfi,  Imyt  égales  à  zéro. 


beceekœes  des  pbebbiohs  eibeicëeb  par  le  corps  touaniht  sdr 
l'axe  fixe. 

261.  Rerenons  à  la  question  posée  dans  le  g  257.  Soient 
F  et  P  les  réactions  des  deux  points  fixes  0  et  A  ;  décomposons 
ces  deux  forces  parallèlement  aux  axes,  ce  qui  nous  donne 
les  composantes  X„  Y^,  Z^  pour  la  première,  et  X,,  T,,  Z^  pour 
la  seconde. 

Appelons  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la 
résultante  de  translation  des  forces 
extérieures  appliquées    au  solide,  et 
L,  H,  N  les  moments  par  rapport  aux 
mêmes  axes  du  couple  résultant  que  ^ 

l'on  obtient  en  transportant  toutes  les      ^, 
forces  parallèlement  &  elles-mêmes  au  jz, 

point  0.  Continuons  à  représenter  par  {  .^ 

X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la  résul-  /  '>■',      ^ 

tante  de  translation  des  forces  d'iner-     /■' 
lie,  et  par  L',  H',  N',  les  moments  du      ' 
couple  résultant  de  ces  forces;  nous  '^'°' '* 

aurons,  en  vertu  du  théorème  de  d'Alcmbcrt,  les  six  équa- 
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tions  suivantes,  analogues  aux  six  équations  du  g  89  de  la  sta- 
tique, dont  elles  ne  diffèrent  que  par  l'adjonction  des  forces 
d'inertie  : 

X  +  X'  +  X,  +  X,  =  0, 

T  +  T'  +  T,  +  T,  =  0, 

Z  +  Z'  +  Z,+Z,  =  0, 

1  +  L'  — T^  =  0. 

H+a'+x^=o, 

K  +  B'=0. 


1  X',  Y',  Z',  L'  H',  N',  par  leurs  valeurs  prises 
dans  le  tableau  (B)  du  g  259,  et  nous  aurons  pour  déterminer 
les  inconnues  le  groupe  des  six  équations 


(1) 

x+"»,i^  +  "»,«'+i,+x.=(i. 

l»l 

H.»!,„<-lli,^  +  T,  +  ï,  =  0, 

PI 

Z-f  I,  +  Z,  =  0. 

(»1 

i.+qJ-p.'-V=». 

») 

ll  +  P^  +  Q»'  +  V  =  o, 

m 

1.-1^=0. 

L'équation  (6)  ne  contient  pas  les  composantes  des  réactions 
inconnues,  et  ne  peut  servir  à  les  déterminer.  Elle  définit  le 
mouvement  du  solide,  en  faisant  connaître  son  accélération 

angulaire,  t-  =-=-. 

C'est,  sous  une  autre  forme,  l'équation 

<u.  _  ^W 

dt  ~    i    ' 
obtenue  au  §  235. 

Les  équations  (4)  et  (5)  font  connaître  les  composantes  S, 
et  Y,  de  la  réaction  du  point  A.  Substituant  les  valeurs  de  ces 
composantes  dans  (1)  cl  (2),  on  en  déduira  les  composantes X, 
et  ï^  de  la  réaction  du  point  0.  Enfin  l'équalion  (3)  donnela 
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somme  Zj  +  Z,  des  composantes  des  deux  réactions  soivant 
l'aie  OZ  sans  les  distinguer  l'une  de  l'autre;  l'équilibre  du 
solide  présentait  la  même  particularité.  (Il,  g  89.) 

262.  Bemarques.  —  1*  Supposons  que  le  corps  solide  ne 
soit  sollicité  par  aucune  force  donnée,  de  sorte  qu'on  ait 
X=Y=Z=0,  L  =  M  =  N  =  0.  Dans  ce  cas  l'équation  (6)  se 

réduit  à  -^  =  0,  ce  qui  indique  que  la  vitesse  angulaire  u  est 

constante.  Les  équations  qui  déterminent  Xj,  S,,  ¥,,  T,,  de- 
viennent 

■«,ô^  +  Xi  +  X,  =  0, 

■Si-^  +  ïi +  ?»  =  <>. 

p««+V  =  ''. 

Elles  donnent  les  réactions  de  l'axe  qui  font  équilibre  aux 
force»  eentrifttgeê,  car  l'équation  -n  =  0  réduit  à  zéro  les  com- 
posantes tangentielles  des  Torces  d'inertie. 

2*  Les  deux  composantes  X,,  Y,  sont  nulles  quelle  que 
soit  la  vitesse  angulaire»,  si  l'on  a  àlafoisP^O,Q=0,c'est- 
h  aire  si  F  axe  01  est  principal  au  point  0  (g  246). 

5*  Les  quatre  composantes  X^,  ï^,  X,,  Y,  sont  nulles  quelle 
que  soit  la  vitesse  u,  si  Ton  a  à  la  fois  P=:0,  Q  =  0,  «,^0, 
jf,  =  0,  c'est-à-dire  si  l'axe  OZ  est  un  axe  prindpat,  et  lil  con- 
tient le  centre  de  gravité  du  aoHde;  on  sait  qu'alors  l'axe  UZ 
est  principal  en  tous  ses  points  (g  247). 

Dans  le  premier  cas  (2"),  la  rotation  se  continuera  indéfini- 
ment autour  de  l'axe  OZ  avec  une  vitesse  constante  u,  pourvu 
que  le  point  0  soit  fixe;  on  peut,  en  effet,  supprimer  la  fixité 
du  point  A,  puisque  ce  point  n'a  i  supporter  aucune  pression. 
Dans  le  second  (5"),  la  rotation  se  continuera  indéOniment  au- 
tour de  l'aie  OZ  bien  que  cet  axe  n'ait  aucun  point  fixe.  C'est 
pour  cela  qu'on  appelle  axenaturel  de  rotation  tout  axe  OZ  qui 
est  principal  en  tous  ses  points,  ou  tout  axe  principal  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité. 
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Les  composantes  Z^  et  Z,  dont  nous  avons  fait  abstracli<Hi 
ne  changent  rien  à  ces  résultats.  Car  puisqu'on  a  Z  ^  0,  on  a 
aussi  Z,  +  Z,  =  0  en  vertu  de  l'équation  (3) ,  condition  satis- 
faite en  posant  Z,:^  0,  Z,  =  0.  Dans  le  premier  cas,  la  suppres- 
sion du  point  fixe  A  entraine  la  condition  Z,  ^  0  ;  donc  Z,  est 
nul  aussi.  Le  mouvement  uniforme  de  rotation  pourrait  dans 
le  premier  cas  (2")  se  prolonger  indéfiniment  autour  de  l'axe 
OZ  avec  un  seul  point  fixe  0,  malgré  l'aclion  d'une  force  pxlé- 
rieurc  Z  agissant  dans  la  direction  de  cet  axe  :  le  point  6xe 
développerait  en  effet  une  réaction  Z^,  égale  et  contraire  à  Z, 
et  qui  ne  modifierait  en  rien  la  rotation. 

Dans  le  second  cas,  où  il  n'y  a  aucun  point  fisc,  il  est  né- 
cessaire que  Z  soit  nul,  et  les  composantes  Z^  et  Z,  sont  nulles 
séparément. 

4'  Supposons  que  sans  avoir  à  la  fois  P^O,  Q=0,  et 
sans  fixer  d'autre  point  que  le  point  0,  on  vcuitle  néanmoins 
entretenir  un  mouvement  de  rotation  uniforme,  avec  une 
vitesse  u  autour  de  l'axe  OZ.  On  aura  à  satisfaire  aux  con< 
ditions 


ce  qui  entraîne  d'abord  N=:0  :  par  suite  le  couple  rësulliBt 
des  forces  extérieures  est  parallèle  à  l'axe  OZ.  Ou  déterminera 
la  résultante  de  translation  et  le  couple  résultant  des  forces 
extérieures  au  moyen  des  équations  : 

X  +  1I*,««  +  X,  =  0, 
î  +  HSio-'+ïi-O, 

z-i-z,=o. 


Qn  pourra  faire  X  =  0,  Y=0,  Z=0,  ce  qui  revient! 
réduire  les  forces  extérieures  a  un  couple,  qui  sera  situé  dans 


Digtizea  .y  Google 


SDH  L'AXE  DE  ROTATIOD.  <SS 

un  plan  parallèle  à  Taie  de  rolation,  et  qui  aura  pour  pro- 
jections sur  les  plans  ZOY  et  ZOX  les  couples  dont, les  mo- 
ments  sont  Pu*  et  — Q<i>*.  La  charge  du  point  fixe  0  sera 
la  résultante  des  forces  —  X,  =  Ma!,u*,  et  — Y,  =  Mî;,w'i' 
cette  chaîne  est  nulle  si  Xj^O  et  !fi=0,  ou  si  le  solide  est 
centré. 

Far  conséquent,  on  peut,  en  appliquant  &  un  solide  un  couple 
convenable,  maintenir  indélîniment,  sans  aucun  point  fixe,  la 
rotation  uniforme  de  ce  solide  autour  d'un  axe  quelconque 
it  par  son  centre  de  gravité. 


APPUCITIOH   AUX  HGOIXa  DE  HOtLEl. 

263.  La  meule  mobile  des  anciens  moulins  offre  l'exemple 
d'un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe  auquel  il  n'est 
ratlaché  que  par  un  point. 

Les  grains  de  blé  qu'il  s'agit  de  convertir  en  farine  passent 
entre  la  meule  fixe,  ou  meule  donnante,  et  la  meule  mobile; 
ils  s'engagent  h  la  fois  dans  les  stries  pratiquées  sur  les  deux 
surfaces,  et  le  mouvement  communiqué  à  l'une  d'elles  suDît 
pour  produire  l'écrasement.  Si  la  meule  mobile  était  liée  in* 
Tariablementà  l'axe  de  rotation,  le  travail  de  la  mouture  se- 
rail  très  inégal;  les  grains  de  petite  dimension  échapperaient 
h  l'écrasement  dans  l'intervalle  uniforme  des  deux  meules.  On 
obtient  un  meilleur  résultat  en  laissant  à  la  meule  mobile  la 
liberté  d'osciller  autour  de  son  point  d'attache;  mais  l'oscilla- 
tion qu'elle  prend  doit  rester  très  faible.  Pour  cela,  on  fait  en 
sorte  que  l'axe  de  rotation  soit  un  axe  principal  au  point  d'at- 
tache ;  alors  la  rotation  uniforme  tend  à  persister  indéfini- 
ment sans  intervention  de  forces  extérieures.  11  faut  donc 
qu'on  aitP  =  0,  Q  =  0,  par  rapport  aux  axes  passant  par  le 
centre  de  suspension.  La  meule  étant  centrée,  si  ces  condi- 
tions sont  remplies  pour  un  point  de  l'axe  de  rotation 
OZ,    elles  le  sont  pour  tous  les  autres  points.  Comme 
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P  =  Zmtfi ,  Q  =  7.mxi ,  les  hauteurs  %  des  masses  m  ont 
une  influence  sur  les  valeurs  de  P  et  Q.  Pour  régler  ces 
valeurs  et  les  amener  à  zéro,  on  se  ménage  la  possibilité  de 
faire  varier  la  hauteur  z  pour  quelques  points  au  moins  de 
la  meule  ;  on  réserve  pour  cela  dans  ta  sui  face  supérieure  de 
la  meule,  aux  extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
quatre  cavité  cylindriques  où  s'engagent  des  masses  métal- 
liques mobiles  le  long  d'une  tige  verticale  filetée.  On  peut 
faire  monter  ou  descendre  ces  masses  sans  faire  sortir  le 
centre  de  gravité  général  de  l'axe  de-rotation,  et  de  manière 
à  rapprocher  de  zéro  les  sommes  P  et  Q  qui  varient  avec 
leurs  hauteurs.  On  est  averti  que  le  règlement  est  conve- 
nable par  la  stabilité  du  mouvement  de  la  meule  quand  on 
la  fait  tourner  à  vide.  C'est  une  question  de  tâtonnements. 


NOnVEUEPIT  D  GH  SOUDB  ASStllETn  à.  TODRNER  ACTOUR  O  DK  AIE  HIB 
sons    l'aCHON  d'usé  percussion    inSTANTANÉe. 


264.  Nous  supposerons  que  le  solide  soit  en  repos,  et  qn^il 
soit  assujetti  à  tourner  autour  de  l'axe  OZ,  dont  les  deox 
points  0  et  A  sont  fixes. 

SoientX.T.Z,  les  composantesde  la  percussion  suivant  les 
axes,  et  q,  y;,  C  les  coordonnées  de  son  point  d'application.  Le 
théorème  de  d'Âlembert  étendu  aux 
forces  instantanées  (g  191  )  nous  montre 
qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forcesX,  ¥,  Z, 
et  les  quantités  de  mouvement  finales, 
prises  en  sens  contraire  de  leur  direction 
et  assimilées  h  des  forces.  Les  quantités 
de  mouvement  initiales  sont  toutes 
nulles  puisque  le  solide  part  du  repos. 
La  question  est  ramenée  à  composer 


ng.  ise. 

les  quantités  de  mouvement  des  divers  points  matériels  du 
corps. 
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sons  L'Acnon  d'uhe  percussion.  4» 

Soit  u  la  vitesse  angulaire  commune  è  tous  ces  points.  La 
quantité  de  mouvement  du  point  M  siluè  à  la  distance  MP=r 
de  l'axe,  sera  égale  à  mtùr,  m  étant  la  masse  du  point,  et 
elle  aura  pour  direction  ia  tangeate  MT  au  cercle  NM  que  le 
point  M  décrit.  Elle  a  pour  composantes,  suivant  l'axe  OX, 
~-  mur  sin  a,  e  étant  l'angle  MPN  du  rayon  PH  avec  le  plan 
ZOX,  et  suivant  OY, -f- mur cos S;  sa  composante  suivant 
OZ  est  nulle.  D'ailleurs  rcosO  est  l'abscisse  x  du  point  M,  et 
rsin  0  est  sa  coordonnée  y.  Donc  les  sommes  des  composantes 
parallèles  aux  axes  sont 

X'  =  —  aiSmy,      T'  =  +  uSmx,      Z'  =  0. 

On  peut  remplacer  Imij  par  W»,  et  Zmx  par  Mo,  aetb  étant 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

Les  moments  de  ta  quantité  de  mouvement  MT  sont 
par  rapport  à  l'axe  OX,        —m(i)rcosftX3=:— *»»«», 
parrapportà  l'axe  OY,        — m«rsinOxa  =  — «f*;!», 
par  rapport  k  l'axe  OZ,        mur  x  r^  mwr*. 

Faisant  la  somme  de  ces  moments,  on  aura 


Soient  X,,  Y,,  Z„  les  composantes  de  la  force  instan- 
tanée développée  pendant  la  percussion  par  la  résistance  du 
point  0  ;  X,,  Yj,  Z,,  les  composantes  de  la  Torce  analogue 
développée  par  le  point  A.  Faisons  OA^ft;  nous  aurons  en 
appliquant  le  théorème  de  d'Alembert  les  six  équations 

ï  +  ït  +  ti— -Maso,  Xî  — Zî  +  X*i+Qi»^  =  0, 

Z  +  Z,  +  Z,  =  0,  ï|  — Xfl  — o.Imr»  =  0. 

la  dernière  équation  montre  que  ta  vitesse  angulaire  » 
à  la  fin  de  la  percussion  est  égale  au  moment  de  la  percus- 
sion divisé  par  le  moment  d'inertie. 

Les  deux  équations  précédentes  donnent  les  valeurs  de  X, 
et  Y,  ;  les  deux  premières  font  connaître  X^  et  Y,  ;  et  enfin  la 
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troisième  donne  la  somme,  Z,+Z„  des  réactions  développées 
dans  l'axe  OZ. 

Les  composantes  X^  et  Y,  de  la  réaction  du  point  A  sont 
nulles  quand  on  a  à  la  fois  2mj:j  =0,  Imys^O,  Z=0  et 
;;  =  0,  c'est-à-dire  lorsque  l'axe  OZ  est  principal  au  point  0, 
«t  lorsque  la  percussion  est  située  dans  le  plan  XOY.  Alors  U 
fixité  du  point  A  n'est  pas  nécessaire. 

Si  déplus  onaa:=0,  t^O,  avecX=Y^OetÇ=)i=oo, 
auquel  cas  le  corps  est  centré,  et  la  percussion  est  changée  en 
un  couple  parallèle  au  plan  XOY,  la  fixité  du  point  0  peut 
aussi  être  supprimée;  le  corps  Frappé  par  un  couple  de  forces 
instantanées  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  OZ 
tournera  autour  de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe.  L'axe  OZ 
est  alors  un  axe  naturel  de  rotation. 


PENDULE   COHFOSt. 

265.  Le  pendule  composé  e%l  un  corps  solide  pesant,  mo- 
bile autour  d'un  axe  horizontal  qu'on  nomme  axe  de  <iuj»R- 
■io». 
Soit  0  la  projection  de  l'axe  de  suspension  ; 
G  le  centre  de  gravité  du  corps  ; 
a  la  dislance  OG. 
Par  l'axe  de  suspension,  faisons  passer  un  plan  vcrii* 
cal  AA',  et  un  second  plan  OG,  renfermant 
le  centre  de  gravité  G  du  corps,  et  entraîné 
\g      dans  son  mouvement.  Nous  définirons  la  po- 

Îsition  du  corps  au  moyen  de  l'angle  9  que 
fait  la  droite  OG  avec  la  verticale  montante 
X       OA.  Cet  angle  B  est  compté  positivement  dans 
^    \      le  sens  qui  amène  OA  vers  OG,  ou  dans  te 
/      sens  de  la  flèche  f. 

*,  <n 

Pif.  157.  L'accélération  angulaire  du  corps  est  -rs- 

Nous  l'égalerons  au  quotient  de  la  division  de  la  somme  des 
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moments  des  forces  par  le  moment  d'inertie  I  du  corps  par 
rapport  i  l'axe  0  : 

Jifl  _  SMqF 
dp  ~      l     * 

Les  forces  extârïenros  données  se  réduisent  au  poids  P  du 
corps  appliqué  en  son  centre  de  gravilé  G.  Soit  H  la  masse 
tolale  du  corps;  le  poids  sera  M^,  et  le  moment  du  poids  par 
rapport  à  l'axe  0  sera  le  produit 

quantité  qui  porte  son  signe  avec  elle.  Elle  est  positive  ea 
elTet  si  le  point  G  est  h  droite  de  la  verticale  AA';  en  même 
temps  le  poids  P  tend  k  auginenler  l'angle  0  ;  elle  devient  né- 
gative quand  le  point  G  passe  à  gauche  de  AA',  et  que  le  poids 
P  tend  à  réduire  l'angle  9. 

Le  moment  d'inertie  I  du  corps  par  rapport  à  l'axe  0  est 
égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  mené  par  le 
point  G  parallèlement  à  l'axe  0,  augmenté  du  produit  Ha*. 
Appelant  K  le  rayon  de  giration  du  corps  par  rapport  & 
un  axe  mené  par  le  point  G  parallèlement  à  l'axe  de  suspen- 
sion, on  aura 

l  =  HtK«  +  a"). 

L'équation  du  mouvement  prend  la  forme 


_Hga> 


ll{K'-^ 


Réduisons  par  la  pensée  le  corps  entier  à  un  seul  point 
situé  sur  la  droite  OG  à  la  distance  /  du  point  0.  Il  suffira  pour 
cela  de  remplacer  dans  l'équation  a  par  l  et  K  par  zéro,  ce  qui 


donne 


En  même  temps  le  pendule  composé  devient  tu  pendule 
simple. 
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Les  deux  pendules  auront  des  mouTemenls  identiques  si, 

K* 
les  circonslances  initiales  étant  identiques,  on  a  1  =  04-- 

De  le  résulte  le  théorème  suivant  : 

Le  mouvement  du  pendule  composé  est  identique  ou  moutf- 

mentdapeadule  simple  de  longueur!^  a -^ — ,  pourvu  que  les 

àrcotulancet  tnilialet  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre;  on 
dit  alors  que  le  pendule  simple  et  le  pendule  composé  sont 
synchrones. 

266.  Si  l'on  écarte  de  la  verticale  un  pendule  simple  de 
longueur  I,  la  durée  de  ses  oscillations  est  donnée  par  la  for- 
mule 


'\/i- 


pourvu  que  l'écart  soit  suffisamment  pclit  (g  115).  La  même 
formule  s'applique  au  pendule  composé,  en  pi'enant  pour 

longueur  /  la  somme  a  H — .  Par  le  point  B,  pris  sur  OG  pro- 
longé, à  la  distance  OB^/,  menons  une  parallèle  à  l'axe  de 
suspension  (iig.  138).  Les  points  du  corps  situés  sur  celte  pa- 
rallèle sont  tous  à  la  distance  l  de  l'axe  0  ;  le  déplacement 
du  solide  sous  l'action  de  la  pesanteur  leur  communique  le 
même  mouvement  que  s'ils  étaient  suspendus  isolément  à 
l'extrémité  B  d'un  111  sans  masse  OB  attaché  au  point  0.  Les 
points  du  corps  siluës  au  delà  du  point  B  par  rapport  à  l'aie, 
isolés  de  même,  prendraient  sous  l'action  de  la  pesanteur  un' 
mouvement  plus  lent  :  la  liaison  avec  les  autres  points  aug- 
mente leurs  vitesses.  L'efTet  contraire  se  produit  pour  les 
.points  plus  rapprochés  de  l'axe.  Enfin  les  points  projetés  (ai 
B  conservent  dans  le  mouvement  général  le  mouvement  qu'ils 
auraient  individuellement. 

La  ligne  droite  menée  par  le  point  B  parallèlement  à  l'axeO 
prend  le  nom  d'axe  d'oseUlation  du  pendule.  Si  l'axe  0  est 
principal  en  l'un  de  ses  points,  l'axe  d'oscillation  passe  par  le 
centre  de  percussion  correspondant  (g  260). 
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267.  L'axe  de  suspension  et  l'axe  d'oscillation  sont  réà- 
proqius,  c'est-ànlire  que  si  l'on  fait  osciller  le  pendule 
autour  de  l'axe  B,  l'axe  d'oscillation  correspondant  sera 
l'axe  0. 

Eq  elFel,  la  longueur  V  du  pendule  simple  STachrone  sera 
donnée  dans  ce  cas  par  la  formule 

en  appelant  a'  la  longueur  B6=— . 
Remplaçant  a'  par  sa  valeur,  il  viendra 

''=T  +  7^  =  -+"  =  '' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

268.  Il  existe  une  infinité  d'axes  de  suspension  parallèles 
entre  eux,  et  pour  lesquels  la  longueur  l  du  pendule  simple 
sjnchrone  est  la  même. 

Décrivons  du  point  G  comme  centre  deux  cercles  avec 

K' 
les  rayons  GO^o  et  GB=o'^  — ;  toute 

droite  qui  se  projette  sur  la  circonférence 
de  l'un  de  ces  cercles  satisfera  à  la  condi- 
tion. L'axe  de  suspension  0'  aura  pour  axe 
d'oscillation  correspondant  la  droile  pro- 
jetée  en  B'  à  la  distance  0'B'  =  OB=i.  De  '^-  '» 

même,  l'axe  de  suspension  B'  aura  pour  axe  d'oscilla^on 
conjugué  l'axe  projeté  en  &. 

n  y  a  un  cas  particulier  où  les  deux  cercles  conju*- 
gués  BB',  00*,  se  confondent  en  un  seul;  c'est  ce  qui  a 

lieu  quand  fl  =  — ,  c'est-à-dire  quand  (i=:K.  Alors  la  lon- 
gueur l  du  pendule  synchrone  est  2K.  Cette  longueur  l  est 
le  minimum  de  celtes  que  l'on  puisse  obtenir  en  faisant  os- 
ciller le  solide  autour  de  droites  parallèles  à  l'axe  de  suspen- 


oy  Google 


133  PENDULE 

sion  projefè  en  0.  Le  niinimum  de  la  somme  des  deux  nom- 

K' 

bres  a  et  —,  dont  le  produit  K*  est  constant,  correspond  en 

effet  à  l'égalité  de  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire  à  a:=L 

K* 

Cctlcsomme  an — n'a  d'ailleurs  pas  de  maximum  :  elle 
a  ' 

grandit  indéfiniment  avec  a  quand  a  surpasse  K,  et  grandit 
encore  indéHnimenl  quand  a  diminue  à  partir  de  R  jusqu'à 
zéro. 

On  peut  donc,  en  fuisant  osciller  un  solide  autour  de  droites 
parallèles  entre  elles,  rendre  la  durée  de  l'oscillation  aussi 
grande  qu'on  veut,  en  suspendant  le  corps  à  un  axe  très 
éloigné  ou  très  rapproché  du  centre  de  gravité  ;  la  durée  mi- 
nimum de  l'oscilltition  correspond  aux  axes  de  suspension 
situés  à  une  distance  du  centre  de.  gravité  égale  au  rajon  de 
giralion  K,  et  elle  est  donnée  par  h  formule 


La  durée  minimum  absolue  des  oscillations  d'un  solide  au- 
tour de  droites  quelconques  correspond  au  minimum  du 
rayon  de  giration  K  ;  les  axes  de  suspension  correspondants 
sont  parallèles  au  plus  grand  axe  principal  de  l'elli^soidc 
central  d'inertie  (g  244). 


DÊTEBUQfATION  EiirUUQOE  003  MOHKNTS  D  UtEiniB  DES  OHJDES. 

269.  On  se  propose  de  trouver  le  moment  d'inertie  d'un 
corps  solide  par  rapport  à  un  certain  axe.  On  commencera 
par  clicrcticr  le  poids  P  du  corps;  divisant  par  le  nombre  ir, 

p 
on  aura  sa  masse  totale  M^-.  On  déterminera  ensuite  U 

9 
position  du  centre  de  gravité.  Si  Taxe  donné  passait  par  le 
centre  de  gravité,  on  Terait  choix  d'un  axe  parallèle,  menëi 
une  distance  connue  a. 
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On  réglera  la  podtion  du  corps  de  manière  qae  l'axe 
doDoë  soit  horizontal,  et  on  le  fera  osciller  autour  de  cet 
axe  sous  l'action  de  la  pesanteur,  en  l'écartant  très  peu  de  la 
positiou  d'équilibre  qu'il  a  prise.  On  comptera  le  nombre  n 
d'oscillations  simples  accomplies  dans  une  minute.  La  durée  t 

d'une  oscillation  simple  sera  égale  à  —  secondes,  et  la  lon- 
gueur /  du  pendule  simple  synchrone  se  déduira  de  l'équa- 
tion 


"-VI- 


qui  donne  »=9X^^gX;3-i. 

Si  donc  OR  appelle  a  la  distance  de  l'axe  de  rotation  au 
centre  de  gravité,  et  K  le  rayon  de  giration  du  corps  autour 
d'une  parallèle  à  l'axe  de  rotation  menée  par  le  centre  degra- 
vite,  on  aura 


équation  de  laquelle  on  tirera  E*;  le  moment  d'inertie  du 

p 
solide  sera  égal  à  -  K*  autour  de  la  parallèle  menée  par  le 

p 

centre  de  gravité,  et  i  -  (K'  +  a*)  autour  de  l'axe  de  rota- 
tion enectif. 

270.  Remarque. — Si  l'on  veut  obtenir  un  résultat  très  exact, 
il  faut  tenir  compte  des  variations  de  la  pesanteur  en  divers 
points  de  la  surface  du  globe  terrestre.  Quand  on  faitla  pesée 
du  corps  pour  déterminer  son  poids  P,  et  qu'on  se  sert  à  cet 
eflet  d'une  balance,  on  obtient  pour  le  poids  P  un  certain 
nombre  de  kilogrammes,  qui  sera  toujours  le  même  en 
quelque  lieu  qu'on  fasse  l'expérience.  Mais  pour  en  dé- 
duire la  masse  du  corps,  il  faut  diviser  la  force  P  par  l'accé- 
lération g  qu'elle  imprime  au  corps  pesant  ;  or  les  forces 
sont  évaluées  en  unités  de  poids  vtàeur  de  Paris  (II,  g  155; 
ni,  g  13  )  ;  il  faudra  donc,  pour  avoir  la  masse  M,  diviser  le 
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nombre  P  de  kilogrammes  par  l'accélératioii  9,8088 ,  qui 
correspond  à  la  latitude  de  Paris  et  à  l'altitude  0.  Lors- 
que ensuite  on  fait  osciller  le  corps  à  la  façon  d'un  pen- 
dule, la  durée  t  de  l'oscillation  simple  se  règle  d'après  l'ac- 
célération g  du  lieu  de  l'observation  ;  de  sorte  que  la  lettre 
g  peut  représenter  deux  nombres  différents  dans  les  calculs 
que  nous  venons  d'indiquer.  Pour  éviter  toute  confusion,  re- 
présentons par  <}'  l'nccélératioD  au  lieu  où  se  faïtl'expérieDce, 
en  réservant  la  lettre  g  pour  désigner  l'accélération  du  lien 
où  est  censée  faite  l'évalualioa  des  forces  ;  nous  aurons  à  la 
fois 


Sous  cette  forme,  on  voit  bien  qu'on  trouvera  partout  U 
même  valeur  de  I  pour  le  môme  corps  suspendu  de  la  même 
manière  ;  car  P,  poids  du  corps,  est  constant  ;  g  est  un  nombre 
défini;  a  est  aussi  une  longueur  donnée,  el  le  produttf*X(r 
est  constant  en  quelque  lieu  qu'on  fasse  osciller  un  mbne 
pendule. 


ESrËRlEntS    DE  UVEHDISH   PODB   DËISIIXinER   tk  MASSE    DE  U  lEBBK. 

271 .  Cavendish  a  déterminé  la  masse  de  la  terre  en  com- 
parant la  dui'ée  des  oscillations  du  pendule  sous  l'action  de 
la  pesanteur  à  la  durée  des  oscillations  d'une  barre  horiioo- 
lale  suspendue  au  fil  de  la  balance  de  Coulomb,  et  déviée  de  sa 
position  naturelle  d'équilibre  par  l'attraction  de  deux  masses 
égales  connues. 

Soit  0  la  projection  horizontale  du  fU; 
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ÂA*  la  barre  suspendue  au  fil  en  son  milieu  ;  elle  porte  h 
ses  deux  extrémités  A  et  A'  deux  sphùres  de  même  masse  m  ; 
la  longueur  AA'  sera  représentée  par  2r. 

On  place  à  proximité  de  ces  sphères  A  et  A',  symétrique- 
ment par  rapport  au  point  0,  deux  autres  sphères  M  et  H'  de 
masses  égales.  L'attraction  excrcùe  par  ces  sphères  sur  les 
masses  A  et  A'  produit  une  torsion  du  fil  ;  la  barre  quitte  sa 
position  d'équilibre  AA',  et  vient  en  prendre  une  autre  BB', 
qui  lait  awc  la  première  un  angle  très-petit  BOA^ 
reusement,  la  barre  AA'  ne  s'ar-  ^, 

rële  pas  dans  cette  nouvelle  posi- 
tion; elle  oscille  indéllnimeut  de 
chaque  cAté,  et  c'est  la  durée  de 
ces  oscillations  qu'on  doit  évaluer 
dans  l'expérience.  Mais  nous  pou- 
Tons  supposer  qu'on  l'arrête  d'abord 
ï  la  main  dans  la  position  d'équi- 
libre BB'  qu'elle  tend  à  prendre  sous 
l'action  attractive  des  sphères  M  et  M'  ;  cela  nous  permettra 
de  régler  la  position  de  ces  sphères  de  manière  qu'elles  pro- 
duisent la  déviation  AOB  la  plus  grande  possible;  il  faut  pour 
cela  les  placer  à  une  très  petite  distance  des  points  B  et  B', 
sur  les  tangentes  BM,  B'M'  au  cercle  décrit  par  les  centres 
des  sphères  mobiles. 

L'expérience  ainsi  préparée,  on  écartera  très  peu  l'aiguille 
de  sa  position  BB'  ;  elle  se  mettra  à  osciller  autour  de  cette 
position,  et  on  peut  déterminer  à  priori  la  durée  de  l'oscilla- 
tion simple  au  moyen  du  calcul  sui\anl. 

Nous  admettrons  que  les  masses  M  et  m  sont  assez  grandes 
pour  qu'on  puisse  négliger  les  actions  attractives  qui  se  dé- 
veloppent  entre  les  points  matériels  de  l'aiguille  et  les  sphères 
ûiesM  et  M';  qu'en  outre  les  dislances  BM,  B'M'  sont  assez 
petites  par  rapport  au  diamètre  BB'  du  cercle,  pour  qu'on 
n'ait  pas  â  tenir  compte  de  l'attraction  que  la  masse  M  exerce 
sur  la  sphère  B',  et  de  celle  que  la  masse  M'  exerce  sur  la 
sphère  B. 
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Nous  pourrons  alors  dous  borner  à  considérer  le  meove- 
ment  delà  demi-aiguille OB  autour  du  point 0,. sous l'actioa 
attractive  de  la  masse  M  qui  tend  à  l'entratner  dans  le  sens 
BH,  et  de  la  torsion  du  fil  qui  t«nd  à  la  ramener  en  sens 
contraire. 

L'attraction  exercée  par  la  masse  M  sur  la  sphère  B  a  pour 
mesure 

CÊm. 
BH* 

Posons  M0B=9.  Il  viendra  BM  =rtangp.  Le  moment  de 
cette  attraction  par  rapport  au  point  0  est  donc 

Il  est  équilibré  dans  la  position  BB'  par  la  moitié  du  couple 
de  torsion  du  fil,  couple  proportionnel  à  Tangle  a,  et  qu'on 
peut  représenter  par  2K'a.  On  a  donc  l'équation 


SoitCC  une  autre  position  quelconque  de  raiguille;  appe- 
lons 0  l'angle  COB,  que  nous  supposerons  très  petit  par  rap- 
port  à  l'angle  ^.  L'attraction  correspondante  de  la  masse  M 
sera 

^. 

CK> 

ou  bien,  approximativement, 

et  son  moment  par  rapport  au  point  0  est  — — L  râZllM'  ^ 
moitié  du  couple  de  torsion  du  fil  est  alors  égale  à  K*(a+6). 
Appelons  I  le  moment  d'inertie  de  la  demi-aiguille  OB,  en  j 
comprenant  la  masse  m  placée  à  son  extrémité.  L'équation  dn 
mouvement  sera 


-K»U-K). 
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L'angle  0  éiant  très  petit  par  rapport  à  tang^,  on  peut  rem- 
placer en  dénominateur  tang(g— 6)  par  tangP ^,  en 

traitant  6  comme  une  différentielle.  Le  carré  de  cette  ex- 
pression est«  en  négligeant  le  terme  en  6*, 

-«••-^-■«•.(•-ib)- 

Substituons  cette  valeur,  multiplions  ensuite  haut  et  bas 

en  effaçant  les  termes  constants  qui  se  détruisent,  et  en  fu- 
sant K'»=K* : — .-  .  0-.  Cest  réquation  d'ub  mouve- 

rtang'^smïp  ' 

ment  pendulaire.  Généralement  l'attraction  de  la  masse  H  sur 
la  sphère  B  sera  assez  faible  pour  qu'un  très  petit  excès  de 
torsion  du  fil  tende  à  ramener  Taiguille  vers  la  position 
d'équilibre,  de  sorte  que  la  constante  K"  est  toujours  positive. 

K' 
compte  le  nombre  »  d'oscillations  simples  effectuées  dans 

une  minute,  on  aura  1=:— ,  et  de  l'équation  t=n^,,  où  l'on 

connaît  I  et  1,  on  pourra  déduire  K'.  Ensuite  on  tirera  le 
coefficient  f  de  b  rehUon 


où  l'on  connaît  H,  m,  r,  fl,  K  et  K'. 
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L'oscillation  infiniment  petite  du  pendule  simple  de  k 
gueur  \  sous  l'action  de  la  pesanteur  a  une  durée 


T  =  .V^. 


équation  qui  détermiae  g  quand  on  connaît  T  par  l'obser- 
vation. 

Si  V-  est  la  masse  de  la  terre  et  R  son  rayon  moyen,  on  a, 
abstraction  faite  de  la  force  centrifuge, 

plus  rigoureusement  g  est  la  résultante  de  l'attraction  L 

dirigée  vers  le  centre  du  globe,  et  de  l'accélération  centiifiige 
b>*Rco3X,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  dn pa- 
rallèle. Mais  si  l'on  s'en  tient  à  la  première  approximation 
représentée  par  la  formule  précédente,  on  a  une  relation  dans 
laquelle  entrent  g,  B*,  et  f,  quantités  connues,  et  dont  ou 
tirera  [i,  masse  de  la  terre.  Divisant  par  le  volume  du  globe, 
on  aura  la  densité.  Cavendish  l'a  trouvée  égale  à  5,48.  Mastfr 
line,  en  cherchant  à  mesurer  la  déviation  produite  sur  leUlà 
plomb  par  l'attraction  d'une  montagne,  l'avait  fixée  à  4,7. 

L'expérience,  telle  que  nous  l'avons  décrite,  a  pour  premier 
objet  de  déterminer  la  durée  t  de  l'oscillation  simple.  En  rèa* 
lité,  cette  détermination  est  diflicile  à  cause  de  la  petitesse 
des  oscillations,  et  il  est  préférable  dedéterminer  l'angle  d'écart 
initial  BOA  =  «,  produit  par  l'attraction  des  corps  U  et  IF. 

L'équation 

r  tatig*  0 

fait  connaître  f  en  fonction  de  l'angle  «  observé,  et  de  l'an- 
gle ^,  qui  est  égal  à  l'angle  donné  MOA  diminué  du  même  an- 
gle «.  Connaissant  /*,  on  pourra  calculer  fi.  par  l'équation 

,=  Çi. 

MM.  Cornu  et  Baille,  qui  ont  repris  récemment  cette  expé- 
rience, paraissent  s'être  arrêtés  au  nombre  5,32. 
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273.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  point  fixe,  0,  constitue  dans  toute  sa  généralité 
un  problème  très  difficile  de  mécanique  analytique;  la  solu- 
tion ne  peut  s'achever  par  des  méthodes  élémentaires  que 
dans  certains  cas  particuliers.  Nous 
l'examineroos  au  point  de  vue  géo- 
métrique dans  ce  chapitre ,  et  au 
point  de  vue  analjlique  dans  le 
suivant. 

Par  le  point  0  menons  datu  Pea- 
pace  trois  axes  fixes  rectangulaires 
M'.OÏ'.OZ'.  ^^ 

Par  le  même  point  menons  dans 
le  corps  solide  trois  axes  reciangulaires,  OX,  OY,  OZ  coïncidant 
avec  les  axes  principaux  de  l'ellipsoide  d'inerlie  construit  au 
point  0;  ces  axes,  fixes  dans  le  corps,  seront  mobiles  avec  lui. 

Le  problème  sera  résolu  si  l'on  parvient  &  définir  à  chaque 
instant  la  position  des  trois  axes  OX,  OT,  OZ,  par  rapport  aux 
trois  axes  fixes,  OX',  Oï',  OZ'.  Les  variables  que  l'on  adopte 
ordinairement  sontles  suivantes. 

Le  plan  TOX  coupe  le  plan  fixe  Ï'OX'  suivant  une  droite  ON, 
qui  forme  l'angle  NOX'  avec  la  droile  fixe  OX',  et  l'angle  NOX 
avec  l'axe  mobile  OX.  Le  même  plan  TOX  fait  avec  le  plan 
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Y'OX'  un  angle  dièdre  dontl'aréle  est  ON,  et  qui  est  mesuré 
par  l'angle  Z'OZ  des  droites  OZ,  OZ'  élevées  au  point  0  ps- 
pendiculaireraent  à  chacun  de  ces  plans.  On  appelle 

<f  l'angle  XON,  mesuré  positivement  à  partir  de  ON  dans  le 
sens  qui  ferait  tourner  ON  de  gauche  à  droite  autour  de  OZ  ; 

^,  l'angle  NOX',  mesuré  positivement  à  partir  de  OX'  dans 
le  sens  qui  ferait  tourner  OX'  de  gauche  ï  droite  autour  de 
l'axe  OZ'; 

Enfin  4,  l'angle  Z'OZ,  pris  positivement  si  le  plan  TOX, 
supposé  couché  sur  le  plan  Y'OX',  tourne  de  gauchs  à  droite 
autour  de  ON  pour  prendre  sa  position  véritable  ;  négative- 
ment s'il  tourne  de  droite  k  gauche. 

Étant  donnés  Ji  un  certain  instant  ces  trois  angles,  en  va- 
leur absolue  et  avec  leurs  signes,  on  pourra  construire  les 
positions  des  axes  mobiles.  En  effet,  il  suffira  de  faire  dans  le 
plan  Y'OX'  l'angle  NOX'  ^  i;<  ;  de  mener  par  le  côté  ON  de  cet 
angle  un  plan  faisant  avec  le  plan  Y'OX'  l'angle  Z'OZ  =6,  et 
dans  ce  plan,  de  mener  l'&xe  OX,  faisant  avec  ON  un  angle 
XON^ç;  on  mènera  ensuite  l'axe  OY  qui  fait  avec  ON 

l'angle  f  +  s  ;  enfin  on  élèvera  au  point  0  sur  le  plan  YOI 

une  perpendiculaire  OZ,  dans  le  sens  où  il  faudrait  qu'un 
observateur  se  plaçât  pour  voir  Taxe  OX  i  gauche  et  l'axe  01 
à  droite. 

Le  mouvement  sera  donc  entièrement  défini  si  l'on  Eaît  con- 
naître à  chaque  instant  (]<,  <p,  0  en  fonction  du  temps  t. 

275.  La  figure  contient  trois  axes  OZ',  ON  et  OZ,  autonr 
des<iuels  s'opèrent,  pour  le  corps  solide,  les  rotations  qui 
produisent  les  variations  des  angles  i{i,  7  et  6.  En  effet,  un 
petit  accroissement  de  l'angle  1^  peut  être  attribué  à  une  ro- 
tation du  solide  autour  de  l'axe  OZ'  :  un  petit  accroissemeat 
de  l'angle  dièdre  6  peut  être  attribué  à  une  rotation  du  so- 
lide autour  de  la  ligne  ON  qui  sert  d'arête  à  ce  dièdre  ;  enfin 
un  petit  accroissement  de  l'angle  9  peut  être  regardé  comme 
provenant  d'une  rotation  du  solide  autour  de  l'axe  OZ.  Par 
analogie  avec  les  mouvements  de  rotation  de  la  terre  et  de 
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la  lune,  on  appellera  rotation  propre  du  solide  celle  qui 
s'opère  aulour  de  son  axe  principal  OZ;  précessiotiy  la  rota- 
tion qui  Ei'efrectue  autour  de  l'axe  OZ',  et  qui  produit  le 
déplacement  de  la  ligne  ON,  appelée  ligne  des  nœuds;  enSc 
natation,  la  rotation  aulour  de  ON,  qui  fait  varier  Tangle 
Z'OZ,  compris  entre  les  axes  de  la  rotation  propre  et  de  la 
précession.  Tout  mouvement  élémentaire  du  corps  autour 
du  point  0  est  une  rotation  aulour  d'un  certain  axe  instan- 
tané 01  (1,  g  151),  et  peut  être  considéré  comme  la  résul- 
tante de  trois  rotations  composantes  OR,  OP,  OS,  aulour  des 
axes  OZ,  OZ',  ON. 
Pour  abréger,  nous  représenterons  par  les  grandes  lettres 

V,  9,  et  ^,  \e&vite*ses  des  angles  i^,  6  et  9  ;  de  sorte  que  W:=:  ^ 
sera  la  vitesse  angulaire  de  précesàon,  ou  simplement  la  pré- 
eemon,  6  ^  -^  la  vitesse  angulaire  de  nutation  ou  simple- 

=^ 

four  de  son  axe  principal  OZ.  La  résultante  des  trois  vitesses 
angulaires  V,  6  et  *  sera  en  grandeur  et  en  direction  l'axe  Of 
de  la  rotation  instantanée  m  du  solide. 

274.  Au  lieu  de  décomposer  la  rotation  instanbnéeuen  ses 
trois  composantes  W,  6  et  4>,  on  peut  la  décomposer  suivant 
les  trois  axes  rectangulaires  OX,  OT,  OZ  ;  appelons  p,  q,  r  les 
nouvelles  composantes  ainsi  déterminées.  Si  nous  parvenons  ^ 
expri  mer  en  fonction  du  temps  les  vitesses  angulaires  p,  q  et  r, 
il  sera  aisé  de  passer  de  ces  vitesses  à  leur  résultante  u,  et  en- 
suite de  décomposer  u  en  ses  trois  composantes  V,  9,  4, 
qu'il  est  utile  de  connaître  pour  trouver  les  variations  des 
angles  ijf,  8  et  ç.  La  question  est  ainsi  ramenée  à  détermi^ 
ner  p,  q,  r  en  fonction  du  temps  t.  On  trouvera  les  équations 
qui  lient  entre  elles  ces  variables  en  appliquant  au  mouve- 
ment du  corps  les  théorèmes  généraux,  et  notamment  le  théo- 
rème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  autour  des 
axes  OX,  01,  OZ. 
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Mais  ces  axes  sont  liés  au  solide  et  mobiles  avec  lui,  et  le 
théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  exige  qae 
l'axe  par  rapport  auquel  on  prend  les  moments  reste  lîxe  dans 
l'espacé.  Il  faudra  donc  prendre  les  moments  par  rapport  à 
des  droites  fixe?,  coïncidant  avec  les  positions  des  axes  OS, 
OY,  OZ,  au  corameucement  de  l'intervalle  auquel  on  veut 
appliquer  l'équation  des  moments. 


BECHEAOIE  DBS  KOMENTS  DES  QCAirriTés  DE  HODVEMeHT  o'on  SWJIffi  PU 
aAPFOHT  À  SES  AXES  HUNCIPâUX  d'iNERTIE. 

275.  Soient  OX,  OT,  OZ  les  (rois  axes  principaux  d'un  so- 
lide au  point  0  ;  on  demande  ta  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  du  solide  par  rapport  à  l'uQ  d'eux  Oî, 
sachant  que  le  mouvement  instantané  du  solide  est  la  rota- 
tion résultante  des  rotations  p,  q,  r  autour  des  mêmes  axes. 

En  général  (II,  g  50) ,  le  moment  par  rapport  à  l'axe  OX  d'une 
force  F  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  S,  T, 
ï,  et  qui  sollicite  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  s. 
est  donné  par  la  formule 

Iloï(F)  =  Z,-T.. 

Pour  appliquer  cette  formule  aux  quantités  de  mouvement, 

il  suffit  de  remplacer  F  par  mv,  Z  par  m  -^  et  Y  par  m  -^,  en 

appelant  tr  la  vitesse  linéaire  du  point  de  masse  m,  et  -^,  -j: 

ses  composantes  parallèles  aux  axes  OT  et  OZ.  La  question 

est  ramenée  à  déterminer  les  composantes  ^rr,  -H,  :r  de  la 
at    at    at 

vitesse  Unémre  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  i, 
connaissant  les  composantes  p,  q,  r,  de  la  rotalion  instan- 
tanée. 
Or  c'est  un  problème  que  nous  avons  résolu  en  Cinéma- 
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tique  (I>  ^  1 75  et  202)  ;  nous  avons  trouvé  pour  l'expression 
des  vitesses 


Substituons  ces  valeurs  dans  les  forraules  des  momenis; 
il  viendra 

■oi  ("»)  =  "  (PK —  «*)  ï —  •"  t'^ — P'I  » 

=pX«(ï*  +  ï*)  —  gX  mxy  —  r  X  "wa, 

et  de  même 

Mgj  (m»)  =  9  X  m  (a*  + 1*1  —  '  X  my)  —  p  X  nw». 

"m  [">")  =  »■  X  m  (i»  +  ï»)  -  p  X  m»  -  g  X  «îa- 

FaisoQs  ensuite  la  somme  des  moments  autour  d'un  même 
axe,  en  retendant  à  tous  les  points  du  solide;  nous  l'ex- 
primerons au  moyen  du  signe  Z.  Les  rotations  p,  q,  r  sont  à 
un  même  instant  des  facteurs  communs  h  tous  les  termes 
de  ces  différentes  sommes  :  on  pourra  les  mettre  en  dehors 
des  signes  Z;  il  vient  alors 

ïl^  [iBo]  =  p  X  fin  [y*  +  »•)  —  jïntijf  —  rEnu», 
ZMqj  (ms)  =  î  X  ïm  (î'  +  **)  —  rimyi  —  pSmyx, 
Ultgj  (mv)  =  r  X  ïm  [i»  +  y»)  —pïmix  —  qïmsg. 

Or  2m  (v*  H- S*)  est  le  moment  d'inertie  A  du  solide  par  rap- 
port àraxeOX,DemémeSm(s*+i')^B,  et2m{a:'  +  !(')^G. 
Les  sommes  Zmxy,  Smtfx,  Smxx  ont  été  représentées  dans 
le  g  243  par  les  lettres  R,  P,  Q  ;  on  a  donc  en  définitive 

taç^[mv)  =  kp-Rq-1îr, 
t*„[mi,)  =  Bq-fr—np. 
I«„(™.)  =  Cr-(lp-Pg. 

Ces  formules  sont  générales,  car  nous  n'avons  pas  supposé 
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jusqu*ici  que  les  axes  OX,  OV,  OZ  fussent  les  axes  principant 
du  corps  au  point  0.  Si  nous  introduisons  maintenant  celle 
hypothèse,  il  faudra  faire  P=Q  =  R=:0  {g  244),  ce  qui  don- 
nera pour  les  sommes  cherchées  les  expressions  très  simples 

La  $omme  de»  momenla  des  quantitéi  de  mouvement  par  rap- 
port à  Vun  des  axes  principaux  passant  par  le  point  fixe  0  t'ob- 
tierU  en  multipliant  le  moment  d'inertie  du  corps  solide  autour 
de  cet  axeparla  composante  de  la  vitesse  angultâre  estimée  sm- 
vant  le  mtme  axe.  En  d'autres  termes,  on  peut,  dans  le  calcul 
de  la  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  principal  OX, 
faire  abstraction  des  rotations  composantes  autour  des  deux 
autres  axes  l)Y  et  OZ  ;  tout  se  passe  à  l'égard  de  cette  somme 
comme sila rotation pexisUât seule  (g 235). 

276.  Sur  les  trois  axes  principaux,  OX,  OY,  OZ,  portons  à 
partir  du  point  0  des  quantités 

OD=Ap, 
0E=:D7, 


71 


respectivement  égales  aux  sommes  des 
moments  des  quantités  de  mouvement; 
puis  composons  ces  trois  droites  k  la  ma- 
nière des  forces.  La  résuUimte  QG  sera 
Vaxe  du  couple  résultant  des  moments  det 
quantités  de  mouvement  transportées  pa- 

^  rallèlement  à  elles-mêmes  au  point  0; 

fis-  W-  |g  jj(g„  jy  maximum  des  mres  à  l'instant 

considéré  sera  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  OG 
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lPn.lClTION  Sn  THËOnÈHE  DES  HOIIENTS  DES  QnANniËS  DE  MOUVEHEIfT, 

277.  Les  équations  du  mouvement  du  solide  sont  au  nombre 
de  trois,  puisqu'il  y  a  trois  variables  à  exprimer  ea  fonction 
du  temps,  et  elles  nous  sont  fournies  par  l'application  du 
théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  pris  autour  de  trois 
aies  distincts.  Nous  devons  exprimer 
qu'au  bout  d'un  certain  intervalle  de 
temps,  dt,  que  nous  pouvons  sup- 
poser infiniment  petit,  l'accroisse- 
ment de  la  somme  des  momenis  des 
quantités  de  mouvement,  par  rapport 
à  un  axe  qiâ  reste  fixe  pendant  cet 

intervalle  de  temp$ ,  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures  par  rapport 
au  même  axe. 

Soient  p,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
autour  des  axes  principaux  OX,  OY,  OZ,  au  commencement 
du  temps  dt. 

Au  bout  du  temps  dt,  les  axes  principaux  du  solide  sont 
venus  en  Q>\,  OT,  et  OZ,  en  vertu  de  ces  rotations  p,  9,  r; 
en  même  temps  les  rotations  du  solide  autour  de  ces  axes  ont 
pris  des  valeurs  p  4- (fp,  q  +  dqzi  r+dr,  infiniment  peu  dif- 
férentes de  p,  9,  r.  11  en  résulte  qu'au  commencement  du 
temps  dt  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment sont 

kp,        Bq,        Cr, 

autour  de 

OX,       OY,       01; 

et  que  les  mêmes  sommes  deviennent  au  bout  du  temps  dt 

K{p  +  dp).         b{q  +  dq].         C{r  +  dr). 

autour  des  axes 

0Ï„  0Y„  OZ,. 
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Ce  que  nous  cherchons,  c'est  l'accroissement  de  la  somme 
des  moments  autour  des  axes  OX,  OX,  OZ.  Portons  sur  Oî, 
0Y„  OZ.  des  longueurs  0D.=  A (p+ dp),  OE,=B  {q  +  dq), 
OF,  =  G(r+dr),puis  composons  ces  longueurs,  ce  qui  nous 
donnera  pour  résultante  l'axe  OG  du  couple  résultant  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement;  enfin  décomposons  la 
résultante  OG  suivant  les  trots  axes  OX,  OT,  OZ;  les  compo- 
santes Oiy,  OE',  OF'  seront  les  moments  cherchés  au  bout  du 
temps  dt. 

La  projection  OD'  de  la  résultante  OG,  est  la  somme  algé- 
brique des  projections  sur  OX  des  composantes  (H),^  OE, 
etOF,. 

La  droite  OD,=:A  {p  +dp),  qui  fait  avec  OX  un  angle  infi- 
niment petit,  se  projette  sur  OX  en  vraie  grandeur,  aux  infi- 
niment petits  d'ordre  supéiieur  prés. 

La  droite  OE,  fait  avec  OX  un  angle  E,OX  égal  à  g-t-  rd(  ; 
car  cet  angle  résulte  de  la  rotation  r  du  solide  autour  de  l'axe 
OZ,  et  les  rotations  petq  autour  des  deux 
autres  axes  ne  peuvent  l'altérer  que  de 
quantités  infiniment  petites.  Tout  se  passe 
donc  comme  si  l'on  menait  dans  le  plan 
TOX  une  droite  OE,=B  (q-+-dq),  faisant 
un  angle  rdt  avec  l'axe  OX.  La  projec- 
tion Oe  de  0E(  sur  OX  est  égale  à  la  dia- 
lanoe  E,H,  qui  a  pour  mesure  le  produit 
B{q+dq)xrdt;  clic  doit  être  prise n^tivement. 

Il  reste  à  projeter  OF,^Cr{r-)-dr)  sur  OX;  on  reconnaî- 
tra, par  une  méthode  toute  semblable,  que  Z,OX  fait  avec  OX 

un  angle  égal  à  ^  —  qdt,  que  la  projection  de  OF,  sur  OX  doit 

être  prise  positivement,  et  qu'elle  est  égale  h  G  (r+dr]xqdt. 
Ajoutant  algébriquement  les  trois  projections,  il  vient  pour 
la  projection  de  OG  surOX 

Relrandiant  Ap,  on  obtient  pour  accroissement  de  la  somme 


Vig.  145. 
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des  moments  des  quantités  de  mouvements  autour  de  la 
droite  fixe  OX  pendant  le  temps  dt, 

et  c'est  celte  quantité  qu'il  faut  égaler  à  la  somme  des  mo- 
ments des  impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures. 
Appelons  L  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
01;  tdl  sera  la  somme  des  moments  de  leurs  impulsions,  et 
on  aura  l'équalion 

tLdp  —  S{q  +  dg)rdt  +  C[r-i-Ji)qdt  =  Ldt, 

Divisons  par  dt,  développons  les  opérations  indiquées  et  suppri- 
mons les  inUniment  petits  du  second  ordre.  Le  produit  rq 
devient  facteur  commun  aux  deux  derniers  termes  du  pre- 
mier membre,  et  l'équation  prend  la  forme 

**•  Ag|)-lB-C)ïr=L 

Les  deux  autres  équations  s'en  déduisent  par  une  permuta- 
tion tournante,  et  si  Ton  appelle  M  et  N  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  aux  axes  OT  et  OZ, 
on  aura 

t«)  Bgf)-(C-i)^=«, 

Ces  trois  formules  donnent  les  accélérations  angulaires  au- 
tour des  trois  axes  en  fonction  des  moments  des  forces  et  des 
vitesses  angulaires.  Le  problème  du  mouvement  du  corps 
est  ramené  à  une  question  d'analyse  :  déduire  des  équa- 
tions {i).  Ci),  {^)  les  valeurs  générales  def,g,r,  en  fonction  du 
temps  t. 

273.  Nous  examinerons  spécialement  un  cas  pai-ttculier 
remarquable,  celui  où  les  moments  des  forces  par  rapport 
aux  axes  sont  constamment  nuls.  Faisons  L=  0,  MkO,  N»  0 
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dans  les  équations  (1),  (2)  et  (5);  elles  prendront  la  forme 


*(|)=,B-C,^, 


m 


=(S) 


=  (A-B}«. 


Elles  montrent  que  l'accélération  autour  d'un  axe  principal 
est  égale  au  produit  des  vitesses  angulaires  du  solide  autour 
des  deux  autres  axes,  multiplié  par  un  des  trois  rapports 
B— G  C  — A  A— B 

A    '     B     '     C    • 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  0  se  réduit  à  une  sphère, 
on  a  A  =  B=C,  et  les  accélérations  angulaires  autour  des 
trois  axes  sont  séparément  nulles;  les  vitesses  angulaires 
autour  des  axes  sont  alors  constantes  ;  le  corps  tourne  indé- 
fîniment  avec  une  vitesse  uniforme  autour  de  l'axe  résultant, 
dont  la  direction  resle  fixe  dans  l'espace  ;  cet  axe  est  en  e(îet 
principal  dans  la  sphère  d'inertie  au  point  0,  et  la  rotation 
une  Tois  commencée  autour  de  sa  direction  persiste  indéûni- 
ment  (g  262,  !2°}  bien  que  le  solide  n'ait  qu'un  seul  point  Qie. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  0  est  une  surface  de  réïo- 
lution,  deux  des  moments  d'inertie  principaux  sont  égaui; 
on  a  par  exemple  A=:B  quand  OZ  est  l'axe  de  la  surface.  La 
troisième  équation  montre  que  l'accélération  angulaire  au- 
tour de  cet  axe  est  nulle,  et  que  la  composante  r  de  la  vitesse 
angulaire  du  corps  est  constante. 

En  général,  lorsque  les  forces  extérieures  sont  nulles,  ou 
lorsqu'elles  se  composent  en  une  force  passant  par  le  point 
fixe,  l'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvemeat' 
a  une  longueur  constante  et  une  direction  fixe  dans  l'espace 
(g  161)  ;  il  a  pour  composantes  suivant  les  axes  coordonnés 
mobiles  Ap,  Bq  et  Cr  (g  276)  ;  on  en  déduit  la  relation 

(i)  iv + B  V + cv = c«, 

où  G  désigne  la  longueur  constante  de  l'axe  résultant. 


Digtizea  .y  Google 


ittTODR  D'Un  POIKT.  419 

Le  Ihéorime  des  forces  vives  montre  d'un  aulre  cAlé  que  la 
force  vive  du  système  solide  est  constante.  Appelons-la  B. 
Soit  u  la  vitesse  angulaire  du  corps  nutour  de  Tase  instantané 
de  rotation,  1  le  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe  ;  la  force 
vive  est  lu*  (g  256).  Donc 


n  étant  une  nouvelle  constante. 

Cette  dernière  équation  se  transforme  au  moyen  de  l'équa- 
tion de  l'cllipsoide  d'inertie.  Nous  avons  donné  à  cetle  équa- 
tion la  forme 

àX»+BT«  +  CZ«  =  Mi». 
\  élant  une  longueur  arbilraire,  qui  influe  seulement  sur  la 
grandeur  de  l'ellipsoïde.  Le  moment  d'inertie  du  solide  autour 
delà  droite  qui  joint  le  point  0  au  point 

(î,  ¥,  Z),  pris  sur  la  surface,  est  Mp,, 

en  désignant  par  L  la  distance  comprise 
entre  ces  deux  points  (g  243). 

Supposons  que  P  soit  le  pAle  de  la 
rotation    instantanée   sur  l'ellipsoidc;        /(" 
soit  OP=L;  soient  X,  Y,  Z  les  coor-    /* 
données  du  point  P,  ou  les  projections  , 

sur  les  axes  de  la  longueur  L.  La  vitesse 
angulaire  u  autour  de  OP  a  de  même  pour  projections  sur 
les  axes  les  vitesses  angulaires  p,  f,  r,  et  par  suite  on  a  les 
proportions 


/ 


ce  qui  donne,  en  résolvant  pac  rapport  à  X,  V  et  Z, 
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Substituant  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde,  il  vient 
OU  bien 

^  «*  =  !*.«  =  Ap»  +  Bj« + O». 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme 

Ces  équations  (4)  et  (6)  peuvent  être  facilement  déduites 
d'une  combinaison  des  équations  (1),  (2)  et  (5),  après  qu'on  y 
afaitL  =  0,M=0,N=0. 

En  effet,  multiplions  l'équation  (1)  par  Ap,  l'équation  (2) 
par  Bq,  et  l'équalion  (3)  par  Cr  ;  il  vient  en  ajoutant 

k'pdp  +  V^dg  +  Cfrdr  _ 

lit  ' 

ou,  en  intégrant, 

A^»  +  B's*  +  Cl*  =  conilaiile = C», 
c'est-4-dire  l'équation  (4). 

Pour  avoir  l'équation  (6),  multiplions  l'équation  (1)  par  p, 
l'équation  (2)  par  9,  l'équation  (3)  par  r,  et  ajoutons.  Nous 
aurons 

kfdp  +  Bjdj  +  Crrfr  =  0, 

OU 

Aj)»  +  Bç»  +  Cr»  =  COfutante  =  D. 

PAB8AGI   DES  TAKIADLES  p,    g,   T  AUX  VAIIIADLES   9,   *{i,    0. 

27d.  Les  équations  (1),  (2)  et  (3)  suffisent  pour  déterminer 
analyliquement,  à  trois  constanles  près,  les  varîablesp,  9,  r  en 
fonction  du  temps  t.  Le  prolilme  n'est  pas  résolu  entièremenl 
par  celte  déterminalion.  car  il  faut  encore  exprimer  en  fonc- 
tion du  temps  les  angles  f ,  4'  et  e,  qui  fixent  à  chaque  instant 
1)1  position  exacte  du  solide. 
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Pour  cela  nous  exprimerons  p,  g,  r  en  ronclion  des  angles 

«.  4  et  e,  et  des  vitesses  ^,  ~.  -j-, 
^  at  dt  at 

de  ces  angles. 

Les  rotations  p,  q,  r,  s'opèrent 

autour  de  OX,  OY,  OZ,  tandis 

que    la    rotation    instantanée , 

décomposée    suivant    les    axes   j^^ 

OZ',  ON,  OZ,  a  pour  composantes 

d<I>  do  (/« 

Pour  obtenir  p,  il  suffit  donc  de  projeter  sur  OX  les  trois 
rotations  ^,  -j,  ^,  ce  qui  nous  donnera 


De  même,  en  projetant  les  trois  rotations  sur  0¥,  puis  sur  OZ, 
nous  aurons  les  deux  nouvelles  équations  : 

r=  JioosZ'OZ  +  ^cosHOZ  +  ^cosZOZ.  , 

Les  angles  ZOX,  ZOT,  NOZ  sont  droits,  et  leurs  cosinus  sont 
nuls.  La  rotation  -^  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  l'axe  OZ. 
Achevant  les  réductions  résullantcs,  et  remplaçant  Z'OZ  par 
t,  NOX  par  ;,  et  NOV  par  r  +  |,  il  vient 

,=  ^,..z.ox  +  g,„„ 
Il  reste  h  calculer  les  cosinus  des  angles  Z'OX,  Z'OT. 
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Du  point  0  comme  centre,  décrivons  une  sphère,  qui  est 
coup6e  par  les  plans  Z'OX,  Z'ON,  YON,  suivant  les  arcs  de 
grand  cercle  QH,  QP,  PM. 
Le  triangle  sphèrique  HPQ  donne  l'ëqualion 

cosQH  =  cmQP  cm  PÏ  +  lin  QP  tinPH  cosQPH, 
OU  bien,  en  observant  que  QPM=5 —  ft>  et  que  l'arc  QP  est 
égal  au  quadrant, 

caaQlI  =  cosZ'OX  =  sin^iint. 

Pour  en  déduire  cos  Z'OY,  il  suffit  d'augmenter  l'angle  ç  d'un 
angle  droit,  ce  qui  donnera 

co»Z'OÏ  =  sii)  (<f+  q\t[aê  =  eosfvaB. 

En  résumé  on  a,  pour  passer  des  variables  p,  q,  r  aux  va- 
riables <f,  4«  et  6,  les  trois  équations 

d*    .        .   .   ,   di 
di  ,   .       d9  . 


RÉDUCnOK    DO    PBOBLiUE     À    DES    QUADRATURES    DiKS    LG    CAS    OÙ  US 
FORCES   EXTERIEURES  80KT   TOUTES  KDU.ES. 

280.  Les  six  équations  (1),  (3),  (5)  et  (7)  conlienaent  la 
solution  générale  du  problème.  Nous  allons  l'achever  dans  le 
c-'s  particulier  où  l'on  a  à  la  fois  L^  0,  M  ^  0,  N  =  0,  ce  qui 
rùduit  les  trois  premières  équations  à  celles-ci  : 

A^^-1B-C)sr  =  0, 

B^J_(C-A)r;.  =  0, 
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RoQS  en  avons  déduit  d'abord 

Ces  deux  équations  nous  permettent  d'esprimcr  p  et  f  en 
fonction  de  r.  Elles  donnent 

A'p«  +  BV  =  C»  — CM, 
Ap"  +  Bî»=II  — Cr*. 

puis 


y*= 


Çi  — UB  +  C(B  — C)»* 

A(A-U} 
C«  — HA  +  C(A  — C)r* 
'  = fi  [Il -A) 

Subsliluons  ces  valeurs  dans  la  troisième  du  premier  groupe  ; 
nous  aurons  pour  déterminer  r  l'équation  dilTércntielle 

Cgj.=(A-B)v — xiir=^ — ^V       BiB^^jf) — * 

équation  où  les  variables  se  séparent,  et  qui  prend  la  forme 

a,  b,  a',  Vy  f,  étant  des  coefficients  connus. 

Cette  équation  s'intègre  par  quadrature;  le  radical  por- 
tant sur  un  polynôme  du  4*  degré  en  r,  la  solution  ne  peut 
s'obtenir  en  général  qu'à  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  . 

Quand  r  est  connu  en  fonction  du  temps,  p  el  9  s'expri- 
ment au  moyen  de  r,  et  on  peut  r^arder  les  trois  rotations 
comme  connues  en  fonction  de  (. 

Pour  achever  la  solution,  nous  ferons  une  hypothèse  sur 
la  position  des  axes  fixes  OX',  0¥',  OZ'.  Nous  admettrons  que 
l'axe  OZ'  coïncide  à  l'origine  du  mouvement  avec  l'axe  du 
couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement; 
cet  axe  étant  immobile,  la  coïncidence  aura  constamment 
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Heu.  Or  l'axedu  couple  résultant  a  pour  composanles  suivant 
les  axes  OX,  OY^  OZ,  les  quantités  Ap,  B9,  Cr.  Ou  aura  donc 
(fig.  145) 


AP 

=  GGmZ'OX  = 

=  G  X  fin 

Bln» 

Dî 

=  Gc«Z'OÏ  = 

=  Gxco. 

linl 

Cr 

on 

=excos». 
déduit 

Unjp» 

4; 

Connaissant  p,  {/,  r,  en  fonction  du  temps,   on  en   dé- 
duira f  et  e.  Reste  à  déterminer  <t  ;  pour  cela  une  nouvelle 

intégration  est  nécessaire.  Éliminons  -^  entre  les  deux  pre- 
mières des  équations  (7)  ;  il  viendra 

équation  qui  s'intégrera  par  une  quadrature,  puisque  p.  9,  7 
et  9  sont  des  fonctions  connues  du  temps.  11  suffit  en  résumé 
de  deux  quadratures  pour  résoudre  toute  la  question. 


TnËoRÈuB  DE  pomsoi. 

381.  Poinsot  a  réussi,  en  s'aidant  de  considérations  géomé- 
triques, i  achever  la  solution  lorsque  les  moments  L,  M,  N 
sont  tous  les  trois  nuls.  Pour  exposer  sa  théorie,  nous  com- 
mencerons par  attribuer  une  valeur  particuliiire  au  coefQ- 
cient  ariiitraire  X,  qui  définit  la  grandeur  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  au  point  0.  Nous  choisirons  cette  valeur  de  manière 
que  le  produit  MX*  soit  numériquement  égal  à  l'unité.  L'équa- 
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tion  de  rellipsoïde  particuliL>r  qui  correspond  à  cette  déter- 
mination est 

(8)  *X«  +  BÏ»  +  CZ'  =  !. 

et  le  moment  d'inertie  autour  d'un  rayon  de  longueur  L  sera 
égal  à  p,  au  Heu  de  -r;-- 

282.  La  démonstration  du  théorème  de  Poinsot  suppose 
connus  certains  principes  élémentaires  de  géométrie  analy- 
tique à  trois  dimensions,  que  nous  résumerons  comme  il  suit  : 

1*  Sur  les  axes  coordonnés  rectangulaires  (fîg.  146),  por- 
tons à  partir  de  l'origine  les  longueurs  OD;=Ap,  OE^Bç, 
OF^Cr,  et  composons  ces  trois  longueurs  à  la  manière  des 
forces;  soit  OG  leur  rèsullanle;  l'équation  d'un  plan  mené 
par  l'origine  perpendiculairement  à  la  droite  OG,  sera 

A/f*  +  Bjy  +  Ctj  =  0. 

2*  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

au  point  défini  par  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  a  pour  équation 

et  sa  dislance  B  à  l'origine  0  est  égale  à       ,  ■  ■  —    . 

\/A  A*  H-  B'ï  +  wZ 

383,  Ces  préliminaires  posés,  nous  pouvons  passer  à  la  dé- 
monstration du  théorème. 

Soit,  à  un  instant  donné,  OL  la  di- 
rection de  t'axe  instantané  de  rotation  ; 
soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  du 
point  L  dans  l'ellipsoïde  d'inertie  dé- 
fini par  l'équation  (8).  Appelons  u  la 
vitesse  angulaire  du  solide  autour 
deOL. 

Au  point  L,  menons  un  plan  tangent  à  rellipsoïde  ;  son  équa- 
tion sera 

(9)  AX*  +  Bïs  +  CZj  =  l. 


Fiff.  1*8. 
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Appelons  L  la  longueur  OL.  Nous  avons  (g  278)  la  suite  de 
rapports  égaux 

\10) 

On  en  déduit 


Mais  v'AV'-'"B*î*  +  *^''*  ^'  ^S^^  ^  1*  quantité  conslanteG, 
axe  du  couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement (§278,  équation  4);  le  radical  v^A'X'  +  K'Y'+Ciî'esl 
égal  à  l'inverse  -r  de  la  distance  de  l'origine  0  au  plan  langent 
à  l'ellipsoïde  (g  282).  L'équalion  (11)  prend  donc  la  forme 

(lî)  r  =  T  =  '=^ 

1 

Or  p  est  égal  au  moment  d'inertie  du  salide  autour  de 
l'axe  de  rotation  OL  {g  281)  ;  donc 


II  étant  la  force  vive  constante  du  solide. 
Donc  enlin 


et  comme  G  et  11  sont  cbnstants,  la  distance  3  ett  aussi  eon- 
ttante. 

Des  égalités  (10)  on  déduit,  en  remplaçant  ^  par  sa  valoir 

VIT, 

(Hl  I=J!„       T-J-,       !-i, 

Vl[  ^11  v'u 
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et  substituant  ces  valeui-s  dans  l'équation  {!)),  on  la  trans- 
forme en  la  suivante  : 


^  +  1^ 


Vif    "^^h^'^v'h" 
ou  bicD 

{^^)  Api + Bfa  +  cn = Vff. 

Le  plan  tangent  à  relUpscUde  au  p(mt  L  est  donc  paraïïile  an 
plan  Âpx-J-  Bqy  +  Crz = 0  mené  au  point  0  perpendicuiairemen  l 
à  la  droite  OG  (g  282,  i*)  ;  or  ce  plan  est  le  plan  du  maximum 
detairet  (g  278),  et  conserve  dans  l'espace  une  fisilé  absolue. 

Par  conséquent,  leptan  tangetit  à  VellipuUde  mené  au  point  L, 
pôleàutantaaé  de  rotation  du  solide,  a  une  direction  constante 

dans  tespaee;  il  est  de  plus  à  une  distance invarnAle,  3  =  1-, 

da  point  0  qui  reste  fixe;  donc  enfin  il  est  fixe  dans  t'espace  ;  le 
mouvement  du  corps  s'effectue  de  teUe  sorte  que  PeUtpsoïtle  (Ti- 
nertie  loil  coaitamment  tangent  à  ce  plan  fixe  ;  la  rotation  in- 
stantanée a  lieu  à  chaque  instant  autour  du  rayon  menédu  pqinlO 
au  point  de  contact,  et  la  vitesse  angulaire,  ta^l\/B,  est  pro- 
portionnelle à  la  longueur  Ldece  ratjon. 

La  projection  de  OL  sur  la  direction  de  l'axe  OG  est  une 
droite  OP  conslante;  il  en  est  de  même  de  la  projection  surOG 
de  la  vitesse  angulaire  u,  qui  e^l  proporlionnelle  à  OL,  et  par 
conséquent  la  vitesse  angulaire  du  solide  estimée  autour  de  taxe 
des  moments  des  quaatilés  de  mouvement  est  constante. 


IMAGE  DU  HOU^EHEln  DU  COnPS. 

284.  Soit  (fig.  147)  Ole  point  fixe; 
OL,  l'axe  instantané  de  rotation  àane  époque  donnée; 
w,  la  vitesse  angulaire  du  solide  à  cette  époque. 
Au  point  L  oii  l'axe  instantané  perce  la  surface  de  l'ellip- 
soïde 

Ai'+Bï'+a»=i. 

menons  un  plan  tangent  MN  &  celle  surface. 
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sa  THEOBfin 

Du  poiit  0  abaissons  sur  ce  plao  une  perpendiculaire  OG; 
ce  sera  la  direction  constante  de  l'aie 
résultant  des  momrats  des  quantités 
de  mouvement. 

On  déduira  de  ces  données  la  force 
vive  H  du  corps,  et  la  grandeur  G  de 
l'axe  du  couple  résultant. 

On  a  en  effet,  en  appelant  L  le 
rayon  OL^ 


8  étant  la  distance  ÛP  du  point  0  au  plan  tangent. 

On  a  doncG=^. 

Le  plan  MN  et  le  point  0  sont  fixes  dans  l'espace,  et  l'ellip- 
soïde se  meut  autour  de  son  centre  de  manière  à  rester 
tangent  au  plan  HN.  Le  mouvement  relatif  de  l'ellipsoïde 
par  rapport  au  plan  ne  sera  pas  modifié  si  on  laisse  l'el- 
lipsoïde fixe,  et  qu'on  fasse  rouler  sur  sa  surface  le  plan 
MN,  sous  la  condition  qu'il  demeure  constamment  à  la 
dislance  3^0P  du  centre  0.  Dans  ce  mouvement,  le  point 
de  contact  du  plan  et  de  l'ellipsoïde  trace  sur  la  surface 
de  l'ellipsoide  une  courbe  LL',  que  Poinsot  a  nommée  la 
polûdie,  c'est-à-dire  la  roule  du  pôU  inslanlané  de  rolalion; 
sur  le  plan,  le  môme  point  trace  une  seconde  courbe,  Vher- 
polodie,  sur  laquelle  la  polodie  vient  rouler  dans  le  mou' 
vement  relatif.  La  polodie  est  donc  la  base  d'un  cAne  OU.', 
ayant  son  sommet  au  point  0  et  faisant  corps  avec  le  solide,  et 
l'herpotodie  est  la  base  d'un  second  cAne,  de  même  sommet, 
mais  fixe  dans  l'espace;  le  mouvement  du  solide  se  résume 
dans  le  roulement  du  cAne  mobile  sur  le  cAne  fixe;  on  sait 
que  ce  roulement  est  le  mouvement  le  plus  général  que  puisse 
recevoir  un  solide  qui  a  un  point  fine  11,  g  15i). 

283.  Lorsque  l'ellipsoïde  est  de  rAvolutton,  la  polodie  de- 
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Tient  on  des  parallùtes  Je  la  surface,  les  deux  cAnes  sont  des 
cAnes  droils  à  base  circulaire,  el  ta  vitesse  angulaire  du  solide 
autour  de  son  axe  instaatanè  est  constante.  Dans  le  cas 
pénéral,  la  polodic  est  une  courb:  fermée  qui  entoure  -^ur 
l'ellipsoïde  l'extrémité  du  plus  grand  axe.  ou  l'extrémité  du 
plus  petit;  elle  peut  se  réduire  exceptionnellement  au  >ys- 
lème  de  deux  ellipses  lorsqu'elle  passe  par  le  sommet  de 
l'iixe  moyen. 

38d.  Sur  le  plan  t'herpolodie'  est,  en  général,  une  courbe 
comprise  entre  deux  cercles  concentriques,  décrits  autour 
du  point  P  comme  centre,  et  allant  de  l'un  à  l'autre  alter- 
nativement par  périodes  égales;  la  courbe  peut  d'ailleurs 
se  fermer  au  bout  d'un  certain  nombre  de  spires,  ou,  dans 
d'autres  cas,  se  prolonger  indéfiniment  sans  jamais  repasser 
par  son  point  de  départ.  Lorsque  l'ellipsplde  es*  de  révolu- 
tion, l'herpolodie  se  réduit  à  un  cercle.  Un  autre  cas  re- 
marquable est  celui  oîi  la  polodie  passe  par  les  extrémités  de 
l'axe  moyen.  Alors  l'herpolodie  se  transforme  en  une  spirale 
indéGnie,  qui  fait  une  infinité  de  fois  le  tour  du  point  P,  et 
dont  la  longueur  totale  est  néanmoins  finie.  Supposons  que  le 
solide  ait  commencé  à  tourner  autour  de  l'axe  moyen;  si  on 
le  dérange  légèrement  de  cette  position,  où  la  rotation  pourrait 
indéfiniment  persister  (g  262,  2*),  et  qu'on  ait  soin  de  porter 
dans  le  SOIS  convenable  l'axe  de  lu  nouvelle  rctution  instan- 
tanée «1  un  point  de  l'une  des  ellipses  conslituant  la  polo- 
die  correspondante,  le  pAle  instantané  prcinlra  un  mouve- 
ment indéfini,  el  il  pourra  avbir  pour  positio:i  limite  te 
sommet  opposé  de  l'axe  moyen,  après  le  rawenement  com- 
plet du  eorpi;  l'axe  moyen  tend  à  reprendre  son  orientation 
en  se  renversant  bout  pour  bout.  Mais  ce  renversement  de- 
manderait lin  temps  infini  pour  s'achever. 

•T.  Tofneï,  S«. 
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387.  Noos  mourons  l'équation  de  rdlipscntdc  d'incrtiesous 

la  forme 

La  polodie  est  le  lieu  des  points  de  celte  surface  où  le  plan 
tangent  esl  à  une  distance  constante,  E,  de  l'origine. 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  x,  y,  z  de  la  surface 
est 

et  sa  distance  S  à  l'origine  est  ^le  à 


Égalant  celle  fonction  à  la  constante  3,  ou  aura  pour  se- 
conde équation  de  la  polodie 

La  polodie  est  l'intersection  des  surfuccs  (1)  et  (2),  qui  sont 
toutes  deux  des  ellipsoïdes  ayant  les  mêmes  plans  principaui. 
L'inlcrsection  se  projette  doue  sur  les  plans  coordonnés  sui- 
vant des  coui'bcs  du  second  ordre.  Éliminant  successivement 
s,  X  et  y,  on  obtient  pour  équations  des  projections  : 

Sur  le  plan  des  xy, 

Sur  le  plan  des  yx. 
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Et  sur  le  plan  des  ax, 

Soito<fc<e. 

La  distance  8  devra  être  comprise  entre  a  et  c.  Elle  peut 
d'ailleure  êlre  <  6  ou  >  fr. 

Puisqu'on  a  a  <  c  et  que  i  est  compris  entre  a  et  e,  on  a 

1       1    1       1       i       1 

aussi  -ï  <  ri>  -i>  -i.  et  ri  >■  t  Donc  les  trois  coeflicienls  de 
tr      i    a       (r       0       e^ 

l'équation  (3)  sont  négatirs  ;  changeant  les  signes,  on  les  rend 

tous  positifs  ;  l'équation  (5)  devient 

et  représente  une  ellipse. 

1      1 
L'équalion  (4)  représente  aussi  une  ellipse,  car  ->tï. 

Quanta  l'équation  (5),  elle  représente  une  hyperbole,  car 

les  coefficients  Ti  —  3  et  rr :  ont  des  signes  contraires. 

r     c      ir      a 

Elle  représente  deux  droites  dons  le  cas  parliculier  où  3  =  6; 
alors  la  polodie  se  réduit  au  système  de  deux  ellipses,  inter- 
section de  ta  surface  de  l'ellipsoïde  d'inertie  avec  les  deux 
plans  déHnis  par  l'équation  (5). 

Les  hyperboles  représentées  par  l'équation  (5)  dans  le  cas 
général  sont  situées  dans  l'un  ou  l'autre  des  angles  formés 
par  les  droites 

S(i-J)+=:{^-i)-»- 

suivant  qu'on  a  n>»  ou  n^ûi  la  polodie  est  donc  sur 
l'ellipsoïde  une  courbe  fermée  qui  entoure  le  sommet  du  petit) 
axe  ou  le  sommet  du  grand  axe,  suivant  que  S  est  inférieur 
ou  supérieur  à  b. 
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Si  l'etlipsoïde  est  de  révolution,  el  qu'on  ait  par  exemple 
a  ^  6,  la  polodie  se  l'éduit  à  un  cercle  autour  du  sommd  de 
l'axe  e. 


E  hk    «TADIUTË  BB    LA  ItOTATIOH   ALTOIIH  d'u»  AXB  PMKCIFaL. 


288.  Soit  OA.  l'aie  mineur,  OB  l'axe  moyen,  OC  l'axe  ma- 
icurdc  l'ellipsoide  d'inertie  (fîg.  140}. 

La  rotation  du  solide,  une  fois  commencée  autour  de  l'un 
de  ces  trois  axes,  se  continue  indéfiniment  s'il  n'intenicnt 
aucune  force  étrangère.  Cependant  la  itabilité  de  la  rotation 
n'est  pas  la  même  autour  des  trois. 

Menons  par  l'axe  moyen  RR'  les  deux  plans  GF,  DE,  qui 
coupent  la  surface  suivant  les  ellipses  le  long  desquelles 
le  plan  tangent  est  h  ta  distance  OB  du  centre.  Tous  les  points 
de  ces  ellipses  pourront  servir  successivement  de  pdies  a  la 
rotation  instantanée,  de  sorte  que  le  mouvement  du  solide 
pourra  consister  dans  l'application  successive  des  arcs  del'ci- 
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lipse  BGB  sur  le  plan  invariable.  Il  n'en  est  pss  de  même  de 
l'aie  majeur  et  de  l'axe  mineur,  car  les  distances  OC,  OA.for-' 
ment  le  maximum  et  le  minimum  du  ,  ^  ,, 

rajon  vecteur  mené  du  point  0  à  la  sur- 
face, et  de  la  distance  du  plan  tangent  au 
centre.  ■ 

Si,  pendant  que  le  corps  tourne  au- 
tour de  l'axe  OC,  on  fait  intervenir  une 
force  qui  porte  le  pi>le  instantané  en  un 
point  I  peu  éloigné  du  point  C,  le  corps 
prendra  pour  potodie,  &  partir  de  cet 
instant,  une  courbe  fermée  II'  entou- 
rant le  sommet  C  de  la  surface  ;  il  en  sera  ainsi  tant  que 
le  point  1  ne  sera  pas  jeté  par  une  nouvelle  force  en  dehors 
du  fuseau  compris  entre  les  deux  demi-ellipses  BEB',  BGB'. 

De  même  si  la  rotation  s'opère  autour  de  OA,  et  qu'on  la 
dérange  un  tant  soit  peu,  la  polodie  deviendra  une  courbe  EK' 
entourant  le  point  À,  et  cette  altération  se  conservera  tant 
que  le  pAle  instantané  ne  sera  pas  porté  en  dehors  du  fuseau 
ellipsoïdal  EBEB*. 

En  quelque  point  qu'on  place  le  pâle  instantané  de  la  ro- 
tation, pourvu  qu'il  ne  tombe  pas  sur  les  ellipses  limites  DE,  FG, 
la  polodie  sera  une  courbe  fermée  entourant  le  sommet  C  ou 
le  sommet  A,  suivant  que  le  pAle  initiai  tombe  dans  le  fuseau 
GBB'E,  uu  dans  le  fuseau  EBB'F. 

On  peut  donc  prendre  pour  mesure  de  la  stabilité  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  majeur  ou  autour  de  l'axe  mineur  la 
surface  des  fuseaux  qui  contiennent  les  sommets  de  ces  axes, 
de  sorte  que  ta  stabilité  du  grand  axe  est  mi^surée  par  la  sur- 
face GBB'E,  et  celle  du  petit  par  la  surface  EBli'F. 

La  stabilité  delà  rotation  autour  de  t'axe  moyen  est  nulle. 
En  cdet,  si  la  rotation  autour  de  l'axe  OB  commence,  et  qu'on 
la  dérange  un  peu  en  déplaçant  l'axe  instantané  de  rotation,  le 
pèle  instantané  sera  porté  soit  dans  le  fuseau  GBB'E,  soit  dans 
le  fuseau  adjacent  EBB'F  ;  dans  le  premier  cas,  la  nouvelle 
polodie  entourera  le  point  C,  sommet  de  l'axe  majeur;  dans 
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le  second,  elle  entourera  le  point  A,  sommet  de  l'axe  nû 
neur.  La  rotation  altérée  s'effectuera  donc  autour  de  l'on 
des  axes  exlr£mes,  en  abandonnant  l'axe  moyen.  U  y  a  un 
cas  exceptionnel  :  celui  où  le  dérangement  de  l'axe  instantané 
porterait  le  pôle  de  la  rotation  sur  l'une  des  ellipses-limites. 
Car  alors  la  polodie  deviendrait  cette  ellipse  même  ;  le  corps 
se  déplacerait  donc,  soit  de  manière  à  ramener  le  pôle  instan- 
tané au  sommet  B  qu'il  vient  de  quitter,  soit  de  manière  à 
l'écarler  de  plus  en  plus  de  ce  poinl,  le  long  de  rellipse-limile, 
et  à  l'amener  de  plus  en  plus  près  du  sommet  opposé  B*. 


Tiuct  d£  l'hebpolodu. 


289.  Soit  0  le  centre  de  l'ellipsoïde  ; 
P  le  pied  de  la  perpendiculaire  •abaissée  de  ce  point  sur  le 
plan  invariable  CD  j 

H  le  point  de  contact  &  un  instant  donné  de  l'ellipscùde  avec 
ce  [dan. 

la  rotation  de  l'ellipsoïde  s'opérera  è  cet  instant  autour  de 
la  droite  OM,  de  manière  à  appliquer  successivement  les  arcs 
de  la  polodie  MN  sur  le  plan  CD.  terésultat  de  cette  application 
successive  sera  une  courbe  HQ, 
entourant  le  point  P,  et  dans 
laquelle  les  rayons  PH  varieront 
généralement  entre  deux  li- 
mites; de  sorte  que  l'herpolo- 
die  est  en  général  une  courbe 
^nueuse,  qui  tourne  autour  du 
point  P,  en  s'en  rapprochant  et 
en  s'en  éloignant  ï  intervalles 
égaux,  et  pouvant  d'ailleurs  ne  pas  se  fermer,  si  l'angle  au 
centre  qui  correspond  à  l'application  du  périmètre  entier  de 
la  polodie  n'est  pas  commensurable  avec  l'angle  droit. 
Il  y  a  eiception  lorsque  la  polodie  est  une  des  ellipscs- 
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liinites  passant  par  les  sommets  tie  l'axe  moyen.  D.ms  ce  cas 
l'herpotodîe,  au  lieu  d'être  une  courbe  ondulée,  se  tenant  à 
une  distance  in'>yenne  constante  du 
point  P,  est  une  spirale  MP,  qui  se 
rapproche  de  plus  en  plus  du  ce  point 
sans  jamais  l'atleindre.  Bien  que 
celte  courbe  se  prolonge  indéfini- 
tncnt,  sa  longueur  est  finie;  car, 
comme  elle  résulte  de  l'application 

sur  le  plan  dos  arcs  successifs  de  rellipsc-limilc,  elle  a  pour 
longueur  totale  la  longueur  même  de  cotle  ellipse. 

ËnGn,  lorsque  la  polodie  se  réduit  ù  un  parallèle  de  l'ellip- 
soïde de  révolution,  l'herpolodie  se  réduit  à  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  P,  et  le  mouvement  du  solide  consiste 
ùm  le  roulement  d'un  cOne  droit  à  base  circulaire  lié  au  corps 
sur  un  cdne  droit  à  base  citculaire  fixe  dans  l'espace. 


EMPLOI  d'UH  TRUnCLE  PLAN  PODB  REPBËSEnTEB  LBS  IIOHERTS  d'itiERTIB 
d'un  SI)IJ3B. 

290.  Le  moment  d'inertie  I  d'un  solide  par  rapport  k  oo 
axe  OP  mené  par  un  point  fixe  0  est  donné  par  l'équalion 
I  =  AcosV  +  Bcœ*^  +  Ccofl'ï, 

A,  B,  C,  dL'signant  tes  moments  d'inertie  du  solide  par  rap- 
port à  ses  axes  principaux  au  point  0,  et  a,  p,  y,  'es  angles  do 
la  dircclion  OP  avec  les  trois  axes.  L'ellipsoïde  dineftie  est  le 
lieu  di'S  poinis  M  que  l'on  obtient  en  prcn:mt  sur  chaque 

;!roilc  OP  une  longueur  0M  =  -^;  il  a  pour  demi-axes  prîn- 

cipaux  -p ,  -= ,  -^,  et  la  valeur  du  moment  d'inertie  I,  cor- 
V"   V»   V^ 

respondanl  à  l'axe  OM,  est  reprûsenfée  par  la  fraction  —, 
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OU  par  -j j -,,  a;,  y.ïétantlescoordonnéesiïupointM. 

Nous  avons  observé  (g  241)  qu'avec  trois  côtés  p^opo^ 
tionncls  aux  moments  principaux  A,  B,  C,  on  peut  construire 
un  triangle  ABC,  dans  lequel  on  aura  I!Ci=A,  CA=B,  AB=C. 
Cela  posé,  à  chaque  point  H  de  la  surface 
de  l'ellipsoïde  correspondra  sur  le  plan  du 
triangle  un  point  M',  défini  par  ses  dis- 
tances TA'a:=a,  Wb^b,  Wc:=c  aux  trob 
côtés. 

"  "       "        Pour  déterminer  la  position  de  ce  poini, 

il  suffit  de  chercher  les  distances  a,  6,  c,  de 
manière  à  satisraire  aux  équations 


Le  point  M'  sera  l'inlcrsccliun  des  droites,  lieux  géométri- 
ques des  points  dont  les  dislances  aux  côtés  sont  proporlion- 
ncllcs  aux  quantités  données  i',  y*,  a*.  Multiplions  les  deui 
termes  du  premier  rapport  par  A,  les  deux  Icrmes  du  second 
par  B,  les  deux  termes  du  troisième  par  C,  puis  ajoutons 
ferme  à  terme,  il  viendra  la  suite  d'égalités 


ï*        y»        3«        Al'  +  Hy'  +  Cl»         1  ' 

T  désignant  la  'urrace  du  triangle.  On  a,  en  effet, 
Ax'  -H  Bi/'  -1-  Cs*  =  1  pour  tous  les  points  M  de  l'elliiisoide,  et 
Ao  +  Bt-f-Cc  est  le  double  de  la  surface  du  triangle  ABC. 
Donc 

a=ÏIi», 

e  =  STi», 

foimulcs  (l'es  simples  de  transformation. 
On  en  déduit 


et  par  suite  1  =  - 


2T' 
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Donc  le  moment  d'inertie  correspondant  à  l'axe  OM,  ou  au 
poiiif  lA'  (]ui  représente  cet  axe  sur  le  plan,  est  égal  aa  double  de 
la  surface  du  tria3igle  ABC  divisé  par  la  somme  des  distances  du 
wint  H'  aux  trois  côtés. 

La  surface  du  triangle  s'exprime  en  fonction  des  momettts 
d'inertie  du  solide  par  rapport  anx  plans  principaux  et  par  rap- 
portaupoinl  0  (§241).  On  a,  cnefTct, 

^       ^/4  +  B+C„  A  +  >-C,,A-ll  +  C    ,    B  +  C-* 

'- V       t       ^        5        ^        i       "^        5 
Or â est  la  somme,  SmiÇ'+V+ï"),  des  massesdu  so- 
lide par  le  carré  de  leurs  distances  au  point  0;  ^ 

est  le  moment  d'inertie  SmC*  du  solide  par  rapport  au  plan 
des  XI/. 

On  passe  ainsi  des  coordonnées  x,  y,  s  de  la  surface  cllip- 
soïilalc  aux  coordonnées  a,  b,  c,  prises  sur  le  plan  du  triangle, 
par  une  transformation  dans  laquelle,  à  un  facteur  constant 
prùs,  on  change  :t*  en  a,  y*  en  6,  z'  en  e.  Toute  fonction  li- 
néaire «le  x'',  y'  et  s*  devient  une  function  linùaire  de  a,b,  c, 
et  cette  fonction  égalée  i\  zéro  rcprésenle  une  droite  sur  le 
plan  du  triangle-  Par  suite,  l'intersection  de  l'ollipsoïdc 
d'inertie  avec  une  autre  surface  du  second  degré  ayant  les 
mêmes  plans  principaux  se  transformera  sur  ie  plan  en  une 
droite.  La  polodie  satisfait  h  cette  condition. 

Nous  nous  servirons  de  cette  transformation  fort  simplç 
pour  achever  l'étude  du  mouvement  ducot^s  solide  autour  du 
point  0,  dans  le  cas  où  il  n'est  sollicité  par  aucune  force  ex- 
térieure. 

291.  Cherchons  d'abord  l'équation  en  a,  b,  e,  de  la  trans- 
formée de  la  polodie. 

Soit  u  la  vitesse  angulaire  du  solide  à  un  instant  donné  au- 
tour du  rayon  OM  ;  soient  a,  p,  y  les  angles  de  ce  rayon  avec 
les  axes  principaux  ;  p,  ç,  r,  les  composantes  de  la  vitesse  au- 
tour de  CCS  axes  ;  soient  enlîn  a,  b,  e,  les  coordonaées  planes 
du  point  M' correspondant  au  point  H. 
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l.tis  quantités  a,  b,  e,  sont  pro|ioi-lionnelles  aux  carK'S  x', 
y',  t'  des  coordonnées  du  point  M  dons  l'espace,  el  pur  suite 
proportionnelles  aux  carrés  des  cosinus,  cos'  a,  cos»  ^,  cos*f 
des  angles  de  la  direction  OM  avec  les  axes.  On  a  donc  la 
suite  de  rapports  égaux  : 


Multiplions  haut  et  bis  les  seconds  membres  de  ces  égalités 
parw',  et  observons  qucucosi^p,  wcosP=9,  ucos  v=r, 
et  enfin  lid*=H,  force  vive  du  corps,  quanlilè  constante  puis- 
que le  corps  n'est  soumis  h  aucun  travail  capable  de  l'allûrcr. 

Nous  en  déduisons 


Si  l'on  multipliait  la  première  par  A,,  la  seconde  prr 
ii,  la  troisième  par  C,  et  qu'on  ajoutikt,  on  en  lirerail,  en 
observant  que  Âa -4- Bt  +  Ce  =  2T,  la  relation  connue 
H  =  Ap'  +  Bg'  +  Cr'{g278). 

292.  L'axe  G  du  couple  rcsullant  des  moments  des  quanli- 
tés  de  mouvement  est  une  quantité  constante,  et  il  a  pour 
composimles  suivant  les  axes  les  produits  Aji,  B9,  Cf.  Ou  a 
donc 
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Itemplaçnnl    àans    cette  équation  p\  9*^    i',  par  leurs 
Ha  hb   ilc 


l*a  +  B«é  +  <?ci 


8TG» 


relation  linéaire  entre  les  ti-ois  coordonnées  a,  b,  e,  et  qui 
représente  pal-  conséquent  une  ciroïle  sur  le  plan  du  triangle. 
C'est  la  transformée  de  la  polodie.  On  voit  que  son  orientation 
ne  dépend  que  des  coerficients  A,  6  et  C  (Cf.  II.  g  119). 

L^uxe  résultant.  G,  est  (îite  dans  l'espace;  mais  l'ellipsoide 
jlant  mobile,  il  a  par  rapport  à  l'ellipsoïde  un  mouvement 
relalir,  en  vertu  duquel  il  perce  successivement  la  surface 
en  divers  points  d'un  certain  lieu  géométrique.  Cherchoris 
l'équation  de  la  transformée  plane  de  ce  lieu. 

Appelons  R  le  point  où  l'axe  OG  perce  à  un  instant  donné 
l'ellipsoïde,  et  soit  R'  le  point  correspondant  du  plan  du 
triangle.  Soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  du  pointR  dans  l'es- 
pace, et  a',  b',  e'  les  coordonnées  planes  du  point  R',  ou  les 
distances  de  ce  point  aux  cAtés  du  triangle.  Nous  aui-ons 
d'abord  la  série  de  rapports  égaux  : 

.X»         JP         J!,  _    AX'  +  Bï'  +  CZ" 1 

Eli  effet  AX'-l-Bï*H-CZ»  =  l,  puisque  le  point  R  appartient 
à  l'tillipsoïde. 
Ou  eu  déduit  « 


»v 

A»a 

iV+1..,- 

+  <?,'" 

A>« 

+  m  +  c,' 

B-,' 

D'A 

KV  +  H'l' 

+  0^ 

C*r* 

CV 

a,  h,  e  représentant  ici  les  coordonnées  planes  dn  pomt  M', 
correspondant  au  pôle  instantané  H  de  la  rolation. 
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Les  coordonnées  a!,  V,  c',  du  point  R'  s'obtiennent  au 
moyen  des  formules  de  transformation 

a-  -  2TX', 
i'  =  2TÏ«, 
e'=îTZ", 
et  par  suite 


3TC*c 


formules  qui  permettent  de  passer  du  point  H'  au  point  R'. 
Poui'  obtenir  l'équation  du  lieu  du  point  R',  il  faut  éliminer 
0, 6,  centre  ces  trois  équations  elTéquation  Aa+ Bfr +Cc=2T. 
Pour  cela,  nous  les  résoudrons  par  rapport  à  a,  b,  e.  11  vient 
en  les  ajoutant 

hC*c. 


«'  +  ft'  +  «'  =  2Tx 


A»(i  +  B'6  +  C»<! 
2TC». 


.  ...   . "'G» 


Aia  +  D'È  +  Cc 


H(i>a  +  b»t  +  C5c) 
4T«6' 


Substituons  dans  les  équations  qui  donnent  a',  b',  &,  en  fonc- 
tion (le  a,  b,  c,  et  résolvons  par  rapport  a  a,bye: 

(A*a  +  E'*-t-C\:)X<i'_  4T«G'Xo' 

~2TA*ll(<j'H-6'  +  e^ 
ÏTC  ^,  û' 


ÏTA' 

«G» 

fr- 

B'II 

■o'  + 

6'  +  *'' 

!TG» 

c' 

-V  + 

6'  +  o' 

(-i'  +  r- 
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Multiplions  la  première  par  A,  la  secoode  par  B,  la  troi- 
ièmepar  C,  et  tyoutous;  il  vient 


n  a^  +  b'  +  C      ' 


_8TG'    ^ 

a'  +  b'  +  if 

OU  bien 


QD  enfin 

("-?)-+{"-ï)^-(«-?)— .   ,  . 

équation  linéaire,  qui  l'eprésente  encore  une  droite. 

393.  Cherchons  en  dernier  lieu  la  vitesse  du  niouve* 
ment  du  point  H',  transformé  du  pdle  inslautané  de  rota- 
tion, le  long  de  la  droite  qu'il  parcourt  'ur  le  triangle.  Il 

suffira  pour  cela  de  déterminer  l'une  des  dérivées   -jt,  -7-, 

de 
dt' 

la  direction  de  la  coordonnée  correspondante.  Les  équations 
da  mouvement  du  solide  sont 


D'nn  autre  côté  nous  avons  les  relations 
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et  les  radicaux  v^,  V^,  \/c,  sont  seuls  susccpiililcs  deiYCc- 

voir  le  signc.+  ou  le  signe  — . 

DifférentiûDS  les  trois  dernières  équations.  Nous  aurons 


.      1 . /a  (to 


0i 


SVST 


Substituons  ces  diverses  valeurs  dans  les  équations  du 
mouvement.  11  vient,  en  multipliant  par  \/â,  et  en  divisant 


'\/ê- 


;cg-i»-B)v^>Œ=.. 


Ceî  équitlions  présentent  une  ambiguïté  désignes,  car  on 
n'est  pas  sûr  à  priori  qu'il  faille  prendre  la  même  détermi- 
nation du  radical  à  la  fois  dans  les  trois  équations.  Pour  fiiire 
disparaître  cette  ambiguïté,  remarquons  que,  lorsque  le  point 
M'  atteint  l'un  des  trois  côtés  du  triangle,  l'une  des  trois 
coordonnées  a,  b,  c  devenant  nulle,  les  trois  projections  des 
vitesses  s'annulent  à  la  fois;  ce  qui  correspond  au  change- 
ment de  sens  du  mouvement.  Le  mouvement  du  point  M' est 
donc  une  oscillation  entre  les  deux  cétés  du  triangle  ren- 
contrés par  la  droite  qui  lui  sert  de  trajectoire.  Les  vitesses 
changeant  de  signe  à  chaque  extrémité  de  celte  droite,  on  voit 
que  dans_chaquc  équation  la  détermination  positive  du  ra- 
dical sjabc  correspond  au  mouvement  du  point  M'  dans  un 
sens,  et  la  détermination  négative  au  mouvement  en  sens 
contraire.  Reste  &  savoir  comment  on  doit  grouper  les  signes 
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(!c!!  rndictux  (1:ins  les  trois  ërjuations  pns*3  siraullanËtncnt. 
Or  on  a  ideniiquciucnt 

Aa  +  B&4-Cc=8T. 

Donc 

Ajoutant  les  trois  équations,  nous  devrons  avoir 

[(D  — C)^SS  +  ;C  — *)v'«î^+(A  — B)v^]=0. 

ce  qui  exige  que  te  radical  ^abc  soit  pris  dans  les  trois  équa- 
tions avec  le  môme  signe. 

Les  équations  qui  donnent  les  vitesses  ne  conservent  plus 
alors  aucune  ambiguïté,  saur  celle  qui  correspond  au  dépla- 
cement alternatif  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire,  dans  uo 
sens,  puis  dans  le  sens  opposé. 

Si  deux  moments  d'inertie  principaux  sont  égaux,  par 
exemple  si  A  =  B,  le  triangle  devient  isocèle.  La  troisième 

équation  donne  alors  ;^^0,  ce  qui  montre  que  c  est  con- 
stant. La  polodie  a  donc  pour  transformée  une  parallèle  &  la 
base  du  triangle,  transformée  du  parjllèle  que  le  pôle  décrit 
sur  la  surface  de  révolution. 

294.  A  un  instant  donné,  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  M' sur  des  perpendiculaires  aux  cAtés  du  triangle  sont 
proportionnelles  aux  quantitt'S 

La  vitesse  elle-même  est  donc  proportionnelle  à  ijabc ,  ou  au 
produit  pqr.  Elle  est  nulle  aux  extrémités  de  la  droite,  et 
atteint  te  maiimum  de  sa  valeur  en  un  point  intermédiaire 
qu'il  est  facile  de  déterminer,  et  dont  les  coordonnées  a,  b,  e, 
sont  définies  parles  trois  équations  : 

A*-|-B6  +  C<!=!T, 
al^-i.  lit».  _i_  n. v"-- 
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295.  Esaminonsenpnrticuliercequi  armequandlalmis- 
formée  plane  de  la  polodie  passe  par  le  point  B,  sommet  du 
triangle.  Ce  cas  correspond  i  celui  où  la  polodie  se  confond 
sur  l'ellipsoïde  avec  l'une  des  ellipses  limites.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  Tant  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  a  =  0,  e=:0,  el 


de  la  tngectoire  du  point  U',  on  trouve  la  condition 

G>=BH. 

On  observai  que  B  est  le  moment  d'inertie  prineipaî  moyen. 
Supposons  cette  condition  remplie.  Le  point  M'  se  mou- 
vra le  long  de  ta  droite  KB,,  soit  dans  un  sens,  soit  dans 
l'autre. 

Supposons  d'abord  qu'il  se  rapproche  du  point  B,  ;  la  vi- 
tesse, proportionnelle  à  \/abc,  changera  de  signe  en  passant 
par  ziiro  au  point  B,  ;  aux  environs 
de  ce  point,  le  produit  <ijabc  est  sen- 
siblement propori  ionnel  à  la  racine 
carrée  de  la  distance  s  du  point 
moliile  au  point  B, ,  car  a  et  c  ont 
"         "'  '  sensiblement  les  valeurs  B,a, ,  B,c,, 

''  tandis  que  b  est  proportionnel  à  la 

dislance  s  que  décrit  le  point  mobile.  L'équation  du  mouve- 
ment au  passage  du  point  B,  est  donc  de  la  forme  -j-  =  ±K\/j, 

-I-  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  sens,  —  quand  il  a 
lieu  dans  l'autre,  et  K  désignant  une  constante,.  On  en  déduit 
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Cette  équation  montre  que  le  point  mobile  atteint  le  point  B, 
dans  un  temps  fini.  Après  quoi,  le  mouvement  change  de 
sens,  et  le  mobile  se  rapproche  du  point  B. 

Pour  savoir  ce  qui  se  passe  aux  environs  du  point  B,  appe- 
lons de  même  <  1&  distance  mB  qui  reste  i  parcourir.  Ici  la 
coordonnée  b  est  sensiblement  égale  à  la  hauteur  BK  du 
triangle,  tandis  que  les  coordonnées  a  et  c  sont  toutes  deux 
proportionnelles  à  la  distance  t,  de  sorte  que  <i/ac  sera  propor- 
Uonnel  à  s.  Appelant  donc  K'  un  nouveau  coefTicienl  constant, 
nous  aurons  pour  l'équation  du  mouvement  à  l'approche  du 
point  B, 


log»=C— K»*, 

équation  qui  pour  «^0  donne  pour  (  une  valeur  infiniment 
grande. 

Le  point  M'  mettra  donc  un  temps  infini  k  arriver  au  point 
B,  ce  qui  démontre  le  fait  annoncé  (g  '2S6)  :  lorsque  le  pAle 
instantané  parcourt  une  des  eJipses-limites,  il  s'approche 
indéfiniment,  sans  jamais  l'atteindre,  du  sommet  de  l'ellip- 
soïde siiué  à  l'extréinitè  de  l'axe  moyen. 


EFFET  d'dH  couple  raSTAHTAHÉ  StIB  OH   SOLIDC  ATAHT  DR  POUIT  FRE. 

396.  Ce  qu'on  appelle  force  iattantanée  est  l'impulsion 
totale,  P:=  1  ¥dl,  d'une  force  F,  variable  et  très  grande, 
agissant  pendant  un  temps  t  —  1.  très  court  (g  190).  Du  couple 
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insfantané  est  un  couple  formé  de  deux  forces  inslanlanées 
(P,  —  P),  ou  de  deux  impulsions  totales,  égales,  parallèles  et 
contraires,  agissant  pendant  un  temps  très  petit. 

Supposons  qu'un  corps  solide,  ayant  un  point  fixe  0,  soit 
en  repos,  et  qu'on  applique  à  ce  corps  un  couple  instantané 
(P,  — P)  ;  on  demande  quel  mouvement  va  prendre  le  corps. 

Nous  pouvons  décomposer  ce  couple  suivant  les  trois 
plans  principaux  du  solide  au  point  0;  appelons  L',  H',  N', 
les  trois  couples  composants.  Nous  appliquerons  le  théorème 
de  d'AIembert  étendu  aux  forces  iiisbntanées  (g  191)  :  iî  y  a 
équilibre  entre  les  percussions,  les  quantités  de  mouvement 
initiales,  et  les  quantités  de  mouvement  finales  changées  de 
sens.  Appliquons  le  théorème  des  moments.  Si  p',  q',  r'  sont 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  autour  des  axes 
principaux  à  la  fin  de  la  percussion,  Ap',  Rq',  C/  sont  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  ces  axes, 
et  l'équilibre  entraîne  par  conséquent  les  trois  équations  : 

c'est-à-dire  que  chaque  couple  instantané  composant  se  com- 
porti;  comme  s'il  était  seul.  Il  suffit  en- 
suite de  composer  les  vitesses  p',  q',  r', 
.,  pour  avoir  en  direction  et  en  grandeur  la 

^  vitesse  angulaire  w'. 

Soii  01  l'axe  instantané,  1  le  point  où 

cet  axe  perce  l'ellipsoïde  d'inertie.  Les 
coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  I  seront 
praportionnclles  aux  composantes  p',  q',  r' 
de  la  vitesse  angulaire.  Donc  le  plan  langeiit  à  relUpsoidc  au 
point  I,  plan  qui  a  pour  équation  (§  2S3,  2°) 
AXz-t-BYji-t-CZïBl, 

est  parallèle  au  plan 

ip'H- B  j-j/ +  Cr'i  =s  0. 
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au  enGn  au  plan 

lequel,  étant  perpendiculaire  û  la  diicclion  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  L',  M',  N  (g  282,  1°),  est  paral- 
lèle au  plan  du  couple  donné. 

En  d'autres  termes,  l'axe  de  rotation  autour  duquel  le  solide 
commence  à  tourner  sous  faction  du  couple  instantané  (P,~  ?), 
est  dans  l'ellipsoide  d'inertie  le  diamètre  conjugué  da  plan  de  ce 
couple. 

Le  couple  cessant  alors  d'agir,  le  corps  redevient  libre,  et 
comme  il  possède  une  vitesse  u'  autour  de  l'axe  inslanlanè  01, 
il  suit  n  partir  de  cet  instant  le  mouvement  ilédni  par  le  théo- 
rème de  l'oinsot.  La  rotation  ne  persiste  autour  do  la  direc- 
tion 01  quasi  celle  direction  est  celle  d'un  axe  principal. 


EFFET   ^BÉBAL   d'uH   COUPLE. 

297.  Supposons  qu'on  fasse  agir  sur  le  solide  un  couple 
(F,  —  F),  formé  de  deux  forces  finies  F,  don- 
nées à  chaque  instant  en  grandeur  et  en 
position. 

Soit  CL  l'axe  de  rotation  du  corps  à  un 
certain  instant,  en  vertu  de  son  mouvement 
antérieur. 

Si  l'on  supprimait  à  cet  instant  te  couple     " 
(Fj  — F)  pendant  un  temps  dl  1res  court,  le  "*'  *^ 

corps  suivrait  pen<l:)nt  ce  temps  la  loi  de  Puinsol,  et  au  bout 
du  temps  dt  il  aurait  pour  axe  do  rolalioii  une  droite  OL', 
distincte  de  OL,  et  aboutissant  sur  l'ellipsoïde  en  un  point  L' 
de  lj  polodie,  à  une  distance  inGniment  petite  du  point  L. 

Âcet  instant,  supposons  qu'on  fasse  agir  sur  le  solide  le 
couple  instantané  (Fdt,  —  ïdl);  si  le  solide  était  en  repos,  il 
en  résulterait  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  01,  dia- 
mètre con*ugué  du  plan  du  couple  dans  l'ellipsoïde  (g  ^'Oti). 
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En  vertu  du  principe  de  l'indépendance  de  l'cJfct  des  ferres 
(g  1,  2"),  on  obtiendra  le  mouvement  eflectif  du  solide  en 
composant  ensemble  la  rotation  autour  de  OL',  due  au  mou- 
vement antérieurement  acquis,  avec  la  rotation  01  due  à 
l'elïel  des  forces  extérieures. 

L*axe  de  la  rotation  résultante  sera  donc  une  droite  OE 
comprise  dans  le  plan  L'OI,  et  l'effet  du  couple  aura  été  de 
déplacer  le  p&le  instantané  sur  l'ellipsoïde  d'inertie  d'une 
ceitainc  quantité  L'fi.  La  polodie  LL'  du  tliéoréme  de  Poinsot 
sera  remplacée  par  une  autre  route  LK  du  pAie  instantané, 
qui  sera  due  .lUX  effets  combinés  de  l'inertie  et  des  fories 
extérieures. 

298.  Lorsque  rellipsoïde  d'inertie  est  une  surfacede  réto- 
liilion  autour  de  l'axe  OZ,  la  polodie  de  Poinsot  est  un  paral- 
lèle lii'  de  la  surface,  et  le  simple  jeu  de  l'inertie  assure  au 
coi-ps  un  mouvement  uniforme  de  précession,  sans  nutation 
(g  227).  Prenons  en  effet  pour  axe  fixe  OZ'  l'axe  OG  du  cou- 
ple des  quantités  de  mouvement;  s«icnt  MN  le  plan  fiie  sui 
lequel  roule  l'ellipsoïde,  etLL'la  polodie.  Le  mouvement  (tu 
corps  sera  un  roulement  uniforme  du  cône  droit  DLL'  sur  le 

cône  droit  OXX',  et  dans  ce  mou- 
vement la  ligne  des  naiids  ON 
—  sera  animée  dans  le  plan  Ï'OX' 
d'une  vitesse  angulaire  con- 
stante. 

L'aréle  de  contact  OL  des  deuï 
cônes  est  à  chaciue  instant  dans 
un  même  plan  avec  les  a\es  OP, 
OF  des  deux  surfaces,  et  la  ligne 
des  nœuds  ON  est  perpendicu- 
"'■  "*■  laire  à  ce  plan  ;  le  plan  LON  est 

le  plan  tangent  aux  deux  cônes  suivant  la  génératrice  OL, 

299.  L'ellipsoïde  étimt  toujours  de  révolution,  l'effet  d'un 
couple  peut  encore  être  un  mouvement  de  prêcession  uni- 
forme. 

Soit  OZ  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoide;  Véquateur  de  la 
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surface  sera  le  cercle  EE'.  Supposons  que  te  mouvement  du 
corps  soîl  le  résullat  du  roulement  du  cône  droit  OLL',  atta- 
ché à  l'ellipsoïde,  sur  le  cane  droit  fixe  Oâà',  Dans  ce  cas  la 
liyne  des  nœuds,  ON,  intersection  du  plan  de  l'équatcur  avec 
le  plan  \"0X'  perpendiculaire  à  l'axe  OZ'  du  cûne  fixe,  sera 
animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme  autour  du 
point  0.  Elle  est  normale  au 
plan  POF  conduit  par  les  ascs 
des  deux  cAncs,  et  -  à  l'aréte 
de  contact  OL. 

Soit  b)  la  vitesse  angulaire 
du  solide  autour  de  l'arêteOL. 
Cherchons  l'axé  des  moments 
des  quantités  de  mouvement. 
Décomposons  pour  cela  la 
vitesse  u  suivant  trois  axes 
principaux  de  rellipsoide  d'inertie  au  point  0.  L'ellipsoïde 
étant  de  révolution  autour  de  OZ,  on  peut  prendre  arbi' 
tratrement  pour  axes  principaux  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  le  point  0  dans  le  plan  de  l'ëquatuur.  Nous 
choisirons  la  dinite  ON,  et  une  autre  droite  OX,  menée  dans 
r^  plan  perpendiculairement  k  ON  et  contenue  dans  le 
plan  POF.  Soit  A  le  moment  d'inertie  du  solide  autour 
de  OX;  A  sera  aussi  le  moment  d'inertie  autour  de  ON;  ap- 
pelons C  le  moment  d'inertie  autour  de  OZ.  La  vitesse  an- 
gulaire u  nous  donnera  une  composante  p  suivant  OX,  et 
une  eomposante  r  suivant  OZ;  la  troisième  composante  sui- 
vant ON  sera  nulle,  puisque  ON  est  perpendiculaire  à  l'axe 
OL  de  la  rotation  a.  On  obli(>ndra  donc  les  composantes 
de  l'axe  des  moments  en  prenant  sur  OX  une  longueur 
0A=:  Ap,  et  sur  OZ  une  longueur  OC  =  Cr  ;  l'axe  cherché  OG 
sera  la  résultante  de  ces  deux  longueurs  (g  276).  On  voit  que 
cet  axe  est  contenu  dans  le  plan  POt'  ;  que  de  plus  la  rotation 
u  étant  conslantc,  et  faisant  toujours  les  mêmes  angles  avec 
les  directions  OX  et  OZ,  OG  aura  une  longueur  constante,  et 
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fci-a  un  nngic  constant  avec  l'uxe  OZ';  en  d'uulrcs  termes,  OG 
décviiti  autour  de  OZ'  un  c^nc  droit,  avec  la  môme  vitesse  an- 
guliiirequc  l'axe  OZ  de  rellipsoîde  mobile.  L'exInimitéCdùciil 
dans  ce  mouvement  une  circonférence  GC  avec  une  vilpsse 
£onstanlc,  normale  au  plan  Z'OG,  et  par  conséquent  paral- 
lèle à  la  ligne  ON.  Or  la  vilesse  de  restrémilé  de  l'axe  liu 
couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvemcnl 
est  à  clinque  instant  égale  et  parai  èle  à  l'axe  du  couple  résul- 
tant (les  momcnis  des  forces  extérieures  (g  160).  Donc  eafln, 
pour  imprimer  au  solide  le  mouvement  de  préceasion  mifurmc 
dé^iii  par  le  roulement  du  eôue  DLL'  sur  le  cône  fixe  0X>.',  ovee 
tnie  ritesse  anijulaire  w,  if  faut  appliquer  au  solide  un  envjile 
doiii  l'iixe  soit  à  chaque  instant  parallèle  à  !a  Ugne  des  nantis 
ON,  el  (jui  ail  pour  mesure  la  vitesse  linéaire  cortstante  dnpoinlf^. 
500.  Pour  calculer  la  laleur  de  ce  couple,  appelons  a 
l'angle  LOZ,  ^  l'angle  LOZ';  on  en  déduit  r=(iicosi, 
p=: usina.  Soit  *  la  vitesse  angulaire  de  la  précession;  la 
vilesf'c  4>  sera  la  composante  autour  de  OZ'  de  la  rolalioD  i», 
décomposée  suivant  les  axes  OZ',  OZ.  On  aura  donc 


La  longueur  OG  est  égale  h 


Elle  faitavecOZ'  un  angle  GOP  égal  à  ta  différence  AOG—AOZ'. 
Or  l'angle  AOG  est  donné  par  sa  tangente 

et  l'angl.!  AOZ'  est  égal  à  |  -p. 
Donc 
linGOI  =  «n  AOG  coaAOZ'  —  cosAuG  slnAOZ' 


in^- 


Cco»iiain3— A^ngcog^ 
VCixjï'a  +  A'un'a 
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La  dislance  du  point  G  à  l'axe  OZ'  est  égale  à 

«  [CcOTs  Bin^  —  A  sin  ■  cosp), 

et  la  vitesse  linéaire  du   point  G  dans  le  mouvement  de 
prècessioii  est  le  produit  de  cette  distance  par  <t>,  ou  par 

— :— -  C'est  la  valeur  du  couple  cherché,  dirigé  suivant  la 

ligne  des  nœuds  : 

I(=  ^U— ï(Ccoi«ilnp  — iainncosp). 
A^ilCAnOH  tn  UOUTEBIEIIT  BB  LA   TODPIE. 


301.  Le  mouvement  conique  uniforme  de  la  toupie  coa- 
firme  la  théorie  qui  vient  d'èire  exposée. 

La  toupie  est  un  solide  de  révolution  autour  de  l'axe 
OZ,  et  terminé  à  sa  partie  inférieure  par  une  pointe  en  fer 
0,  qui  repose  sur  un  plan  ho- 
rizontal Y'OX'.  L'ellipsoïde  d'iner- 
tie de  la  toupie  au  point  0  est 
aussi  de  révolution  autour  de 
l'axe  OZ. 

Supposons  que  le  mouvement 
conique  de  la  toupie  soit  réalisé  ; 
elle  tourne  alors  autour  de  son  ^^'^ 
aie  OZ  avec  une  certaine  vitessu 
angulaire  6,  et  en  même  temps 
l'axe  OZ  tourne  autour  de  la  ver- 
ticale OZ'  avec  une  vitesse  angu- 
laire 4>,  que  nous  avons  appelée 

la  vitesse  de  prëcession.  Pour  trouver  l'aie  instantané  de 
rotation,  composons  la  relation  ^  autour  de  OZ'  avec  la 
rotation  6  autour  de  OZ.  La  résnltante  Ou  sera,  en  grandeur 
et  en  direction,  l'axe  de  la  rotation  instantanée;  la  direc- 
tion Obi  sera  l'arête  de  conlact  des  deux  cônes  circulaires 
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dont  l'un  roule  sur  l'autre  dans  le  mouvement  du  solide. 
Examinons  ce  qui  se  passe  à  l'instant  où  l'axe  OZ  de  la 
toupie  traverse  le  plan  Z'OV,  Au  point  0  élevons  dans  ce 
plan  la  droite  OX  perpendiculaire  à  OZ  ;  ce  sera  un  axe  prin- 
cipal de  l'ellipsoïde  d'inertie.  Décomposons  la  rotation  instan- 
tanée Ou)  suivant  les  deux  directions  rectangulaires  OZ  et  OS, 
ce  qui  nous  donne  les  composantes  p=Op  autour  de  OX,  et 
r:=Or  autour  deOZ;  puis  formons  les  produits 

KXp  =  Ok,      CXr  =  OC; 

la  résultante  OG  des  deux  droites  OA,  OC,  sera  l'axe  des  mo- 
ments, qui  suivra  le  mouvement  du  plan  Z'OZ.  La  vitesse 
linéaire  du  point  G  autour  de  l'axe  OZ'  sera  égale  au  produit 
GIl  X  4>  ;  c'est  la  mesure  du  couple  qui  doit  être  appliqué 
au  solide,  et  dont  l'axe  doit  être  à  chaque  instant  parallèle  à 
la  ligne  des  nœuds.  Or  la  seule  force  qui  sollicite  le  corps 
(abstraction  faite  de  la  réaction  du  point  0,  dont  le  moment 
est  nul),  est  le  poids  P  de  la  toupie,  appliqué  en  son  centre 
de  gravité  1  ;  le  plan  du  couple  formé  par  les  forces  exté- 
rieures transportées  au  point  0  est  donc  le  plan  Z'OZ,  et 
l'axe  du  couple  est  bien  dirigé  suivant  la  ligne  des  nœuds, 
0¥'.  Le  moment  du  couple  est  d'ailleurs  égal  à  PxOt.  La 
condition  nécessaire  el  sufTisante  pour  qu'il  y  ait  précession 
uniforme  est  donc 

Px0i  =  GHx4. 

Nous  avons  négligé  le  couple  dû  au  frottement  de  la  pointe 
0  sur  le  plan  fixe  :  ce  couple  n'est  pas  sans  influence,  pui^ 
qu'on  observe  une  réduction  graduelle  de  la  vitesse  de 
rotation  propre,  6,  de  la  toupie,  réduction  due  au  tra\'ail 
négatif  du  frottement  sur  lo  plan  d'appui.  Les  réactions 
du  plan  Y'OX'  sur  la  toupie  comprennent  en  rénlité  une 
force  et  un  couple  ;  le  couple  est  dû  au  frottement  du  pivot. 
La  force  peut  se  décomposer  en  deux  :  l'une  verticale  el  égale 
au  poids  P  ;  l'autre  horizontale,  et  qui  fait  équilibre  aux  forces 
centrifuges  développées  par  la  rotation  4  de  la  toupie  autour 
de  l'axe  OZ'. 
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GVboscopi:  de  Foucault. 

502.  On  donne  le  nom  de  gyrotcope  k  deux  appareils  dilTé- 
rcnls  :  l'un  sert  à  montrer  l'influence  de  la  rotation  de  la  terre 
sur  un  corps  solide  auquel  on  communique  un  mouvement 
rapide  de  rotation  autour  d'un  axe  libre  de  prendre  dans  l'es- 
pace telle  orientation  qu'on  voudra,  sans  cesser  de  passer  par 
le  centre  de  gravité  du  corps  mobile.  L'autre  appareil  consiste 
aussi  en  un  corps  solide  monté  sur  un  arbre  auquel  on  im- 
prime un  mouvement  rapide  de  rotation,  mais  il  a  pour  objet 
de  faire  voir  le  mouvement  de  préœssion  uniforme  qui  ac- 
compagne le  mouvement  de  ro- 
tation propre ,  lorsqu'on  sup- 
prime l'un  des  deux  appuis  fixes 
de  l'arbre  tournant. 

La  théorie  de  ces  deux  appa- 
reils exige  une  analyse  délicate,      ^ 
que  nous  remettrons  à  un  pro- 
chain chapitre  ;  nous  en  donne- 
rons ici  un  simple  aperçu.  Oc-  ""'  '"' 
cuponâ-nous  d'abord  du  second  gyroscope,  qui  a  une  com 
plète  analogie  avec  la  toupie. 

L'appareil  consiste  en  une  sorte  de  tore  massif,  C,  tra- 
versé par  son  axe  de  révolution  AB,  que,  pour  fîxer  les 
id6es,  nous  supposerons  horizontal;  les  deux  extrémités  de 
l'axe  reposent  sur  des  paliers  a  et  b,  dont  on  réduit  lo 
plus  possible  le  frottement  par  un  bon  graissage.  Le  pa- 
lier a  est  monté  sur  nne  suspension  à  la  Cardan  (I, 
g  293)  qui  laisse  à  l'axe  AB  toute  liberté  de  prendre  dans 
l'espace  une  orientation  quelconque.  La  fixité  de  l'axe  est 
assurée  au  commencement  de  l'expérience  par  le  second 
palier  fr,  suspendu  par  un  fil  è  un  point  fixe  D,  ou  simple- 
ment porté  à  la  main  par  l'observateur.  On  approche  le  tore 
de  la  jante  d'une  roue  mise  en  mouvement  par  un  équipage  de 
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roues  dentées.  Le  gyroscope  se  met  à  tourner  autour  del'aieÂB, 
avec  une  vitesse  angulaire  qu'on  peut  rendre  très  grande,  cl 
il  conserve  cette  vitesse  quand  la  roue  motrice  a  été  écartée. 
Alors  On  supprime  brusquement  l'appui  b,  soit  eii  brOlant  le 
fil,  soit  en  abandonnant  le  palier  tenu  k  la  main.  L'extrémité 
B  de  l'axe  tend  aussitôt  à  tomber,  mais  l'axe  ne  s'abaisse  en 
réalité  que  d'une  quantité  imperceptible,  et  l'appareil  prend 
sur-le-champ  un  mouvement  de  précession,  en  vertu  duquel 
l'axe  AB  parcourt  le  plan  horizontal  avec  une  vitesse  an- 
gulaire constante  autour  du  point  A..  Cette  uniformité  du 
mouvement  n'est,  du  reste,  qu'apparente,  et  l'analyse  montre 
que  la  précession  uniforme  du  plan  vertical  Z'AB  est  accom- 
pagnée d'une  nutation  très  petite,  c'est-à-dire  d^une  vaiiation 
périodique  de  l'angle  Z'AB. 

Bornons-nous  à  considérer  la  précessîon  uniforme,  et  cher- 
chons quel  est  le  couple  qui  produit  ce  mouvement. 

Soit  è  la  vitesse  angulaire  du  tore  autour  de  son  axe,  et  0 
la  vitesse  angulaire  de  l'axe  autour  de  AZ.  Si  la  première 
est  dirigée  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  la  seconde  sera  dirigée 
dans  le  sens  de  la  flèche  f,  comme  si  le  tore  roulmt  eontrewiplm 
horizontal  placé  au-desttu  de  lui.  Prenons  donc  AE=8  sur 
l'axe  AB,  et  AF^4>  sur  l'axe  AZ'.  Composons  ces  deux  droites  : 
la  résultante  AH  sera  en  grandeur  et  en  direction  l'axe  instan- 
tané de  rotation,  c'est-à-dire  la  génératrice  de  contact  des 
cdnes  directeurs  du  mouvement  de  l'appareil.  Nous  devons 
décomposer  la  résultante  suivant  les  axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïde d'inertie  du  gyroscope  au  point  A  ;  mais  le  gyroscope 
étant  un  solide  de  révolution,  et  l'angle  Z'AB  étant  supposé 
droit,  ces  axes  sont  les  droites  AB  et  AZ'  elles-mêmes  :  les 
composantes  p  et  r  sont  respectivement  égales  à  4*  et  à  8. 
Formons  les  produits  Ap=A4>  et  Cr=C6,  puis  composuis- 
les  ;  nous  aurons  pour  résultante  l'axe  AG  'des  moments  des 
quantités  de  mouvement.  La  vitetge  du  point  G  sera  dirigée 
perpendiculairement  au  plan  Z'AB,  et  en  avant  de  ce  plan; 
elle  est  égale  à  GEx^.  Telle  est  la  mesure  du  couple  qui 
produit  la  précession.  L'axe  de  ce  couple  est  parallèle  i  la 
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-vitesse  du  point  G,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  Z'AB. 
C'est  donc  une  droite  AN,  perpendiculaire  au  plan  Z'AB;  cette 
droite  est  l'inlersection  du  plan  fixe  normal  à  l'axe  AZ'  avec 
le  plan  mobile  Z'AN,  qui  est  Véquateur  de  l'ellipsoïde  d'inertie 
(lu  gyroscope  au  point  A;  c'est,  en  d'autres  termes,  la  ligne 
des  neaid»  du  mouvement  que  nous  étudions. 

Les  forces  extérieures  doivent  produire  un  couple  dont 
l'axe  soit  la  droite  AN,  et  dont  le  moment  soit  égal  à  GK  x  4>. 
Or  les  forces  extérieures,  abstraction  faite  de  celles  qui 
sont  af'iquées  au  point  A  et  dont  le  moment  est  nul,  se  ré- 
duisent u  la  pesanteur  :  le  poids  P  du  gyroscope,  appliqué 
en  son  centre  de  gravité  I,  donne  naissance,  quand  on  le 
transporte  au  point  A,  à  un  couple  dont  le  moment  est 
P  X  Al  et  dont  l'aie  est  la  droite  AN,  perpendiculaire  à  son 
plan.  Toutes  les  conditions  seront  donc  remplies  si  l'on  a 
l'égalité  :  PxA]=GKx4>,  relation  qui  régie  la  vitesse 
angulaire  4>. 

La  nulation  provient  de  ce  qu'au  moment  où  l'on  supprime 
l'appui  by  l'axe  des  moments  des  quantités  de  mouvement  est 
dirigé  suivant  la  droite  AB  elle-même.  Pour  supprimer  la  nu- 
tation,  ilfaudrail  amener  lout  d'un  coup  l'axe  des  moments  à 
la  position  AG  qui  convient  à  la  précession  uniforme.  U  suffi- 
rait, pour  cela,  d'imprimer  à  l'axe  AB,  i  l'instant  où  la  main 
abandonne  l'appui,  la  vitesse  4>  qu'il  tend  k  coifôerver  une  fois 
le  mouvement  établi. 

305.  La  précession  des  ^gumoxei,  phénomène  que  nous  avons 
décrit  dans  la  Cinématique  (^  177),  déplace  d'environ  50*  par 
an,  en  sens  inverse  du  mouvement  apparent  du  soleil,  la 
droite  d'intersection  de  l'équateur  terrestre  avec  l'écliplique. 
En  combinant  ce  mouvement  avec  le  mouvement  de  rotation 
de  la  terre,  on  reconnaît  que  l'axe  instantané  du  globe  ter- 
restre n'est  pas  rigoureusement  fixe  dans  notre  globe  :  le  mou- 
vement réel  de  la  terre  consiste  dans  le  roulement  d'un  cAno 
droit  très  peu  ouvert,  faisant  corps  avec  elle,  au  dedans  d'un 
cône  droit  fixe,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  l'écliplique,  et 
dont  le  demi-angle  au  centre  est  égal  k  l'inclinaison  de  l'é- 
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cliptique  sur  l'équateur.  Appliquant  la  théorie  précédente,  on 
reconnaît  que  la  piécession  uniforme  du  globe  est  duc  à  un 
couple  dont  l'axe  coïncide  avec  la  ligne  des  nœuds,  c'est<à-dire 
avec  l'intei'secLion  de  l'équateur  et  de  l'ècliptique.  Le  moroeni 
de  ce  couple  est  d'ailleurs  très  (aible.  La  théorie  de  la  gra- 
vitation conduit,  en  efTet,  h  reconnaître  l'existence  d'un  tel 
couple.  II  est  dû  à  l'action  du  soleil  sur  le  renflement  èqualo- 
rial  de  la  surface  terrestre.  Si  la  terre  était  parfaitement  spbé- 
rique,  la  résultante  des  actions  du  soleil  sur  tous  les  points 
matériels  qui  la  composent  serait  une  force  passant  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité  du  globe,  et  cette  force  ne  con- 
tribuerait pas  à  lui  imprimer  une  rotation  autour  de  ce  point'. 
Mais  le  globe  terrestre  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion légèrement  aplati  aux  p6les  et  légèrement  renflé  dans  la 
région  équatoriale.  De  là  une  petite  déviation  de  la  résultante 
des  actions  solaires  :  cette  force,  transportée  au  centre  de 
gravité  du  globe,  donne  naissance  au  couple  qui  produit  la 
précession  observée. 

La  gravitation  explique  aussi  le  phénomène  de  la  nutotion, 
et  le  rattache  à  l'attraction  de  la  lune.  Mais  cette  partie  du 
problème  est  beaucoup  plus  compliquée. 

304.  Passons  au  premier  gyroscope  de  Foucault,  c'est-à-dire 
i  l'appareil  destiné  à  mettre  en  évidence  la  rotation  du  globe 
terrestre  (g  302).  Il  est  représenté  dans  la  figure  160. 

Test  le  corps  tournant.  C'est  un  toremétallique,  plein,  bien 
centré  sur  son  axe  de  rotation.  Il  est  monté  sur  un  arbre  en 
acier,  dont  les  deux  bouts,  dressés  en  pointes,  viennent  s'en- 
gager dans  deux  crapaudines  fixées  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  de  l'anneau  circulaire  ÀoA'.  Cet  anneau  s'articule 
aux  points  A  et  A',  extrémités  du  diamètre  normal  à  l'axe  du 
tore,  avec  un  second  anneau  ABA'B'  vertical,  mobile  autour 
du  diamètre  BB',  vertical  et  normal  au  diamètre  AA'.  Les  ar- 
ticulations A,  A'  sont  analogues  à  celles  de  la  balance  ordi- 
naire ;  ce  sont  des  couteaux  d'acier  dont  le  tranchant  pose  sur 

'  On  verra  plus  loin  quo  le  cciilre  de  gravïlé  d'un  corps  libre  peut  Être  reginlé 
Mnunc  liie  dans  la  rotatioudu  corps. 
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des  plans  d'agate.  Le  diamètre  66'  est  monté  sur  pointes 
prises  dans  des  crapaudines;  mais  pour  réduire  le  frolle- 
menl  qui  se  développerait  dans  la  crapaudine  inférieure  si 
l'appareil  reposait  sur  le  pivot  B',  on  attache  le  point  B  à 
un  fil  suspendu  à  la  vis  V,  qui  permet  de  soulever  le  cer- 
cle A6A'6' d'une  petite  quan- 
tité, de  manière  k  empê- 
cher le  contact  de  h  pointe 
B'  avec  le  fond  de  la  crapau- 
dine ;    l'assemblage    B'    ne 
sert  plus  alors  qu'à  assurer 
la  direction  de  l'axe  vertical 
BB'.  Le  pied  S  est  monté  sur 
trois  vis  calantes,  au  moyen 
desquelles  on  peut  amener 
l'aie  BB'  à  être  vertical,  et 
par  suite  l'axe  AA'  à  être  ho- 
rizontal. 

Dans  ces  conditions,  l'axe 
du  tore  peut  prendre  dans 
l'espace,  sans  déplacement 
du  centre  de  la  partie  mo- 
bile, une  orientation  quel- 
conque. On  peut,  en  elfet, 
en  faisant  tourner  le  cercle  p    ^^ 

BAB'  autour  de  la  verticale 

BB',  amener  l'axe  du  tore  dans  tel  azimut  qu'on  voudra. 
Faisant  ensuite  tourner  le  cercle  AaA'  autour  de  l'horizon- 
tale AA',  on  lui  fera  faire  un  angle  quelconque  avec  l'hori- 
zon. Cest  encore  une  suspension  à  la  Cardan.  Et  pour  opérer 
ces  mouvements,  on  n'éprouvera  d'autre  résistance  que  les 
frottements  des  articulations;  car  la  pesanteur  ne  produit 
aucun  travail,  puisque  le  centre  de  gravité  de  l'appareil 
reste  immobile.  Les  frottements  sont  d'ailleurs  extn'^mement 
faibles,  par  suite  des  précautions  prises  dans  la  construction, 
et  du  Taible  poids  des  parties  mobiles,  d'où  résulte  la  peti' 
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(esse  des  pressions  mutuelles.  Le  tore  est  donc  à  très  peu 
près  dans  la  condition  d'un  corps  solide  parfaitement  libre 
de  tourner  autour  de  son  centre  de  gravité. 

On  imprime  au  tore,  au  moyen  d'un  système  de  roues  den- 
tées, une  rotation  rapide,  de  200  à  250  tours  par  seconde  par 
exemple.  Ce  mouvement  donne  naissance  aux  forces  appa- 
rentes dues  à  la  rotation  de  la  terre,  c'est-à-dire  aux  force* 
centrifuges  composées;  le  corps  solide  mobile  autour  d'un 
point  fixe  cède  à  l'action  de  ces  Torces,  et  prend  par 
rapport  au  globe  terrestre  un  certain  mouvement  que  l'on 
pourra  observer,  et  qui  sera,  comme  dans  l'expérience  du 
pendule,  une  preuve  de  la  rotation  de  la  terre.  Foucault  a 
indiqué  deux  expériences  au  moyen  desquelles  le  gyroscope 
permet  de  trouver,  en  un  lieu  donné,  la  direction  du  méridien 
et  la  latitude. 

305.  L'expérience  qui  donne  la  direction  du  méridien  con- 
siste à  supprimer  l'articulation  AA',  ou,  ce  qui  revient  au 
mém^,  à  suspendre  l'anneau  AdA'  dans  le  cercle  vertical  par 
les  firolongements  de  l'axe  du  tore.  Il  résulte  de  cette  dispo- 
sition que  l'axe  du  tore  perd  la  faculté  de  s'incliner  à  l'ho- 
rizon, tout  en  conservant  sa  mobilité  dans  le  plan  horizontal. 
On  observe  alors  que  l'axe  du  tore  tend  à  se  placer  dans  le 
plan  dn  méridien,  et  de  telle  manière  que  la  rotation  du 
gyroscope  s'effectue  dans  le  même  sens  que  la  rotation  du 
globe.  Si  l'axe  du  tore  part  d'une  position  initiale  peu  dilTè- 
rente  du  méridien,  il  s'en  rapproctiera,  puis  la  dépassera,  et 
y  reviendra  après  une  série  d'oscillations  de  part  et  d'autre  de 
sa  position  d'équilibre,  comme  l'aiguille  aimantée  oscille 
avant  de  s'arrêter  dans  la  direction  du  méridien  magnéti- 
que. On  déduit  de  cette  expérience  la  proposition  suivante  : 
Quand  un  corps  tourne  autour  d'un  axe  libre  cTosciUer  data 
le  plan  korisontal,  la  rotation  de  la  terre  développe  une  forée 
directrice  (apparente)  qià  sollicite  l'axe  du  corps  à  se  rapprocher 
du  méridien,  et  dispose  ce  corps  à  tourner  dans  le  mime  sent 
que  le  globe. 

306.  La  seconde  expérience,  qui  donne  la  latitude,  se 
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fait  en  rendant  la  mobilité  à  l'axe  AA',  après  avoir  orienté  â 
demeure  le  cercle  BAb'A  dans  le  plan  vertical  qui  va  de  l'Est 
â  l'Ouest,  de  manière  que  l'ase  du  tore  soit  contenu  dans  le 
méridien.  On  met  le  tore  en  mouvement  autour  de  cet  axe, 
que  nous  supposerons  horizontal  au  commencement  de  l'ex- 
périence. La  rotation  du  tore  doit  être  de  même  sens  que  celle 
de  la  terre. 

Alors  on  voit  l'axe  du  (ore  se  déplacer  dans  le  plan  du 
méridien,  et  osciller  jusqu'à  ce  qu'il  se  soit  dirigé  pardllélc- 
mcnl  à  l'axe  de  la  terre  ;  dans  cette  position  w  il  reste  en 
équilibre,  son  inclinaison  sur  l'horizon  est  égale  à  la  latitude 
du  lieu  de  l'observation.  On  en  déduit  cette  autre  proposition  : 
Tout  corps  tournant  autour  d'un  axe  libre  de  se  diriger  sans  sortir 
du  méridien  tend  à  s'orienter  de  manière  à  rendre  son  ose  pa- 
ralUle  à  l'axe  de  la  terre,  et  à  tourner  dans  le  même  sens  qu'elle. 

Ces  deux  principes  constatés,  le  gyroscope  fournit  un  moyen 
mécanique  de  déterminer,  sans  aucune  opération  astrono- 
mique, la  direction  du  méridien  et  la  latitude  pour  un  point 
quelconque  du  globe. 

307.  Nous  nous  bornerons  dans  ce  chapitre  à  donner  une 
démonstration  sommaire  des  deux  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer. 

Nous  démontrerons  successivement  :  1*  que  la  position  du 
tore  dans  laquelle  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  du  globe  est 
une  position  d'équilibre;  2*  que  cette  position  est  stable 
lorsque  la  rotation  du  lore  a  lieu  dans  le  même  sens  que 
la  rotation  de  la  terre,  et  instable  quand  elle  a  lieu  en  sens 
opposé;  5°  qu'enfin  si  l'on  assujettit  l'axe  du  tore  à  rester 
horizontal,  l'orientation  dans  le  plan  du  méridien  est  pour 
cet  axe  une  position  d'équilibre. 

Ces  points  établis,  les  deux  propositions  de  Foucault  en 
résulteront  ;  dans  les  expériences  indiquées,  l'axe  du  tore  est 
en  effet  assimilable  à  un  système  à  liaisons  complètes  ;  s'il  y 
a  une  position  d'équilibre  stable  pour  ce  système,  et  qu'il 
parte  du  repos,  le  simple  jeu  des  forces  sufiira  pour  l'amener 
à  cette  position  après  une  série  d'oscillations  dont  les  rési- 
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stances  accessoires  tendenl  de  plus  en  plus  à  réduire  Tmii^ 

tude. 

308.  La  forcecentrifuge composée,  pour  un  point  de  masse  m, 
aaimé  d'une  vitesse  apparente  v,  b  la  surface  de  la  terre,  est 
égale  à  ^mutirSina,  expression  où  m  représente  la  vitesse  angu- 
laire de  la  rotation  du  globe,  v,  la  vitesse,  et  v^sius  la  pro- 
jection de  cette  vitesse  sur  le  plan  de  l'équateur.  Celte  Torce  est 
normale  k  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à  l'axe  du  globe. 

l' Soit  0  la  projection  de  l'axe  du  tore,  que  nous  suppose- 
rons parallèle  à  l'axe  du  globe  ;  supposons,  de  plus,  que  les 
rotations  du  globe  et  de  l'appareil  s'etfectueiit  dans  le  même 
sens;  l'accélération  complémentaire  dans 
le  mouvement  relatif  d'un  point  A  sera 
dirigée  parallèlement  &  la  direction  BC, 
dans  laquelle  la  rotation  u,  transportée 
en  A,  tend  à  entraîner  l'extrémité  B  de  la 
vitesse  relative  de  ce  point  A.  La  force 
centrifuge  composée  a  une  direction  con- 
traire.  Elle  est  à  la  fois  perpendiculaire  à 
la  vitesse  AB  et  à  l'axe  de  la  rotation  u, 
lequel  est  parallèle  à  l'axe  projeté  en  0.  Elle  a  donc  la  direc- 
tion AD,  en  prolongement  du  rayon  OA;  en  d'autres  termes, 
elle  est  centrifuge. 

2°  Si  le  tore,  placé  dans  la  même  position,  tournait  en  sens 
inverse,  les  forces  centrifuges  composées  seraient  dirigées  en 
sens  contraire;  elles  seraient  centripètes. 

Dans  les  deux  cas,  les  forces  centrifuges  composées  se  dé- 
truisent deux  à  deux  et  ne  développent  aucune  tendance  au 
déplacement  de  l'axe.  Par  suite,  le  gyroscope  est  en  équi- 
libre dès  que  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  du  monde.  11  est  fa- 
cile de  voir  en  même  temps  que  l'équilibre  est  stable  dans  le 
premiercas  et  instable  dans  le  second;  car  si  l'on  incline  infi- 
niment peu  l'axe  dans  un  sens  quelconque  (fig.  162),  les 
forces  centrifuges  composées  conservent  sensiblement  leurs 
p;jrallélismes  et  leurs  grandeurs;  elles  tendent  donc,  si  elles 
sont  centrifuges,  à  ramener  l'axe  à  la  position  OCK  qu'il  vient 
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de  quitter,  tandis  qu'elles  tendent  à  l'en  écarter  davant^e  et 
à  foire  chavirer  le  lorc,  si  elles  $<  nt  centripètes. 


309.  Lorsque  le  gyroscope  est  placé  au  pAte  de  la  terre  et 
que  l'axe  du  tore  est  dirigé  horizontalement,  l'appareil  est  en- 
core en  équilibre.  En  effet,  toutes  les  forces  centrifuges  com- 
posées sont  alors  parallèles  à  l'axe  de  rotation  du  tore,  et 
comme  tout  est  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  mené 
par  cet  axe,  elles  ne  peuvent  contribuer  à  en  changer  l'orien- 
tation 1  car  elles  se  composent  en  une  seule  force  dirigée  sui- 
Tant  l'axe  lui-même.  L'équilibre  existe  donc,  et  il  est  indiffé- 
rent, puisqu'il  subsiste  quelle  que  soit  la  direction  horizon- 
tale donnée  à  l'axe  du  tore.  11  en  doit  être  ainsi  au  pAlc  du 
^obe  :  l'orientation  dans  le  plan  horizontal  est  nécessaire- 
ment indiflérente,  puisque,  pour  un  observateur  placé  en  ce 
point,  il  n'y  a  ni  Nord,  ni  Est,  ni  Sud,  ni  Ouest.  Hais  si  on 
laisse  l'axe  du  tore  libre  de  s'incliner  sur  le  plan  horizontal, 
après  l'en  avoir  fait  sortir,  il  lendra  è  devenir  vertical,  c' est- 
Mire  parallèle  à  l'axe  du  monde,  et  à  prendre  sa.  position 
d'équilibre  stable  comme  en  tout  autre  point  du  globe. 

310.  Ces  remarques  permettent  de  retrouver  les  proposi- 
tions de  Foucault  pour  un  point  quelconque  de  la  surface 
terrestre. 

I.  A  l'équateur,  la  position  d'équilibre  du  gyroscope  est 
celle  pour  laquelle  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  du  globe  ;  or 
cette  direction  est  horizontale;  dans  ce  cas  particulier,  les 
deux  propositions  de  Foucault  n'en  font  qu'une  et  sont  justi- 
fiées à  la  fois  par  tes  observations  du  g  308. 

II.  Passons  à  un  point  M  quelconque  de  l'hémisphère  boréal. 
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Soit  P  lepAle,  0  le  centre  de  la  terre.  Au  point  0,  menonsdans 
le  plan  MOP  une  droite  ON  perpendiculaire  à  OM  ;  décompo- 
^  sons  la  rotation  u  du  globe  suivant  les 

axe3  OM,  ON;  la  longueur  DP  représen- 
tant la  rotation  a,  Ol=p  sera  la  compo- 
sante autour  de  \a.  verticale  OM,  et  011  =  g 
la  composante  autour  de  la  droite  ON. 
Supposons  que  le  gyroscope  soit  disposé 
pour  la  première  espérience  de  Fou- 
"*■  '"■  cauH,  celle  où  l'axe  du  tore  est  assujetti 

h  rester  horizontal.  Nous  pouvons,  pour  chercher  la  position 
d'équilibre,  examiner  successivement  t'influence  des  deux 
rotations  composantes  p  e(  q. 

Â  l'égard  de  la  rotation  p,  le  point  U  est  le  pAle  du  globe; 
donc,  en  vertu  de  la  remarque  du  g  309,  l'équilibre  du  1(H« 
est  assuré  dès  que  son  axe  est  horïiontal,  quelle  que  soit  son 
orientation. 

A  l'égard  de  la  rotation  q,  le  point  M  est  un  point  de  l'équa- 
teur  terrestre  ;  donc  le  tore  a  pour  position  d'équilibre  celle 
où  son  aie  est  parallèle  à  ON,  c'est-à-dire  ceUe  où  son  aie  s'o- 
riente dans  le  plan  horizontal  parallèlement  au  méridien  (I). 
L'ensemble  des  deux  rotations  p  ei  q,  c'est-à-dire  la  rota- 
lion  II),  assurera  ioac  au  tore  cette  dernière  posilion  d'équi- 
libre, car  la  rotation  q  l'exige,  et  elle  convient  également  à  la 
rotation  p.  La  première  proposition  de  Foucault  est  ainsi 
démontrée. 

III.  Si  l'on  rend  la  mobilité  à  l'axe  AA',  l'équilibre  corres- 
pondant à  la  rotation  p  cesse  d'être  stable  (g  309),  et  la  seule 
position  d'équilibre  stable  est  celle  qui  rend  l'axe  du  tore 
parallèle  à  l'axe  du  monde,  conrormément  à  la  deuxième 
proposition. 
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311.  Etant  donné  un  corps  solide  libre  dans  l'espace,  son 
tentre  de  gravité  a  le  mouvement  d'un  point  matériel  de 
masse  égaleà  la  masse  totale  du  solide,  qui  serait  sollicité  par 
toutes  les  forces  extérieures  appliquées  au  corps,  transportées 
en  ce  point  parallèlement  à  elles-mêmes  (g  152). 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  peut  être  ainsi  déter- 
miné d'avance;  il  reste  k  trouver  le  mouvement  du  corps 
relativement  à  son  centre  de  gravité. 

Pour  cela,  menons  par  ce  point  trois  axes  de  direction 
constante,  et  cherchons  le  mouvement  du  solide  par  rap- 
porl  à  ces  axes  supposés  fixes;  ce  mouvement  ne  sera  autre 
chose  que  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  de  son 
cenlic  de  gravité  devenu  fixe,  sous  l'action  des  forces  réelles 
appliquées  au  corps,  et  des  forces  fictives  qu'il  est  nécessaire 
d'introduire  pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  comme 
an  mouvement  absolu. 

Or,  les  axes  mobiles  ayant,  par  hypothèse,  un  mouvement 
de  translation,  les  forces  fictives  ou  apparentes  se  réduisent 
aux  forces  d'inerlie  d'entraînement  (g  194),  lesquelles  sont 
toutes  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  et,  par  suite, 
ont  pour  résultante  une  force  égale  à  leur  somme  et  passant 
par  le  centre  de  gravité  du  corps  solide. 

11  résulte  de  là  que  la  somme  des  moments  des  forces  ap- 
parentes par  rapport  à  tout  axe  mené  par  le  centre  de  gravité 
est  nulle  ;  par  conséquent,  le  mouvement  relatif  du  solide  au- 
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tour  de  son  centre  de  gravité  est  uniquement  dû  aux  forces 
réelles,  et  ne  diffère  pas  du  mouvement  absolu  que  prendrait 
le  corps  sons  l'action  de  ces  mêmes  forces  si  le  centre  de  gra- 
vité éteit  réellement  fixe.  D'où  l'on  déduit  ce  théorème  :     • 

Un  corps  solide  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité  comme 
s'Hélait  fixe. 

Le  problème  du  mouvement  général  d'un  corps  solide  se 
scinde  donc  nettement  en  deux  questions  qu'on  peut  en  géné- 
ral traiter  indépendamment  l'une  de  l'autre  :  mouvement  dn 
centre  de  gravité,  mouvement  autour  du  centre  de  gravité 
considéré  comme  un  point  fixe. 

312.  Si,  par  exemple,  les  forces  qui  sont  appliquées  au  so- 
lide sont  toutes  nulles,  le  centre  de  gravité  du  solide  se  mouvra 
en  ligne  droite  avec  une  vitesse  constante,  et  en  même  temps 
le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravité  suivra 
les  lois  formulées  dans  le  théorème  de  Poinsot  ;  l'ellipsoïde 
central  d'inertie  roulera  sur  un  plan  d'orientation  constante, 
mené  à  une  dislance  invariable  du  centre  de  gravité. 

Tel  est  le  résultat,  fort  complexe,  on  le  voit,  du  jeu  de  11- 
nertie  surun  corps  solide. 

315.  Si  les  forces  se  réduisent  à  ta  pesanteur,  le  centre  de 
gravité  décrira  une  parabole  (§  16);  les  forces  ont  dans  ce 
cas  une  résultante  unique  égale  au  poids  du  corps  et  passant 
par  son  centre  de  gravité.  Le  moment  de  cette  résultante 
est  nul  par  rapporl  à  tous  les  axes  menés  par  ce  point.  Le 
solide  se  trouvera  donc  encore,  à  l'égard  de  la  rotation,  dans 
les  conditions  qui  rendent  le  théorème  de  Poinsot  appli- 
cible. 

314.  Si  le  solide  est  une  sphère  homogène  dont  les  points 
soient  attirés  par  un  centre  fixe,  proportionnellement  à  l'in- 
verse du  carré  des  distances  et  proportionnellement  aux 
masses,  le  centre  de  gravité  décrira  une  section  conique;  de 
plus,  la  résultante  des  attractions  passant  encore  parle  centre, 
la  sphère  conservera  un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  fixe,  constamment  parallèle  a  une  direction 
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Nous  avons  indiqué  (g  303)  comment  ce  résallat  se  trouve 
modifie  lorsque,  au  lieu  d'une  sphère  homogène,  le  (^orjis 
attiré  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  La  rotation  ai  compli- 
quée de  la  terre  en  est  un  exemple. 


tmT  D  CSHE  miGDSSlON  SDR   DK  COBPS  SOLOS   LIBBE 

315.  Soit  H  un  corps  solide  libre  dans  l'espace;  nous  Iti 
tupposerons  prîmitivement  en  repos. 
Soit  G  son  centre  de  gravité. 
On  applique  à  ce  corps,  en  un  point  donné,  m,  une  perçus- 

«on  P,  c'est-i-dire  une  impulsion   /   Fdt;  la  force  F,  très 

grande,  agit  pendant  un  temps  très  court,  t—  t^.  Pour  trouver 
le  mouvement  que  va  prendre  le  corps, 
nous  chercherons  d'abord  le  mouvement 
do  centre  de  gravilë,  puis  le  mouvement 
du  solide  autour  du  centre  de  gravité. 

Transportons  la  percussion  P  parallèle- 
ment à  elle-même  au  centre  de  gravité  G; 
cela  revient  à  substituer  à  la  force  P  une 
force  P',  égale,  parallèle  et  appliquée  au 
point  G,  et  un  couple  (P.P*). 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera  déterminé  par  la 
force  P',  agissant  sur  la  masse  entière  M  du  corps,  concentrée 
au  point  G.  V  étant  une  impulsion  totale,  le  théorème  des 
quantités  de  mouvement  montre  que  cette  impulsion  est  ^le 
à  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement  prise  dans  la 
même  direction.  Soit  donc  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité  à 
la  fin  de  la  percussion  :  la  vitesse  au  commencement  étant 
luUe,  on  aura  l'équation 

MV-P, 

qui  définit  la  vitesse  V.  La  direction  de  cette  vitesse  est  parai' 
lèle  k  la  percussion  P. 
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Le  mouTement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravité 
suppos<ï  fixe  est  dû  au  couple  instantané  P,  V",  et  par  suite 
le  corps  commence  k  tourner  autour  d'un  axe  d,  qui  est, 
dans  l'ellipsoïde  central,  le  diamètre  conjugué  du  plan  du 
couple,  ou  du  plan  conduit  par  le  point  G  et  la  percussion  P. 
On  connaît  la  vitesse  angulaire  du  solide  à  la  fin  de  la  per- 
cussion  autour  de  cette  droite  GI,  car  on  sait  trouver  les  com- 
posantes de  cette  vitesse  autour  des  axes  principaux  de 
rellipsoïde  central  (g  296). 

A  partir  de  la  fin  de  la  percussion,  le  corps  solide  n'élant 
plus  sollicité  par  aucune  force,  se  meut  suivant  la  toi  de 
Poinsot  autour  de  son  centre  de  gravité  supposé  fixe,  pendant 
que  le  centre  de  gravité  lui-même  se  meut  en  ligne  droite, 
avec  la  vitesse  uniforme  V,  dans  la  direction  de  la  percussion 
qu'il  a  subie. 

516.  Examinons  le  cas  particulier  dans  lequel  la  force  F  et 
l'axe  instantané  Gl  sont  à  angle  droit.  Alors  on  peut  Taire 
passer  par  la  droite  GI  un  plan  IGm  perpendiculaire  à  ta 
droite  Pm.  Il  suffît,  pour  cela,  d'abaisser  du  point  G  sur  la 
£i  ,,       I,         droite  Pm  une  perpendiculaire  Gffl;  si, 

\  1        ';  par  le  point  m,  on  mène  une  parsl- 

1         l1        1  ïèlc  mB  i  GI ,  celte  droite  sera ,  par 

**^^^^~^r:r^in       hypothèse,  perpendiculaire  à  Pm;  el 
1    /  par  suite  Pm,  perpendiculaire  à  la  fois 

/  aux  droites  mG,  mB,  sera  perpendicu- 

'  laire  au  plan  IGm  de  ces  deux  droites. 

Fig.  IBS.  jj  résulle  de  là  que  les  deux  mouve- 

ments élémentaires,  de  translation  parallèlement  &  Pm  et  de 
rotation  autour  de  GI,  peuvent  se  composer  en  une  seule  rola- 
tion  (1,  g  167).  Le  moment  de  la  force  P,  qui  est  normale  à 
l'axe  Gl,  s'obtiendra  en  multipliant  P  par  sa  distance  à  l'ais 
mC  =  p,  et  l'on  aura,  en  appelant  K  le  rayon  de  giration  da 
solide  par  rapport  à  l'axe  Gl, 

HK» 

La  rotation  ù  et  la  translation  V,  qui  sont  rectangulaires) 
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se  composent  en  une  seule  relation  égale  àû,  autour  d'un 

axe  OE  parallèle  au  premier,  et  silué  à  une  dislance  OL  de 

V  P 

celui-ci  égale  à  -,  Or  V  =r^,  et  par  suite 

V  _K« 


0LXGH  =  &*. 

Si  donc  OE  est  l'axe  de  nupeiision  du  solide  suspendu  h  ta 
façon  d'un  pendule  composé,  MB  en  est  Vaxe  d'osâltaUm  con- 
jugué (g  266).. 

Le  déplacement  initial  du  solide  est  alors  une  rotation  in- 
stantanée, avec  la  vitesse 0,  autour  de  Taie  OE. 

Si  l'on  fixe  l'axe  OE  autour  duquel  le  corps  commence  à 
tourner,  la  percussion  P  n'exercera  aucun  efîort  sur  cet  axe  ; 
car  elle  imprime  au  corps  un  mouvement  initial  compatible 
avec  la  liaison  à  laquelle  on  l'a  assujetti  :  un  lien  n'a  aucune 
charge  h  supporter,  quand  il  ne  gène  en  rien  le  mouvement 
qui  tend  à  se  produire. 

Renversons  le  problème,  et  examinons  à  quelles  conditions 
doit  satisfaire  la  percussion  P  pour  qu'un  axe  fixe  OE  ne 
subisse  aucun  effort  pendant  qu'elle  s'exerce.  Il  suffît  pour 
cela: 

1*  Que  la  percussion  P  soit  conLenue  dans  le  plan  conjugué 
du  diamètre  Gl,  mené  dans  l'ellipsoïde  central  d'inertie  paral- 
lèlement à  l'axe  donné  OE; 

2'  Qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  IGm,  c'esl-à-^lire  au 
pbn  conduit  par  l'axe  donné  OE  et  le  centre  de  gravité  G  ; 

Ces  deux  conditions  réunies  montrent  que  la  percussion  P 
est  appliquée  en  un  certain  point  m  de  la  droite  Gm  suivant  la- 
quelle le  plan  OEG  coupe  le  plan  conjugué  âla  direction  OE; 

3*  Qu'enfin  le  produit  CfflxOL=K*,  K  étant  le  rayon  de 
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.  giration  du  solide  autour  de  la  droite  GI,  ce  qu'on  peut  eiph- 
mer  autrement,  en  disant  que  le  point  m,  pied  de  la  percos- 
sion  dans  le  plan  EOG,  appartient  à  l'axe  d'oscillation  conju- 
gué À  la  droite  OE,  considérée  comme  axe  de  suspension  du 
pendule  formé  par  le  solide. 

Le  point  m  est  le  uiitre  de  pereuttion  correspondant  à 
l'axe  OE. 

517.  Jusqu'à  présent  nous  ne  nous  sommes  occupé  que 
du  mouvement  initial.  Pour  que  ce  mouvement  puisse  persis- 
ter autour  l'axe  GI,  il  faut  et  il  sulfit  que  cet  axe  soit  princi- 
paJ  dans  i'ellipsoide  central  d'inertie.  Or  GI  est  conjugué 
au  plan  GmP  ;  pour  qu'il  soit  principal, 
il  faut  et  il  suffit  que  Vaogle  IGm  soit 
droite  car  la  droite  GI  est  déjà  supposée 
perpendiculaire  à  Pm  ;  elle  sera  donc 
perpendiculaire  à  son  plan  conjugué 
si  elle  est  encore  perpendiculaire  à  Cm. 
Dans  ce  cas,  les  droites  GI  et  Gm,  et  la 
droite  GP",  menée  parallèlement  a  nP, 
sont  les  trois  axes  principaux  de  l'ellipsoide  central.  Les 
deux  mouvements  V  et  0  se  composent  en  une  rotation  unique 
autour  de  l'axe  OE,  défini  par  l'équation 

OGxG»i  =  K«. 

L'axe  OE  est  un  axe  principal  au  point  0.  £n  effet,  les  trois 

droites  Gm,  GF,  GI  sont  les  axes  principaux  de  l'ellipsoide 

central.  Rapportant  les  points  du  corps  à  ce  système  d'aics 

coordonnés,  on  aura  les  trois  conditions  ; 

Changeons  de  coordonnées,  en  transportant  les  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  au  point  0.  Les  y  et  lesz  ne  seront  pas 
altérés;  les  x  seuls  se  changeront  en  se*,  et  l'on  aura  «=«'— a, 
a  désignant  la  dislance  GO.  Donc  on  aura  les  trois  relations: 

£m[«'— a)y=0,      InryissO,     £mi[*'— a)==0, 
ou  bien 

Inu/jf  —  iHms  =  0,      Imyt  =  0,      Suax'  —  aExu  =  0, 
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Or  Stnjf=0  et  Sffl3:=0,  puisque  le  centre  de  gravité  G  du 
solide  est  sur  l'axe  des  x*.  Donc  enfin  2nix't|=0,  Smjfs^O, 
Zmsx^=0,  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
axes  OE,  OG,  01",  soient  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  an  point  0-     , 

Le  mouvement  continu  du  corps  coosiâte  alors  en  une 
suite  de  rotations  instantanées  autour  d'axes  OE,  parallèles 
k  GI,  menés  dans  le  plan  oonnal  k  la  percussion  &  une  dis- 
tance constante  OG  du  centre  de  gravité.  On  se  fait  une  image 
du  mouvement  continu  du  solide,  en  supposant  une  surface 
cylindrique  à  base  circulaire,  qui  aurait  GI  pour  axe  et  GO 
pour  rayon,  et  qui  entraînerait  le  corps  solide  en  roulant  uni* 
Cormément  sur  un  plan  fixe,  conduit  far  la  droite  OE  parallèr 
lement  k  la  force  P. 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  grandeur  de  la  force  P , 
elle  n'influe  que  sur  la  valeur  de  la  vitesse  Q,  mais  non 
sur. la  position  de  l'axe  OE.  Déplus»  les  points  0  eim  sont 
conjugués.  Le  corps  frappé  au  point  0,  p^pendiculairement 
-au  plan  OGI,  tournerait  autour  de  l'axe  mB.  Enfin,  on  peut^ 
sans  changer  ta  position  de  l'axe  instantané,  substituer  à  la 
force  P  autant  de*  percussions  qu'on  voudra,  agissant  simul'- 
laniment,  pourvu  qu'elles  aient  une  résultante  normale  au 
plan  EOG  et  appliquée  au  point  m. 

Si  le  corps  solide  était  fixé  par  le  point  0,  une  percus- 
sion P,  exercée  au  point  m,  ne  déterminerait  aucune  pi^sion 
sur  ce  point  0,  et  le  solide  loumerail  indéfiniment  autour  de 
l'aie  OE.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  :  1*  que 
)a  direction  de  P  appartienne  au  plan  diamétral  conjugué 
de  l'axe  OE,  dans  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  0  ;  2*  que 
l'axe  OE  soit  au  axe  principal  de  cet  ellipsoïde,  ce  qui  exige 
que  son  plan  diamétral  cânjugué  soit  aussi  un  plan  principal  ; 
3*  que  la  percussion  P  soit  normale  au  plan  £0G,  c'est-à-dire 
parallèle  à  l'axe  principal  OP;  4'  qu'enfin  on  ait  toujours 
(àmxGO=K*>  K  étant  le  rayon  de  giration  du  solide  autour 
deTaxaGL- 
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318.  L'emploi  des  armes  rayées  a  pour  objet  d'augmenicr 
la  précision  du  tir.  Aux  balles  et  aux  boulets  sphériques  que 
l'on  a  employés  exclusivement  depuis  l'invention  de  l'arlil* 
lerie  jusqu'au  milieu  de  ce  siècle,  on  a  substitué  les  pro- 
jectiles cylindro-coniques,  qui,  pour  un  même  poids,  subis- 
sent une  moindre  résistance  de  l'air,  et,  soit  en  les  fortmt 
dans  l'arme  au  moment  du  départ,  soit  en  les  garnissant 
d'ailettes  en  plomb  qui  s'engagent  dans  les  rayures  de  la 
pièce,  on  assujettit  la  balle  ou  le  boulet  i  prendre  dans  l'dme 
du  canon  un  mouvement  hélicoïdal  allongé,  qui  lui  commu- 
nique une  rotation  rapide  autour  de  son  axe  de  figure. 

Le  projectile  une  fois  sorti  de  la  pièce  est  soumis  à  deux 
forces  principales  :  la  pesanteur  et  la  résistance  de  l'air.  Li 
pesanteur  appliquée  au  centre  de  gravité  du  projectile,  ne 
tend  pas  à  lui  communiquer  un  mouvement  de  rotation  an- 
tour  de  ce  point.  11  n'en  est  pas  de  même  de  la  résistance 
de  l'air,  qui,  à  cause  de  la  forme  oblongue  du  corps  mcdtile, 
se  réduit  généralement  à  une  force  passant  en  dehors  du 
centre  de  gravité.  Transportons  cette  force  au  centre  de 
gravité  ;  nous  donnons  par  \i,  naissance  à  un  couple,  lequel 
agit  pour  altérer  la  direction  et  l'intensité  de  la  rotation 
du  projectile.  L'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  se  compose  à  cbaque  instant  avec  l'impulsion  élé- 
mentaire de  ce  couple;  d'où  résulte  une  déviation  continue, 
qui  altère  la  trajectoire  et  la  fait  sortir  du  plan  vertical  du  tir; 

Celle  dérimUon  latérale,  très  faible  en  général,  peut  ètra 
déterminée,  soit  par  le  calcul,  soit  pratiquement  par  l'ex- 
périence directe.  Son  sens  dépend  du  sens  des  rayures.  On 
substitue  par  cet  artifice  un  mouvement  défini,  et  pour  ainsi 
dire  stable,  aux  déviations  capricieuses  des  anciens  boulets, 
qui  subissaient  foules  les  perturbations  dues  aux  résistances 
vanablesqu'ilsienconlraientdans  leur  route  à  travers l'abno- 
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spli6re.  En  même  temps  ropération  du  pointage  devient  plus 
dëlicale,  puisque  le  projectile  sort  de  l'aiimut  dans  lequel  it 
a  été  primitivement  lancé.  Aussi,  pour  les  pièces  d'arUllerie  à 
longue  portée,  est-on  Torcé  d'employer  au  pointage  une  hausse 
horixontale.,  outre  la  hatuse  verticale  qui  sert  à  faire  basculer 
la  trajectoire  dans  le  plan  de  tir.  Ces  deux  hausses  sont  gra- 
duées d'après  les  distances,  du  buta  atteindre.  La  hausse  ho- 
rizontale devrait  en  outre  être  corrigée  de  l'effet  du  vent'. 

La  précision  du  tir  avec  les  armes  perfectionnées  suppose 
une  appréciation  exacte  des  distances  ;  l'erreur  commise  dans 
cette  appréciation  est  d'autant  plus  probable  que  la  distance 
est  elle-même  plus  grande  ;  aussi  la  portée  pratique  des  pièces 
d'artillerie  est-elle  essentiellement  limitée,  et  resle-t-clle  I>iea 
au-dessous  de  la  limite  du  tir  à  projectiles  perdus,  pour 
lequel  il  n'y  a  pas  de  but  précis  à  atteindre.  Dans  ce  dernier 
cas,  la  portée  n'est  limitée  que  par  la  résistance  des  pièces 
aux  chaînes  de  poudre  exigées  par  la  distance  qu'on  veut  faire 
franchir  au  boulet. 

'  Il  ]>  «  de  plui  une  dérivation  Intirale  due  i  la  rotaLioa  de  la  terre  [g  200); 
mais  elle  est  beracoi^  plus  bible  que  la  dtirintion  due  i  l'action  de  l'air  sur  le 

proiectile. 
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^-ThCORIE  «RAITTIOUC  DÇ  LA  ROTATION   D'UN   CORP*  SOLIDE 
AUTOUR  D'UN  POINT   FIKC 


ANALTSe  DE  U  QDEsnOH  AU  PONT  DE  TUE  cmÊHATlQDE. 

519.  Noos  rapporterans  lê  mouvement  du  corps  à  trois  aies 
rectangulaires,  OX,  OT,  OZ,  se 
coupant  au  point  fixe  0;  puis  nous 
mènerons  par  le  même  point  0 
trois  autres  aies  rectangulaires 
OX,,  OY,,  OZ,,  liés  invariable- 
ment au  corps  et  entraînés  dans 
'  son  mouvement.  Le  mouvement 
Fig.  18T.  du  corps  sera  défîni  si  l'on  con* 

nati  à  chaque  instant  les  positioDs 
des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  ou  les  angles  qae 
les  premiers  axes  font  avec  les  seconds. 
Appelons 


les  cosinus  de  ces  angles  pris  dans  l'orJre  suivant  : 
1,01.     ï,OI,     z,ox, 
X,OY,      \,0Y,      I.OÏ, 
X,OZ,       Y,OZ,      Z,OZ. 

Soient  X,  y,  i,  les  coordonnées  d'un  point  du  corps  par  rap- 
port aux  axes  fixes,  coordonnées  variables  avec  le  temps  t; 
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Sp  y,,  X,,  les  coordonnées  constantes  du  même  point  par 
rapport  aux  a;ies  mobiles. 

On  exprimera  les  coordonnées  variables  en  fonction  des 
coordonnées  constantes  au  moyen  des  équations 

Les  neuf  coefBcients  a,  fr,  e, . . .  sont  des  fonctions  du  temps 
t,  entre  lesquelles  existent  6  équations  distinctes,  savoir,  trois 
équations  qui  expriment  que  a,  a',  a',  b,  b',  V,  et  c,  c*,  c", 
sont  les  cosinus  des  angles  que  les  trois  directions  OX,,  OT^, 
OZj,  font  avec  trois  axes  rectangulaires,  ce  qui  donne 

tn>  +  o'«  +  a'»  =  l, 
*»  +  ^'  +  *'»  =  i, 

et  trois  équations  qui  expriment  que  les  angles  Y^OZ^,  Z,OXj, 
X,OY„  sont  droits  : 

Ifte  +  i'tf  +  ftf  =  0, 
oe  +  oV  +  aV  =  0, 

Pour  trouver  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  (x,  y,*), 
diflërentions  les  équations  (1)  ;  il  vient,  en  observant  que 
^it  ifi'  *i.f  ^i>t  ^^  constantes  pour  le  point  considéré, 

tdx  =  Xjdii  +  tjfdb  +  i^lU, 
dy  =  i,(io'  +  jf,rf»'+  airfC, 
d%  =  «.lia'  +  jfidf  +  sidc*. 

Les  équations  (5)  difTérentiées  nous  donnent  de  plus  les  re- 
lations 

icdb  +  e'db'  +  ifdV  =  —[bdc  +  b'dcf-^ydt!'\=ptU, 
adc  +  ^dcf  +  a'df'  =  —  (eda  +  Cda'  +  t^da')  =  qdl, 
bdtt  +  b'da'+yda'^  —  'fldb  +  a'db'+a'M>']  =  rdt, 

en  appelant  p,  9,  r  trois  fonctions  nouvelles  du  temps  t,  qui 
sont  défiiues  par  ces  équations,  et  dont  nous  déterminerons 
plus  loin  la  signification. 
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Les  équations  (2)  différentiëes  donnent  enfin  le  groupe 

iada  +  a'da'  +  oFda*  =  0, 
fcftt+Wf +  *•(»' =  0, 
cdc  +  e-dC  +  e* Je*  =  0. 

Avec  les  deux  groupes  (5)  et  (6),  on  peut  former  les  trois 
nouveaux  groupes  suivants,  dans  chacun  desquels  entrent 
les  trois  mfiioes  diflërentielles,  da,  dtf,  d<f  ;  db,  db",  dif;  ilc, 
de',  de"  : 

ada  +  «Ida.' + ^iif  =  0, 

câa  +  e'iiii'  +  ("do'  =  —  qàl, 

bda-i-fda'+Vila'  =  rdti 

bdb+b'db'+  fdt«  =  0, 
[1)  edb  +  edif  +  t'rfft»  =  pdX, 

adh  +  o'rff  +  o'itt'  =  —  Tdt; 

de  +  ifdtf  +  «•«te»  =  0, 
6<fc +*-<&'+ é'iie' =  —  i>i«. 

De  CCS  équations  on  tire  da,  do*,  do*. . .  en  fonctioa  dep,  ç,r, 
et  des  cosinus  o,  h,  c.  Pour  cela,  multiplions  la  première  du 
premier  groupe  par  a,  la  seconde  par  c,  la  troisième  par  b, 
et  faisons  la  somme,  en  observant  que  a*  +  6'  +  c"  ^  1 , 
et  que  fla'H-66'+cc':=0,  ao'-l-6f +cc'=0,  puisque  les 
directions  OX,  0¥  d'une  part,  OX,  OZ  de  l'autre,  rapportées 
aux  axes  mobiles,  sont  rectangulaires.  U  viendra 

da  =  {br  —  eq)dl, 
et  on  aura,  en  répétant  la  même  opération  pour  les  autres  dif- 
lérentielles  du  premier  groupe,  puis  pour  celles  du  deuxième 
et  du  troisième, 

da'  =(i'r  — e'j)dl, 
(8)  da'  =  (yr—tfq]dt, 

db  ={cp-~aT]dt, 
db'  =  (Cii—a'r]dt, 
db'=:[c-p  —  a-r)dt, 
de  ^  {ag  —  bp]  dl, 
de-  =  \a'q  —  f/i)  dl, 
dt^  =  [a'g  —  *•;))<£(. 

Subsliliions  ces  valeurs  dans  les  équations  (4),  et  divisons 
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par  dt;  nous  aurons  les  composantes  des  vitesses  suivant  les 
axes  fixes  : 

W  à(  =(6'"  — eî)*i  +  («P  — "iSi  +  [oî-''J')'i 

=  a(9i,  — nr,t  +  ft(ra,— |u,)  +  e(|»B4  — çr,}. 

^  =  a'(î!,  — ry,) +  *■[«!,— p*,)+c'(pjr,  —  fi,). 

Pour  avoir  la  vitesse  totale,  élevons  au  carré  les  équations 
(9),  et  ajoutons;  les  sommes  des  carrés  des  termes*  auront 
respectivement  pour  coefficients 

B«  +  a«  +  a"  =  l,       V>  +  t"+y  =  \,       «■+««+«^=1, 
et  les  sommes  des  doubles  produits, 

«*  +  («*'  +  D'y  =  0,      *c  +  *'e'  +  &•(!•  ss  0,      ta  +  c'a'  +  CaF  =  0. 

La  somme  se  réduit  donc  à  la  somme  des  carrés  des  bi- 
nômes entre  parenthèses,  et  l'on  a 

(10)  y'  =  (î»,-rï.l'  +  (™i-p»,l«  +  (ra,-î«,)*. 

Celle  équation  va  nous  apprendre  la  signitlcalion  des  quan- 
tités p,  q,  r. 

A  cliaque  instant,  il  eiisle  dans  le  corps  une  infinité  de 
points  dont  la  vitesse  V  est  nulle  ;  ce  sont  les  points  de  la 
droite 

fU) 


1   W  — iri=0. 


ou  plus  simplement  de  la  droite -*=^.=-'.  laquelle  passe 

au  point  0.  Cette  droite  est  l'axe  in^fan- 
foruf  de  rotation  du  corps  pendant  l'instant 
considéré.  Soit  01  cet  axe  qui  reste  immo- 
bile pendant  un  intervalle  de  temps  infi- 
niment petit.  Prenons  un  point  H  quel- 
conque du  corps,  et  soient  x^,  y^,  x^y  ses 
coordonnées  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles OX^,  Oï^,  ÛZ..  Da  point  M,  abaissons 
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une  perpendiculaire  MP  sur  01,  Le  corps  tonme  autour  de 
01,  et  si  l'on  représente  par  a  la  vitesse  angulaire,  on  aura 
pour  la  vitesse  linëaireV=uxMP. 
Or  la  perpendiculaire  HP  est  donnée  par  la  formule 


•              V 

Donc 

p'  +  9'  +  '- 

-;^+8*+- 

{lai 

«»  =  p«  +  ,«+H. 

-    ij^ons  a,  P,  Y  les  angles  de  l'axe  instantané  01  avec  les 
axea  OX,,  OYp  OZ,  ;  nous  aurons  la  suite  de  rapports  égaux 

tx»K  _  coap  _  cosy  _  Vc<»*ii  +  c<»'p  +  co6*y       1 
p         9         >■   ~       Vf* +  «*+•■•       "•* 
Donc 

)p  =  "«»«> 

En  définitive  p,  q,  r,  sont  les  composantes  de  ta  vitesse  an- 
gulaire instantanée,  projetée  sur  les  axes  mobiles. 

320.  Les  quantités  p,  ç,  r,  sont  des  Tonctions  du  temps  I; 
Ips  équations  de  l'aie  instantané  sont 

s,     ?    "  '' 

Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  le  temps,  et  l'è- 
^qualion  finale 


représentera  une  surface  Ueu  des  poiitioiu  sueeesma  de  Taxe 
instantané  datu  le  cotfs  ;  cette  surface  est  un  cène  qui  a  son 
sommet  au  point  0. 
Des  équations  (11),  mises  sous  la  forme 
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OQ  tire  de  mâme  l'éq'ualion  de  hi  twrface  liea  des  pbsitionê  tue- 
cessivei  de  Vite  imtantaài  dans  Tetpace.  Multiplions  haut  A 
bas  la  première  fraction  par  a,  là  seconde  par  6,  la  troisième 
par  e  ;  puis  la  prémiëre  par  à'j  la  seconde  par  f,  la  Iroilsième 
par  e*  ;  enfin,  La  première  par  a*;  la  seconde  pAr'  bf,  la  t^i- 
sième  par  <^,  et  i^outons  terme  à  ta-me  leà  trois  prenliëires 
GractÎMis,  puis  les  trois  secoiides,  enfin  les  trois  i^rnières;' 
Nous  auroBs  eiiecM^  pour  résultats  trots  fractions  égalés,'  sa-' 


a'St  +  b^l.  +  e':,     Vxi  +  fr'g.  +  e'ii 
afp -^  fq  +  e'r    '^    a'p  +  yg  +  t^  ' 


(15) 


ap-t-  bg  +  cr       a^p  +  t'q  +  e'r       afp-^-fq  +  tfr'. 


équations  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux  axes  fixes  :  les 
sommes  ap-Hfry-i-cr,  o'p  +  fr'ç+c'r,  o'p  +  fg  +  c'r  sont 
des  fonctions  du  temps,  et  si  l'on  éliioinele  temps  t  entre  les 
deux  équations  fournies  par  la  relation  (15),  l'équatiori 
finale 

représentera  un  cAne  fixe  dans  l'espace,  et  Ifeu  des  positions 
absolues  successives  de  l'axe  instantané. 

Nous  avons  ainsi  reconnu  l'existence  de  deux  cAnes  ayant 
pour  sommet  commun  le  point  0;  l'un,  4>,  repré-      _     ^, 
sente  par  l'équation  (16),  est  fixe  dans  l'espace; 
l'autre,  F,  représenté  par  Tëqualion  (ii),  fixe  dans 
le  corps,  est  entraîné  dans  son  mouvement,  A  un 
instant  t  quelconque,  ces  deux  cdnes  ont  une  géné- 
ratrice commune  01  ;  soit  OK  la  génératrice  infini- 
ment voisine  du  c4ne  mobile,  F,  qui  viendra  coïn- 
cider, à  l'instant  (-t-dt,  avec  une  génératrice  OK'.  du  '  °-.J  • 
cône  fixe  4>.  Le  mouvement  élémentaire  qui  amènera 
cette  coïncidence  est  la  rotation  infiniment  petite  qui  s'opère 
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autour  de  h  gënûratrice  commuae  01.  La  dislance  KE'  des 
deux  points  KK'  qui  doivent  coïncider  au  bout  du  temps  dl, 
est  donc,  à  l'instant  t,  uo  intîniment  petit  du  second  ordre; 
car  etk  est  égale  au  produit  de  la  diatance  infiniment  petite 
lE  par  la  rotation  infiniment  petite  udl.  Donc  les  deux-cAoes 
snnt  tangenis  &  l'inslant  t  tout  le  long  de  la  droite  01.  On  voit 
de  plus  que  le  fuseau  lOK  du  cAne  mobile  est  égal  au  fuseau 
lOK'.  dii  cdnc  Rxe,  de  sorte  que  le  premier  e6ne  rouie  tur  le 
$eeond. 

334 .  La  question  du  mouvement  du  corps  est  ramenée  à  dë- 
terminer  en  fonction  du  temps  f.  les  valeurs  de  p,  q^  r,  et  des 

neuf  cosinus  a,  h,  e Mais  il  est  préférable  de  dianger  de 

variables;  celles  qu'Euler  a  cboisies  sont  l'angle  XONzz^i) 
formé  par  la  Ugiu  des  nceadt  ON  avec  l'axe  fixe  OX  (fig.  1 70)  ; 

L'angle  Z0Z,  =  6  de  l'axe  mobile  OZ,  avec  t'axe  fixe,  angle 
égal  à  l'inclinaison  du  plan  mobile  Yfi\  avec  le  plan  fixe 

yox; 

L'angle  NOX^^f,  de  l'axe  mobile  OX,  avec  la  ligne  des 
fiœuds  ON. 

Ces  trois  angles  définissent  complètement  la  position  dc3 
axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes  ;  il  est  facile  d'expri- 
mer a,b,e,...  etp,  q,  r,  en  fonction  de  ces  angles  et  de  leurs 
différentielles  ;  nous  avons  déjà 
montré  comment  cette  question 
pouvait  être  traitée  par  la  ciné- 
matique. Hais  ici  nous  emploie- 
rons l'analyse  seule  pour  arriver 
au  résultat. 

Du  point  0  comme  centre,  dé- 
crivons une  sphère  d'un  rayon 
égal  à  l'unité,  et  considérons  les 
triangles  sphériques  formés  par 
les  intersections  de  cette  sphère  avec  les  divers  plans  H,, 
SYj,...  Les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  nous 
feront  connaître  les  quantités  a,  b,  e,  etc. 
' .  Le  triangle  X^NX  nous  donne,  en  eflet,  en  observant  que  a 
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est  le  Cosinus  de  l'arc  XX„  .-    ■         • 

OU  h'ïon 

Le  triangle  Y,NX  nous  donne  de  riiôme 

(  =>  a»  ^f -I- 1  j  CMf  —  liD  U  +  î  t  do^  eo»l 

:= — liDy  COSf  — COTf  siDf  COlt. 

Le  triangle  ZZ,X  fait  connaître   c,   cosinus  de  l'arc  Z^I. 
On  a 

coaZ^  =  cmEZ)  cmZX  +  rinZZ,  rinSX  c0sZ,ZX. 

Hais  Tare  ZX  est  égal  i  s  ;  son  cosinus  est  nul,  et  son  sinus 

est  égal  k  l'unité.  L'arc  ZZ.  est  ^)  i  «.  Quant  è  l'angle  Z,2X, 
il  est  égal  au  complément  de  l'angle  £0N^4>;  car  si  l'on  fait 
tourner  d'un  angle  i^  te  système  des  axes  OX,  OV,  OZ,  autour 
de  l'axe  OZ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  amené  la  droite  OX  en  coïn- 
cidence avec  la  droite  ON,  le  nouveau  plan  ZOV  aura  dans  cb 
mouvement  tourné  lui-même  autour  de  OZ  de  l'angle  i|>  ; 
son  prolongement  fera  donc  avec  l'ancien  plan  ZOX  un  angle 

^ — 4i.  Les  rotations  ultérieures  autour  de  ON,  puis  autour 

de  OZi,  n'altèrent  pas  cet  angle. 

0nadoncco3ZjZX=cos(~ — 4>j=sin^;    et  l'équation 

devient 

e  =  tiDSiiiif. 

Le  ti'iangle  X,NY  donne  a*  par  l'équation 

aarCMf  ailK^-f-dllf  CM^COtt.-  ' 
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Le  triangle  Y^NY  donne  fr',  en  chaogcaat  dans  1&  dernière 
équation  f  en,f  +  5  : 

<=  — BDf  dnf +  cûsr  COl^COtS. 

Le  triangle  Z,ZY,  dans  lequel  l'angle  Z,ZY  est  égal  i 
(^— il-  J+n^x— ^,  nous  donne  «*=:c<ï8ZjY  : 

e'  =  5Îl]4c(»(ic  —  f|c=  — sintcosf. 

Pour  avoir  (f,  V,  c",  nous  prendrons  d'abord  le  triangle 
ZNX„  dans  lequel  0»=  cos  ZX.,  ZN  =  î,etZNX.  =  ~S. 
Donc 

Changeant  dans  cette  équation  f  en  ? +.5,  il  vient  pour 

ft'^icos  zy„ 

Enfin, 

;       ■■  '  <^=c<wEZ,  =  cota. 

Nous  avons  doncies  neuf  relations  : 

a'=  cosf  sini^  +  slof  MMf  CMS^' 

b  =  — ;slilf  cosif  —  cos;  sinif:Msfl. 
b'  =  —  sinf  sinl^  +  cosf  oosf  cosS 

c=:3in0Binf, 
c™  — shilcoat,' 

Sur  cesn«uf  é(iuations,  il  y  en.  a  cinq  qui  n'ont  dans  le  se- 
cond membre  qu'un  seul  terme.  Ce  sont  celles  dont  il  coa- 
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vient  de  faire  usage  pour  déterminer  p,  q,  r  en  Tonetion  de  f , 
•^,  &  et  des  vitesses  de  ces  angles.  On  en  déduit  d'abord 


Haisdes  équatians  (S),  en  y  mettant  h  la  place  àea,b,e,... 
leurs  valeurs  données  par  (17),  on  tire 


c«8  =  e'. 

m 

DifTérentiant.  il  vient 

de's-tj 

m 

<fdc-cdC  =  -c^ 

fd, 

OU  bien 
De  même 


de"  13  (rîBf  ■ÏDSff  —  casfiia6p)dt  =a  —  àntdt. 


(/^  —  cdc' =  {(c'a  —  col^  —  (4/^  —  cfrO  p]</f 


Enfin 


ptiaf  +  qcmf 


donc 
(«1 


A-z^a"  —  «"<(**  =  [{*^  —  b"e"q)  —  {a"c"p  —  a'^)\dt 
=  [{a"*  +  6"«)r  —  c"(a"p  +  b"q)]dt 
c=[iin*ir  —  OMS  àiif  âïiSp  —  et»»  cwfàalg]dl 


^  ^r  —  cott(^sinp 


+  fcosf)  =  r  —  eo«S  t 
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Les  équations  (20),  (31)  et  (22),  résolues  par'  rapport  h 
p,  f ,  r  nous  donncDt  ensuite 


.   ,di>  di 


c'cs(-à-dire  les  équarions  mêmes  que  fournil  la  cim'-mati- 
que,  et  qui  expriment  que  les  rotations  simullanëes  p,  f,  r, 
autour  des  axes  OX,,  OY,,  OZ,,  ont  la  même  résultante  que  les 

rorations  simultanées  ^,  t-,  ^,  autour  des  axes  OZ,  0>,  OZ,. 
at  al   at 


ÉQDATIOKS    DU  MOITVElIEin'. 

323.Soicn(OX,,OYi,OZi,  les  axes  principaux  du  corps;  A, 
B,  C,  les  momenls  d'inertie  du  corps  par  rapport  i  ces 
axes. 

Le  corps  estanimë  autour  de  ces  axes  de  vitesses  angulaires 
égales  respectivement  k  p,  ?,  r.  La  somme  des  moments  des 
ijuantitès  de  mouvement  est  donc  Ap  par  rapport  à  l'aie  Oî, 
Bq  par  rapport  à  OY,  el  O  par  rapport  à  OZ. 

L'extrémité  libre  H  de  la  droite  OH  qui  représente  l'axe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  a  pour  coor- 
données, par  rapport  aux  axes  mobiles,  les  quantités  Âp, 
Bq,  Cr.   Par  suite  la  vitesse  du  point  H  par  rapport  sui 

mêmes  axes  a  pour  composantes  A  ^,  B^,  C  ^■ 

Pour  avoii'  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue,  il  rafllt 
(le  composer  la  vitesse  relative  avec  la  vitesse  d'entntne- 
ment  du  point  M,  supposé  lié  invariablement  aux  axes  mo- 
biles. Or.si  x,ij,  s  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  wpçort 


oyGOOglf 


AUTOUR  CTH  POINT  flXB.  G13 

à  ces  axes,  la  vitesse  linéaire  de  ce  point  entraîné  dans  leur 
mouvement  a  pour  composantes  (I,g  202) 


du 

Appliquons  ces  formules  au  point  M,  dont  les  coordonnées 
sont  j:=Ap,  y^Bq,  s:=Cr.  Il  vient  pour  les  composantes 
de  In  vitesse  d'eniratnement 


Réunissant  les  composantes  de  la  vitesse  d'entraînement  à 
celles  de  la  vitesse  relative,  on  aura  les  composantes  suivant 
les  asesOXj,OT,,OZ,,  delà  vitesse  absolue  du  point  M,  vitess^ 
égale  et  parallèle  à  l'axe  du  couple  résultant  des  forces  extè- 
rieurcs  transportées  au  point  0  (g  160). 

Chacune  des  trois  sommes  est  à  chaque  instant  égale  à  la 
somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  pu 
même  axe,  el  l'on  retrouve  ainsi  les  équations  du  mouvement 
déjà  obtenues  par  une  autre  méthode  : 

f+(C-B)9.-  =  l, 


C^MB-Alî>9  =  H, 

L,  M,  N,  désignant  les  moments  des  forces  extérieures  par 
rapport  aux  axes  mobiles. 

523.  Nous  avnns  vu  comment  on  intégrait  ces  équations 
lorsaueL=:^M=N:=0.  Le  théorème  de  Poinsot  achève  alors 
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la  solution  du  problème.  Dans  le  cas  général,  il  est  impossible 
de  faire  l'inlégralion  sans' connaître  l'expression  particulièrE 
des  moments  L,  H,  N. 

Le  problème  se  simplifie  quand  l'ellipsoïde  d'inwlie  est  de 
révolution.  Si  l'on  suppose  par  exemple  B^A,  les  équations 
prennent  la  forme 

dp  ,  C  —  k  L 


Si  de  plus  N=:0,  on  en  déduit  pour  r  une  valeur  constante. 
Dans  ce  cas,  posons  - — j— î-  =  y,  quantité  constante,  et 

T  =  X,  -T  =  is  quantités  qui  peuvent  être  variables;  les  équa- 
tions du  mouvement  deviennent 

î+n-K 


Ces  équations  sont  faciles  à  intégrer  quand  les  quantités  X 
et  |x  sont  exprimées  en  fonction  du  t^nps  t.  Supposons  qu'il 
en  soit  ainsi  ;  nous  intégrerons  d'abord  les  équations  pri- 
vées de  second  membre,  c'est-à-dire  les  équations 


De  la  seconde  on  tire 


P~z 
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Cette  expression  substituée  dans  la  première  donne 

S+A  =  o. 

équation  dont  l'intégrale  générale  est,  avec  deux  constantes 
arbitraires,  P  et  Q, 

9  =  Pdnyf +  Qcos}(. 
On  en  déduit 

Pour  satisfaire  aux  équations  données,  il  suffît  de  regar- 
der  P  et  Q  comme  des  variables.  On  a  alors 


Substituant  dans  les  équations  pioposées,  il  vient  pour 
déterminer  les  fonctions  P  et  Q, 


d'oii  l'on  déduit 

^^icoait  +  fiûajt. 

do 

^  = /iCOSyt  —  ittayt. 

On  trouvera  donc  P  et  Q  par  des  quadratures  toutes  les  fois 
que  À  ot  VI  seront  exprimés  en  fonction  du  temps  t  ;  et  on  pourra 
fonitrc  les  dnijx  quadratures  en  une  seule,  en  observant  que 
P  +  Q^^Tcstl'inlégralede(Xe-r'^=ï— VLS/^eTiVrïjjj^ 

524.  Cherchons  encore  ce  que  deviennent  les  équations  du 
mouvement,  lorsque  le  corps  est  de  révolution,  qu'il  est  sol- 
licité par  son  poids,  et  qu'enlîn  son  mouvement  se  réduit  à 
une  précc-ssion  uniforme  autour  de  la  verticale  OZ. 

Soit  a  la  distance  du  centre  de  gravité  G  du  corps  au  point 
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fixe  0,  les  deux  points  0  et  6  étant  situes  sur  l'axe  de  révolu- 

tion  OZ^  ; 

P  le  poids  du  corps. 

Pu  sin  Osera  te  momeat  du  poids  Ppar  rapport  &  laligneON, 
et  les  moments  du  même  poids  par  rapport  aux  axes  mobiles 
OX„OT„OZ„  seront 

[c=Pa)in«XCOIr, 
ll  =  — Paiinf  X  ^ti 
N  =  0. 

Les  équntioDS  (24)  deviennent  donc,  en  j  faisant  A=II, 

A  ^  +  (C  —  A)  jr  =  Paan  B  cosf, 
A ^  +  (A  -  C)j>r  *  —  Pasiaasiof , 


Donc  r  est  constant.  La  prëccssion  étant  uniforme,  nous  de- 
vrons faire  ~  constant  et  57=0.  Soil^=0:  la  dernière 
at  d(  ai 

des  équations  (23)  montre  que  -^  est  constant,  puisque  ^ 

et  cos  e  sont  constants  tous  deux.  Faisons  donc  ^  =  »i  quan- 
tité constante  ;  il  en  résulte  f  ^  uf,  équation  qu'il  est  inutile 
de  compléter  par  une  constante  arbitraire.  Les  équations  (33) 
donnent  alors 

p  =  ûiinitintJ, 
r^aanB  +  n. 

On  déduit  des  deux  premières,  en  différenliant. 


^?. 


in  t  nnut  =  —  wit. 
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Doue 

■tBadOMJ=slD8dl)f  =  ^i 

ot  sabslitnant  ces  valeurs  dans  les  deux  premièies  des  équa- 
tioos  (24),  il  vient  pour  équations  de  condition 

A-î  +  lC-A)9r=Paxl, 

équations  qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  et  donnent  la  con- 
dition unique 

i-4-lC-A)r=.^, 

OU  encore 

Q[&»  +  (C  — A)(CtCMS  +  »)|  =  P<1. 

Cette  équation  définit  le  produit  Va  en  fonction  des  deux  vi- 
tesses angulaires  Q  et  ta,  etde  l'angle  6. 

0  est  la  vitesse  angulaire  de  la  précession,  etu  la  vitesse  an- 
gulaire propre  du  corps  autourde  son  axe  de  figure. 

■ODVXHEHT  d'cK  bolide   DB  RËVOLimOH  AOTOUR  d'oH  POINT  nXB   PUIS 
SUR  SON  AXE  DE  nOURE. 

525.  La  solution  suivante,  dont  le  principe  est  emprunté  à 
un  travail  de  H.  Resal,  repose  sur  un  choix  particulier  des 
ixes  autour  desquels  on  décompose  la  rotation  du  solide. 

Soit  (fîg.  171)  Ole  point  fixe;   ' 

OX,  OY,  OZ,  trois  axes  fixes,  rectangulaires,  menés  par  ce 
point. 

Par  sotide  de  révolution,  nous  entendons  un  solide  dont  l'el- 
lipsoide  d'inertie,  construit  au  point  0,  est  de  révolution  au- 
tour d'un  certain  axe  OZ,,  passant  par  ce  point.  Nous  appelle- 
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rons  G  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  &  crï  axe 
0Z(  ;  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  axes  ëlev£s 
au  point  0  perpendiculairement 
à  0Z(,  seront  tous  égaux  entre 
eux  ;  nous  les  représenterons  pir 
la  lettre  A.  Les  aies  par  rapport 
auxquels  le  moment  d'iuerlie 
est  A,  sont  tous  contenus  dans 
un  plan  normal  à  OZ,  au  point  0, 
et  qui  détermine  l'équateur  de 
l'ellipsoïde.  Nous  appeleroos  ce 
plan  i'équatear  du  corps. llcoupe 
le  plan  fixe  XOY  suivant  une  droite  NN'  passant  par  le  point  0, 
et  que  nous  nommerons  la  It<fne  du  nœuds. 

Dans  l'étude  que  nous  avons  faite  de  la  rotation  d'un 
solide  autour  d'un  point  fixe,  nous  avons  pris  pour  aies 
liés  au  corps  et  mobiles  avec  lui,  les  trois  axes  principaux 
du  solide  au  point  0  ;  les  formules  générales  s'appliquent 
donc  au  sjstéme  formé  par  l'axe  OZ,,  et  par  deux  axes  rectan- 
gulaires 0X„  0T(,  menés  ilans  le  plan  de  Tëquateuret  entraî- 
nés dans  le  mouvement  du  corps.  La  simplification  apportée 
par  M.  Resal  à  la  résolution  du  problème  dans  ce  cas  parti- 
culier, consiste  h  substituer  aux  axesOX(,  OT,,  qui  sont  m- 
traînés  avec  le  corps,  la  ligne  des  nœuds  ON  et  une  autre 
ciroilti  OM,  perpendiculaire  commune  à  la  ligne  des  nœuds  et 
à  l'axe  OZ,.  Nous  aurons  donc  ici  trois  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires à  considérer  : 
i"  Le  système  des  axes  fixeiy  OX,  OT,  OZ  ; 
2°  Le  système  des  axes  mobUes  eiUraiaés  par  le  eorp$,  OJ,, 
0Y„  OZ,  i 
5°  Le  système  des  axes  mixtes,  ON,  OM,  OZ, . 
On  passe  du  premier  système  au  troisième  au  moyen  de 
deux  angles  :  l'angle  <]<,  mesuré  dans  le  plan  XOV  k  partir  de 
l'axe  OX  jusqu'à  la  ligne  des  noeuds  ON,  et  l'angle  6,  égal  & 
l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan  XOT,  ou  è  l'angle  de 
l'axe  OZ,  avec  l'axe  fixe  OZ.  Pour  passer  du  troisième  système 
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au  second,  il  snlfit  de  donner  l'angle  <p  que  l'axe  OX^  Tait  avec 
ON,  égal  k  l'angle  que  OT,  fait  dans  le  même  sens  aver,  OU. 
Le  troisième  système  ON,  OM,  OZ,  forme  à  un  instant  quel- 
conque un  système  d'axes  principaux  de  l'ellipsoïde  aussi  bien 
que  In  deuxième  système,  OX,,  0¥„  OZ^,  puisque  l'ellipsoide 
est  supposé  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ.,  et  par  suite  si 
l'on  appelle 

n,  n^  n,. 

les  composantes  de  la  rotation  instantanée  autour  des  axe 


les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  so- 
lide par  rapport  à  ces  mêmes  axes  seront  respectivement 


Nous  désignerons  de  la  même  manière  par 

K.  N,,  Vf 

les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures  autour  de  ces 
trois  axes. 

Nous  connaissons  les  équations  générales  du  mouvement 
du  solide  quand  on  décompose  la  rotation  instantanée  autour 
des  axes  entraînés  OZ^  OX,,  OY,,  et  qu'on  estime  les  moments 
des  forces  par  rapport  à  ces  mêmes  axes.  On  pourra  donc 
déduire  les  équations  cherchées  des  équations  connues  par 
un  simple  changement  de  coordonnées.  Soient  p,  q,  r,  les 
composantes  de  la  rotation  autour  des  axes  OX,,  OY,,  OZ,  ; 
nous  aurons  entre  ces  rotations  et  les  rotations  n,  rij,  »„  les 
relations 

n,  =  peoif  —  qiitf, 
nt  =  psinf  +  qiioSf. 

Appelant  L,  H,  N,  les  moments  des  forces  autour  de 
ox„      0Y„      oz„ 
on  aura  entre  ces  quantités  et  les  rotations  p,  q,  r,  les  trois 
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relations  suivantes,  déduites  des  équations  générales  en  y  fai- 
sant A=B: 


De  ces  trois  relations  nous  ne  conserverons  que  la  dernière, 
que  nous  pouvons  écrire 


en  vertu  de  l'égalité  n=r  ;  la  somme  N  est  la  mâme  pour  les 
deux  systèmes  d'axes  mobiles.  Si  N  =  0,  (m  voit  que  la  rota- 
tion n  autour  de  l'axe  de  figure  est  constante.  U  nous  faut  trois 
équations  pour  définir  le  mouvement  du  solide  ;  nous  en  avons 
déjà  une.  Nous  trouverons  les  deux  autres  en  écrivant  l'équa- 
tion des  forces  vives  et  l'équation  des  moments  autour  de 
l'axe  fixe  OZ. 

La  demi-force  vive  T  du  solide  s'estime  à  un  instant  quel- 
conque au  moyen  de  l'expression  {g  278) 

T=5[*(»,'+V) -»-&■»). 

Dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  dt,  l'accrois- 
sement de  la  demi-force  vive  est  égal  à  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces,  ou  k  la  somme  des  produits  des  mo- 
ments des  forces  autour  des  trois  axes  ON,  OM,  0Z„  par  les 
rotations  élémentaires  respectives,  n^dt,  n,dt,  ndt.  On  aura 
donc,  en  divisant  par  dt, 

(S)  ^  =  Vn  +  S,n^  +  K^. 

Enfin,  cherchons  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  l'axe  fixe  OZ.  Pour  cela,  il  suffit  de 
faire  la  somme  des  projections  sur  OZ  des  moments  estiiaës 
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autour  des  azea  OZ^,  ON,  OU;  on  devra  en  même  temps  faire 
la  somme  des  momenls  N,  Nj,  N,,  projetés  sur  le  mfime  axe. 
On  obtient  ainsi  CncosO+An,sinB  pour  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  autour  de  OZ,  et 
Ncos6+N,sine  pour  somme  des  moments  des  forces.  Appli- 
quant le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
à  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt,  on  aura  la  troi- 
sième équation 

(9)  g;  (CkcmS  -(-  A>hsin  s)  =  N  cw6  +  Hiiiiie. 

n  reste  h  évaluer  les  rotations  n,  et  n,  en  fonction  des  coor- 
données 0  et  <]'.  La  rotation  n„  s'opérant  autour  de  ON,  lait 
varier  l'angle  6  seul  ;  on  a  donc 

Quant  à  la  rotation  n,,  qui  s'opère  autour  de  Taxe  (Hl,  il 
convient  de  se  servir,  pour  l'évaluer,  de  l'équation 

et  des  relations  par  lesquelles  nous  avons  exprimé  les  rota- 
tions ;i  et  9  en  fonction  des  angles  i^.  f  et  6  ;  nous  avons 
trouvé  (g  521 ,  éq.  25) 

Multipliant  la  première  par  sin  f ,  la  seconde  par  cosf,  et 
ajoutant,  il  viendra 

{Si  n,~^imt. 

Ces  expressions  (4)  et  (S),  substituées  dans  les  équations 
(2)  et  (5),  donneront  les  équations  définitives,  qu'il  ne  restera 
plus  qu'à  intégrer. 
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CAS  FARIICUI.IER  D  DM  SOLIDE  DE  BÉVOLDTION  SODMIS,  OITTRC  Ll 
PESANTEUR,  À  UNE  FORCE  APPUODÉE  EH  US  POOTT  DE  l'aX£  K  nGIXB. 


SS6.  Soil  G  le  centre  de  gravité  du  corps  situé  «i  an 
point  de  l'aie  OC,  à  une  distance  OG  =  a  du  point  0. 

Soil  C  le  point  d'application  d'une 
seconde  force,  que  nous  décompo- 
serons parallèlement  aux  axes  ON, 
OM,  OC;  la  composante  S  n'aun 
pour  effet  que  de  charger  le  point  0, 
et  les  composantes  Q  et  B  figure- 
ront seules  dans  les  équations  du 
mouvement. 
fie-  m.  Soit  0C=  l. 

Nous  aurons  pour  les  moments  des  forces 
autour  de  l'axe  OC,    N=  0, 
autour  de  l'axe  ON,  N,  =  Pasin8  —  R/, 
autour  de  l'axe  OM,  N,=:0'; 
ces  formules  tiennent  compte  des  signes  des  moments. 

Le  signe  positif  des  rotations  et  des  moments  est  attribua  au 
sens  de  C  vers  N,  de  N  vers  M,  de  M  vers  G. 
L'équation  (1)  donne  n:=constante,  puisque  N=:0. 
Pour  former  l'équation  (2),  observons  qu'on  a  d'abord 


ntt^.,...  +  .(Ô)'„„^.J. 


Hn  -)-  M,»,  +  H,H,  =  U'aginS  _  Itl)  îîl  +  QJ  ^  sin(. 
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.(-)-.„. 


L'équation  (5)  se  Torme  de  même.  On  a 

DiRérentranl     et    divisant    par     dl,     puis     égalant     & 
NcosO  +  NgSine,  ou  àQlsinO,  it  vient 


Multiplions  l'équation  (7)  par  ^  et  retranchons  de  (6)  ; 


cette  opération  élimine  à  ta  fois  le  terme  en  Q  et  le  tenue 


en  37Ï.  U  Tient 
al' 


Cette  équation  nous  donne  la  force  R  en  fonction  des  angles 
0  et  ^,  de  leurs  vitesses  et  de  leurs  accélérations  :  on  p^it  y 

supprimer  le  facteur  commun  -7-. 

L'équation  (7),  divisée  par  sin9,  nous  fera  de  même  con- 
naître la  composante  Q. 

On  saura  donc  quelle  force  il  faut  appliquer  au  point  G  de 
l'axe  pour  donner  h  l'axe  du  solide  un  mouvement  déterminé 
autour  du  point  0. 

527 .  Nous  examinerons  seulement  certains  cas  particuliers. 

1*  Mouvement  de  précession.  —  Ce  mouvement  correspond  h 

»  =  cwiiUiite,     ~  =  o,    ^=0. 
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L'équation  (7)  se  réduit  à 
ou,  en  supprimaut  le  facteur  commua  sinO, 

L'équation  (8),  divisée  par  -r,  donne,  après  la  suppression 

du  ferme  en  -js, 
air 

PdBinf  —  R/=  CnùnS  ^  —  A  (^V  àai  cm*. 

ou  enfin 

(10)        RI  =  — Ciiïin9$+    Fa  [^VsinfcosS  +  PaïinBl. 

Supposons  qu'on  ait  imprimé  au  solide  une  très  grande 
vitesse  de  rotalion  autour  de  son  axe  de  figure  OC,  tandis 
qu'on  lui  donne  un  mouvement  lent  de  précession  autour  de 

l'axe  OZ.  Le  terme  — CnsinO-^,  proportionnel  au  nombre 

n,  sera  beaucoup  plus  grand  en  valeur  absolue  que  le 
terme  entre  parenthèses,  et  la  force  R,  qui  est  dirigée  dans 
le  plan  ZOC,  c'est-à-dire  ^eryendieulmraaent  ou  cAcmin  ii- 
enifor  le  point  C  dans  le  mouvement  de  préeestion  de  Faxe, 
est  beaucoup  plus  grande  que  la  force  Q,  laquelle  est  dirigée 
dans  le  sens  même  du  mouvement.  Pour  forcer  l'axe  du 
corps  tournant  à  décrire  un  cdne  de  révolution  autour  de 
OZ,  il  faut  donc  exercer  sur  cet  axe  un  effort  à  peu  prit  per- 
pendiculaire à  la  route  qu'il  doit  parcourir;  il  faut  en 
un  mot  peser  sur  l'aie,  au  lieu  de  chercher  à  l'entraîner  dans 
le  sens  même  où  Ton  veut  qu'il  se  déplace. 
2°  Mouvement  de  nutaUon  sans  préeesmn.  —  Pour  définir 

cemouvementnousfcrons-r  =  i),  -7:7  =  0. 
al  af 
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l'équalion  (6)  donnera,  en  divisant  par  tt, 
(II)  A^a=Porin«  — El. 

et  l'équation  (7),  divisée  par  sine, 


Ici  encore  la  force  Q,  normale  au  déplacement  de  l'axe, 
a   une  1res  grande    valeur    absolue   proportionnelle  h  n, 
tandis  que  la  force  R,  qui  agit  dans  le  sens  du   dépla- 
cement, n'a  qu'une  médiocre  valeur.  L'effort  destiné  à  dé- 
placer Taxe  dans  le  plan  ZOC 
est  donc  à  peu  frès  dirigé  per- 
pendiculairement à  ce  plan  ; 
la  force  Q  est  dirigée  en  ar- 
rière du  plan  ZOC  quand  les 


signe  ;  elle  est  dirigée  en  avant, 
si  elles  sont  de  signes  contrai- 
res. 

328.  Pour  vérifier  par  des 
expériences  la  vérité  de  ces 
lois,  qui  au  premier  abord  pa- 
raissent paradoxales,  on  se 
sert  de  Yappareil  de  Bohnenber- 
ger  (fig- 175).  C'est  une  sphère  ^.^  ^^ 

massive  T,    dont  l'axe  AA', 

monté  au  moyen  d'une  suspension  à  la  Cardan  CC'BB',  peut 
prendre  dans  l'espace  toutes  les  orientations.  On  imprime  à 
la  sphère  une  vitesse  de  rotation  très  considérable  autour  de 
son  axe.  Cela  fait,  si  on  veut  donner  à  cet  axe  un  mouvement 
de  précession  autour  de  la  verticale,  il  semble  qu'on  n'ait 
qu'à  agir  latéralement  sur  le  cercle  vertical  CtC'  de  la  sus- 
pension à  ta  Cardan,  de  manière  &  le  faire  tourner  autour  des 
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deux  poinls  fixes  C  el  C'.  Mais  on  rencontre  alors  une  trcs- 
grande  résistance,  el  le  seul  résultat  qu'on  obtienne  est  une 
variation  de  l'angle  que  tait  l'axe  de  la  sphère  avec  la  verlt- 
cale.  Si,  au  contraire,  on  pèse  veilicalement  sur  l'une  des 
extrémités  A  de  l'axe  de  la  sphère,  cet  axe  est  immédiate- 
meot  entraîné  dans  une  direcUon  perpendiculaire  à  l'effort 
développé. 

CUUBOTEDR  DE  lURDT. 

529.  Une  autre  expérience  très  curieuse,  faite  à  l'aide  de 
l'appareil  eutimtettr  de  M.  Hardy,  s'explique  par  la  mèoie 
théorie. 

Le  culbuteur  n'est  autre  chose  qu'un  gyroscope  Foucault,  i 
t'axe  vertical  duquel  od  adapte  une  bande  de  caoutchouc,  C'F, 


Pig.  174. 
T,  Inra,  —  \K',  hc  du  lure:  il  rit  monU  dani  on  eeralc  Kal',  tnoliile  Raloar du ilii- 
mélre  horiionUI  DD'.  —  CbC\  cercle  rerlicil  qui  parle  en  BB'  les  touri[Jf)nsdu«rdr 
prAi'^denl,  el  qui  «il  mobile  lutour  du  diunttra  Tcrtical  CG'.  —  S,  inpporl  de  r>p- 
pareil.  —  V,  vit  de  «emie  pour  arrèler  le  cercle  wtlul.  —  C,  poulie.—  CF.in^ 
de  «oulchouc. 

attachée  par  un  bout  à  une  poulie  C,  et  fixée  par  l'autre  bout 
F  au  pied  de  l'instruoient.  Si  l'on  fait  tourner  a  la  main  le 
cercle  CBC'  autour  de  son  diamètre  CG',  on  enroule  sur  la 
poulie  une  certaine  longueur  de  caoutchouc,  et  on  dëvdoppe 
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dans  la  bande  une  lensîon  de  plus  en  plus  grande.  Cette  ten- 
sion, quand  le  gyroscope  est  au  repos,  imprime  au  cercle 
vertical  CC  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe 
vertical  ;  le  mouvement  se  prolonge  en  vertu  de  la  vitesse  ac- 
quise au  delà  de  l'instant  où  la  bande  de  caoutcbouc  reprend 
sa  longueur  primitive  ;  alors  l'enroulement  de  la  bande  se  pro- 
duit en  sens  contraire;  après  quoi  le  déroulement  s'opère  par 
un  nouveau  renversement  du  mouvement,  et  ainsi  de  suite, 
par  une  série  d'oscillations  alternatives  qui,  si  l'on  pouvait 
faire  abstraction  des  résistances  accessoires,  se  prolongeraient 
indéûuiment. 

n  en  est  tout  autrement  quand  on  répèle  l'expérience  sur 
un  gyroscope  dont  le  disque  T  est  animé  d'une  grande  vitesse 
autour  de  son  axe  propre  AA'.  Dansée  cas,  la  tension  du  caout- 
chouc, au  lieu  de  faire  décrire  à  l'axe  AA'  un  cAne  droit 
autour  de  la  verticale,  déplace  cel  axe  p^pendiculairement 
à  la  direction  dans  laquelle  il  parait  sollicité;  il  se  rappro- 
chera donc  de  la  direction  CC,  et  le  premier  effet  de  la  ten- 
sion sera  de  faire  tourner  le  cercle  ABA'  autour  de  snn  dia- 
mètre horizontal  fifi',  jusqu'à  ce  que  Taxe  AA'  soil  devenu  à 
peu  près  vertical;  le  sens  du  déplacement  de  l'axe  est  tel 
que  le  tore  soit  amené  k  tourner  dans  le  sens  même  où  la 
bande  de  caoutchouc  (end  à  entraîner  le  cercle  CBC.  Alors 
seulement  on  verra  la  rotation  du  cercle  CBC  se  produire. 
La  bande  se  déroule,  puis  elle  s'enroule  en  sens  contraire 
sur  la  poulie.  Une  fois  cet  enroulement  contraire  achevé, 
le  déroulement  tend  k  s'opérer  par  un  mouvement  rétrograde. 
Or  ce  nouveau  mouvement  imprimerait  au  disque,  dont  l'axe 
est  resté  sensiblement  vertical,  une  vitesse  de  rotation  con- 
traire à  sa  vitesse  propre.  Aussi  résiste-1-il  k  cette  tendance,  cl 
la  force  développée  dans  le  caoutchouc  n'a  d'autre  effet  que 
de  laire  faire  au  tore  une  culbute  complète,  c'est-à-dire  de  ren- 
verser son  axe  bout  pour  bout  ;  quand  l'axe  AA'  s'est  ainsi 
retourné,  la  rotation  du  lore  s'effectuant  dans  le  sens  où  la 
tension  du  caoutchouc  sollicite  le  cercle  vertical,  le  dérou- 
lement a  lieu  ;  de  sorte  que  les  oscillations  alternatives  du 
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cercle  vertical  dans  un  sens,  puis  ea  sens  oppose,  sont  sépa- 
rées par  des  repos  pendant  lesquels  l'axe  du  tore  se  renverse 
de  bas  en  haut,  puis  de  haut  en  bas. 


flTHOsom  in  Foiici.t;LT  *. 

530.  Nous  avons  déjà  donné  la  théorie  sommaire  de  cette 
expérience  dans  les  gg  302  et  suivants.  Le  gyroscope  est 
un  solide  de  révolution,  pesant,  qu'on  anime  d'une  grande 
vitesse  autour  de  son  axe  de  figure  ;  une  des  extrémité 
de  cet  axe  est  fixe  ;  l'autre  extrémité  est  d'abord  souleone, 
puis  subitement  abandonnée.  On  a  alors  Q=R^O.  Intro- 
duisons celte  hypothèse  dans  les  équations  (6)  et  {7);  il 
viendra 

(44)  4  ^Bin'e  — CHBine^H-  SAsinflcoïS^  ^  =0. 

La  première  équation  intégrée  donne 

(15)  *[(s)'+  (J)'"n'fl]=*"-»««»9. 

en  appelant  H  une  constante  arbitraire  ;  la  seconde  s'int^ic 
aussi,  et  donne 

(16)  A|^dQ*8  +  CncosS=iG, 

G  étant  une  nouvelle  constante.  Faisons  pour  simplifier -:=:|(| 


1"!  (af)'+(â)"i«"=-->'"". 

{18)  ^  tin*S  +  lOtwi  =  G. 

'  Ce  paragraphe  et  les  ïuiïants  sont  en  grande  partie  eilntl*  de  /a  Di/m^V* 
d'iidraoad  Bout.  (Coui*  <b  mteanl^uM,  t.  III,  1873. 
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L'aie  du  gyroscope  partant  du  repos  pour  une  certaine  va- 
leur %  de  l'angle  6,  on  aura  au  commenœmeal  de  l'espé- 

nence-îT  =  Oet  -|i  =  Opoure=»,;  donc 

H  =  SI  CM  t. 
cl 

ce  qui  Iransforme  les  équations  (17)  et  18)  en 


(80)  ^8iii>S  =  ^i>(cMk-<»*S). 


Multiplions  la  première  par  sin*  ft,  puis  élevons  la  seconde  au 
carré,  et  retranchons  ;  il  viendra 

(31)         {^yàa*9  =  ntia*Htxae,  —  eoi»)  —  it*n*{eoi».—  eos»f. 

Dans  cette  équation  le  premier  membre  est  toujours  pusilif; 
le  second  l'est  donc  aussi,  et  par  suite  le  terme  négatif 
— |i.V(co8ô,—  co3ô)' doit  toujours  rester  moindre  en  valeur 
absolue  que  le  premier  terme,  qui  est  nécessairement  posîtil. 
Le  facteur  n*  étant  très  grand,  par  hypothèse,  il  faut  que 
l'autre  facteur  (cos  0, — cosft)*  soit  très  petit,  c'est-ù-dire  que 
les  angles  ft  et  6,  soient  très  peu  difTéreats  l'un  de  l'auU^. 
Cela  permet  d'exprimer  9  par  la  somme  ft,4-s,  e  élant  un 
nombre  variable,  poàtif  ou  n^atif,  mais  extrêmement  petit 
en  valeur  absolue,  dont  nous  négligerons  Je  carré  et  les  puis- 
sances ;  nous  aurons  alors 

GMSBOOsS.eMt— iinS.ii]i(  — «Ml.— (huSu 
tiDt  =  iliiï.GM(  +  CMawuiii  =  *inS,+(eMa., 
liii*!  =  lin*).  +  SfiinS.  ent.; 

l'nûn  -^  =  j7*  expression  entièrement  rigoureuse 
Substituant  dans  l'équation  (21),  il  vient 

=  U[iin<S.  +  Sdlnl,  cai«.]  isinS.  —  fiV^tin't.. 
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Ces  termes  sont  de  différents  ordres  de  petitesse.  [^]  esl 

de  l'ordre  de  «*  ;  le  terme  en  «  (  jj  )  est  de  l'ordre  de  e"  ;  od 

peut  donc  le  supprimer.  On  en  fera  autant  du  terme  en 
SU*  du  sscond  membre,  en  obserrant  que  sa  valeur  numé- 
rique est  négligeable  vis-à-vis  du  terme  (l'nVsïnQ,  qui  con- 
tient n*  en  facteur.  L'équation  ainsi  simplifiée  devient 

{~  Yùa't.  =  iUtàa'l.  —  fn^nVan^ttH 

OU,  en  divisant  par  sin*9„ 

(Sî)  (jX  =  !J.»inS.  -  /.«bV^  .(SiliiK,  — ^»(i*;). 

Lecarréf^j  étant  toujours  positif,  on  voit  que  sncg^ut 

varier  qu'entre  0  et  •  =  — T-r^'>  c'est  la  limite  de  la  nula- 

tion  de  l'axe.  La  vitesse  de  la  notation  est  donnée  psr  l'équa- 
tion (22);  en  l'intégrant  on  aura  la  valeur  de  s  en  fono 
lion  du  temps.  Il  vient 

ou  bien 


L'équation  (20)  nous  donnera  ensuite  la  loi  du  mouTement 
de  précesston.  On  en  déduit 


et  négligeant  le  terme  en  e  au  dénominateur,  il  rient 
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et,  eo  iot^raot. 


sans  constanic,  si  pour  t=0  on  a  aussi  i;<=0. 

Abstraction  faite  du  lernoe  en  sintxttt,  qui  est  très  petit, 
puisqu'il  contient  n*  en  dcnominateur,  le  mouvement  de  pré- 
cession est  unirornie,  et  a  pour  vitesse  angulaire  — 

La  lï^e  des  nœuds  éprouve  de  part  et  d'autre  de  la  position 
moyenne  qu'elle  occuperait  si  son  mouvement  était  unirorme, 
un  balancement  périodique  défini  par  l'équation 

La  durée  de  la  période  est  — 

De  son  cûlti,  l'axe  de  l'appareil  a  une  nutation  définie  par 
rOquation 

Sliine,  ,  .  ont 
«=  — |-î-sin*£^, 

et  ce  second  mouvement  oscillatoire  a  encore  pour  période 

— .  car  si  l'angle  |iiU  augmente  de  2n,  l'angle  '^  nugmenlo 

de  c,  le  siflus  de  cet  angle  change  le  signe,  et  son  carré  re- 
prend la  même  valeur.  Les  deux  mouvements  périodiques 
s'accomplisseïil  donc  dans  le  même  temps. 

Observons  enfin  que  le  mouvement  ne  dépend  pas  de  la, 
densité  du  solide  s'il  est  houK^ènCi  car  les  équations  ne  con- 
tiennent que  les  constantes  X  et  \i.,  c'est-à-dire  les  rapports 

•7-  et  7,  fractions  aux  deux  termes  desquelles  entre  la  der 

site,  qui  disparaît  comme  lacteur  commun. 
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Cas  PARTinUUEB    Oft  LA  PStoSSION    EST   BIGODBEUBItEln    OHIPOMU. 

531 .  Beprenons  les  équations  (1 7)  et  (1  S)  qui  conviennent  au 
mouToment  sans  aucune  hypothèse  sur  les  circonstances  ini- 
tiales- On  voit  que  si  l'angle  8  reste  constant,  les  deux  équa- 

lions  s'accordent  à  donner  pour  -^  une  valeur  constante.  Ces 

deux  conditions  caractérisent  le  mouvement  uniforme  de  pré- 

cession.  Pour  déterminer  la  vitesse  constante^,  on  ne  peut 

se  servir  dus  équations  (17)  et  (18)  qui  contiennent  des  ariii- 
traires,  mais  il  faut  recourir  à  l'équation  (8)  dégagée  du  fac- 
teur commun  -r;  le  facteur  sin  fl  peut  se  supprimer  aussi, 

dès  qu'on  efface  le  terme  en  A-^,  dans  le  premier  memln^  cl 
le  terme  —Rt  dans  le  second,  tei-mes  qui  sont  nuls  d'eux- 


L'équation  (8)  prend  alors  la  forme 

PI  i«»,(«)*-cg+,..=o, 

ce  qui  établit  une  relation  entre  la  vitesse  -jj,  l'angle  6  et  les 
constantes  A,  C,  P,  a,  n. 
Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  valeurs 

pour g. 1 

d±       Cii±^C*n«  — «APiicosfl  Cn     f,   .    /,       4APoaw<\ll 

i  = ^-K^î» "K^L      V       -cv-jj" 

Le  nombre  n  étant  supposé  très  grand,  on  peut  développer 
en  série  la  quantité  entre  parenthèses  par  la  formule  du  binôme 
de  Newton,  et  se  bornant  aux  trois  premiers  termes,  on  aura 

.       2APac(u«        a*'P*<i*cos'». 
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la  quantité  entre  crochets  a  donc  pour  valeur,  si  on  prend  le 
signe  inférieur, 


QV     -^ 

».• 

J'où  résulte 

f^^ 

la  valeur 

^=S+ 

8AP*<i*ca«S 

—âf — 

Si  l'on  prend  le  signe  supérieur,  la  quantité  entre  crochets 
prend  la  valeur 

-      MPawsa       8A'P«<i«cm'» 
Vfn*  CW        • 

el  par  suite 

<te_     Cil  8Pa       aAP'a'wa9_ 

Ce  sont  les  circonstances  initiales  qui  décident  dans  chaque 
cas  particulier  du  choix  entre  ces  deux  vitesses.  La  première 

est  sensiblement  égale  à  s-,  car  le  second  terme,  — =-; — , 

est  négligeable  devant  le  premier,  à  cause  de  la  grandeur  du 
dénominateur  C*n*.  La  vitesse  de  précession  est  donc  sensible- 
ment constante  quel  que  soit  l'angle  6  ;  elle  est  rigoureusement 

égale  à  k-  pour  (1  =  3,  auquel  cas  l'axe  du  gyroscope  décrit  un 

plan  horizontal.  Remarquons  que=-= — ,  vitesse  moyenne 

de  la  prëcession  lorsqu'on  abandonne  l'axe  sans  lui  commu 
niquer  de  vitesse  initiale  (g  330). 

La  seconde  vitesse  ^  varie  très  rapidem  ent  avec  l'angle  6  ; 

elle  est  d'alleurs  très  grande,  car  elle  est  sensiblement  pro- 

portionnelle  au  facteur  n.  Elle  devient  infinie  enfin  pour  ft  =^ 

1*  La  première  vitessse  de  précession  e«i  celle  qu'on  obtient 
en  général  dans  l'expérience  :  elle  varie  k  peu  près  proportion- 
nellement  au  produit  Po.  C'est  ce  qui  explique  qu'on  puisse 


Digtizea  .y  Google 


BSI  IfOirrBMEHT  D-ini  SOUDE 

l'augmenter  en  pesant  sur  l'eitrèmité  de  l'axe ,  car  on  ajoute 
alors  au  moment  Pa  le  produit  de  l'erTort  qu'on  exerce  par  la 
distance  du  point  d'application  de  cet  eTTort  au  centre  fixe. 
Nous  avions  déjà  remarqué  qu'en  général,  pour  déplacer  arli- 
fîciellemcat  l'aie,  il  faut  exercer  sur  lui  un  eiTort  à  peu  près 

normal  au  déplacement  à  produire  {g  326).  La  vitesse  ~  aug- 
mente aussi  très  rapidement  à  mesure  que  le  facteur  ii  diini- 
Due;  cet  elTet  se  produit  de  lui-même  par  suite  de  la  résis- 
tance de  l'air  et  des  frottements  des  tourillons,  qui  râduisenl 
graduellement  la  rotation  propre. 

2*  Si  l'on  donne  à  l'appareil  une  vitesse  initiale  de  préces- 
sion suffisamment  grande,  satisfaisant  à  l'équation 


ou  sensiblement  égale  à  -. -,  ce  sera  la  seconde  formule 

°         A  cos  9. 

qui  donnera  la  loi  du  phénomène  ;  celte  vitesse  se  conserTera 
encore,  et  le  gyroscope  aura  nn  mouvement  de  précession 
uniforme. 
Ce  qu'il  y  a  de  remarquable  dans  ce  cas  particulier,  c'est 
dà 
que,  n  restant  te  même,  ~  décroît  rapidement  à  mesure  que 

cos6  augmente,  ou  à  mesure  que  l'angle 6  diminue.  Si  donc 
la  vitesse  de  précession  diminue,  par  suite  des  résistances 
auxquelles  le  système  mobile  est  soumis,  l'angle  6  diminue  loi- 
ménie,  et  l'axe  du  solide  se  relève  jusqu'à  ce  qa'il  ait  atteint 
la  position  verticale.  Un  observe  cet  efTet  dans  le  mouvement 
de  lu  toupie,  qui,  lancée  avec  une  grande  vitesse  giratoire,  ne 
tarde  pas  à  se  placer  verticalement  dans  une  position  d'équt- 
libre  stable.  Un  phénomène  analogue  se  produit  quand  on 
communique  une  vitesse  angulaire  à  un  ellipsoïde  de  révola- 
lion  allongé,  posé  sur  une  surface  horizontale  légèrement  ru- 
gueuse. La  rotation  initiale  commence  autour  d'un  des  dia- 
mètres de  l'équateur,  axe  autour  duquel  la  rotation  n'a  pas  de 
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slabilité.  Le  moindre  dérangement  survenu  jette  le  pâle  in- 
stantané en  dehors  de  l'équatenr  ;  il  en  résulte  une  réduction 
des  vitesses,  due  an  travail  négatif  de  la  pesanteur,  et  cette 
réduction  ne  feit  qu'augmenter  par  suite  du  travail  du  frotte- 
ment de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  fixe.  En  même  temps,  l'ellip- 
soïde se  relève  comme  la  toupie,  et  les  pAles  de  la  rotation 
y  dessinent  bientôt  un  petit  parallèle  autour  de  l'une  des 
extrémités  de  Taxe  de  révolution. 
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532.  La  balance  gyroieepique  est  un  appareil  qui  permet 
de  vérifier  expérimentalement  la  théorie  de  la  rotation  des 
solides  de  révolution  autour  d'un  point  de  leur  axe  de 
figure. 

Elle  se  compose  d'un  tore  massif  T  dont  l'axe  est  retenu 
par  deux  tourillons  fixés 
à  une  chape  mobile  DD. 
La  chape  fait  corps  avec 
un  axe  DC,  le  long  du- 
quel on  peut  faire  glis- 
ser à  volonté  un  contre- 
poids P.  L'axe  de  la  chape 
est  réuni  au  pied  S  de 
l'appareil  par  une  sus- 
pension de  Cardan  0, 
qui  lui  laisse  toute  li- 
berté de  tourner  au-  \.  ,_ 
tour  de  son  centre  fixe, 
dans  le  sens  vertical  comme  dans  le  sens  horiiontal. 

La  mobilité  du  contre-poids  le  long  de  la  tige  qui  lui  sert 
de  guide  donne  un  moyen  de  changer  le  signe  du  produit 
Pa,  ce  qui  entraîne  un  changement  dans  le  sens  de  la  pré- 
ceseiou. 
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Cel  appareil  et  ceux  que  nous  avons  décrits  (^  328  et 
339)  H  servent  à  mettre  en  évideoce  les  curieuses  pro- 
priétés du  mouvement  des  systèmes  solides,  et  permettent 
d'apprécier  avec  justesse  l'influence  de  l'inerlie.  Le  théo- 
rème de  Poinsot  sur  le  mouvement  d'un  corps  libre  en 
complète  la  notion,  car  il  ajoute  à  la  loi  simple  dn  mouve* 
meut  rectiligne  et  uniforme  du  centre  de  gravité,  la  loi  beau- 
coup plus  complexe  du  roulement  de  l'ellipsoide  central  sur 
le  plan  invariable.  Les  appareils  gjroscopiques  montrent  de 
même  les  effets  vraiment  surprenants  de  l'inertie  dans  les 
mouvements  de  ralation.  0a  corps  animé  d'une  rotation  ra< 
pide  semble  doué  pour  ainsi  dire  de  propriétés  nouvelles,  et 
subit  d'une  manièretoule  particulière  l'effet  des  perturbations 
auxquelles  son  mouvement  général  est  exposé  ' .  a 


EXPÉRIEKCB   DE  POCCAnLT, 

533.  Le  gyroscope  imaginé  par  Foucault  pour  metbre 
en  évidence  la  rotation  de 
la  terre  (g  304)  est,  comme 
on  sait,  un  solide  de  révo- 
lution massir,  assujetti  à  toar- 
n^  autour  de  son  centre  de 
gravité,  et  sollicité  seulement 
par  les  forces  centrifuges  com- 
posées dues  &  la  rotation  du 
globe. 

''  Soit  OX  un  axe  dirigé  vers 

le  Nord  tangéntieltemenl  au  méridien  en  un  point  0  de  l'hé- 
misphère lïoréal;  OY  un  axe  dirigé  vei-s  l'Est,  tangentielle- 
mcnt  au  parallèle;  OZ.  un  axe  vertical. 

Menons  par  te  point  0  une  parallèle  OP  à  l'axe  de  la  terre. 
L'angle  POX  sera  égal  à  la  latitude  X;  et  la  rotation  wqnî 

'  F,rpcti  dé  la  tUuatiim  di  Ut  Méeattiçue  appl^uéa,  1807.  Vtget  5I-9t. 
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s'cfTectne  autour  de  OP,  aura  pour  composantes  ucos>.  autour 
de  01  ;  usinX  autour  de  OZ  ;  zéro  autour  de  0¥.  La  rotation  u 
s'cfTectuc  de  l'Ouest  à  l'Est;  les  composantes  auront  donc 
le  sens  de  Z  vers  ¥  autour  de  OX,  de  Y  vers  X  autour  de  OZ, 
et  nous  devrons  les  prendre  avec  le  signe  — ,  en  regardant  la 
vitesse  u  comme  positive. 

Les  composantes  de  la  rotation  du  gyroscope  sont  (g  325)  : 
la  vitesse  propre,  n,  autour  de  l'axe  de  figure  OC  de  Fap- 

pareil,  la  vitesse  de  nuiation  -^autourdelalignedesnoeuds 

ON,  et  la  vitesse  ^  sin  6  autour  de  t'axe  OH,  normal  au 
ai 

plan  CON. 

Rappelons  d'abord  quelques  prindpes  dont  nous  aurons  à 
faire  l'application. 

Soient  p,  q,  r,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
dn  système  de  comparaison,  projetées  sur 
des  axes  rectangulaires  mobiles,  OX,  OY, 
OZ,  que  nous  supposerons  coïncider  avec 
lin  système  d'axes  principaux  d'inertie 
du  corps  soumis  à  l'expérience.  y/       nr       \ 

Soientp*,  (f,  r'  les  composantes  autour      /'"'' 
des  mômes  axes  de  la  rotation  instantanée      ' 
du  gyroscope. 

Consiilérons  un  point  du  gyroscope,  défini  par  les  coor- 
données X,  {f,  s  par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

[.a  vitesse  linéaire  de  ce  point  aura  pour  projections  sur 
les  axes: 

3^=9^  —  ''*. 


Soit  m  la  mas5to  du  point.  Cherchoiu  les  composantes  do 
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la  force  cenlrifnge  composée;  si  X',  ¥',  Z'  sont  ces  compo- 
santes, nous  aurons  (g  193)  : 

Les  sommes  N,  N,,  N„  des  moments  par  rapport  aux  axes, 
des  forces  centrifuges  composées  appliquées  k  tons  les  points 
du  corps,  s'expriment  aussi  au  moyen  de  déterminants  : 

V  =  S[l's  —  'ï't)  =  nm{qg'iy  —  gr^*~j>r'xy+pp'ts  —  pi/gi+pfa 

!I,  =  S[Ï1I  — I^)  =  a(gp'a»y«  — pj-ïnw'). 

Nous  supprimons  dans  ces  sommes  les  termes  contenant  les 
facteurs  Zflui/,  Zitun,  £mifs,  qui  sont  nuls  d'eux-mêmes, 
puisque  les  axes  OX,  OY,  OZ  sont  des  axes  principaux  dn  so- 
lide au  point  0. 

Supposons  que  le  solide  soit  de  révolution  autour  de  l'aie 
0\  ;  que  C  soit  son  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe,  et 
que  ses  moments  d'inertie  soient  représentés  par  A  autour 
des  axes  OY,  OZ,  et  de  toute  autre  droite  tracée  par  le  point  0 
dans  le  plan  ¥0Z,  fTous  aurons  : 

Im»'  +  Itnx*  t=  A, 
lui**  +  rmy*  =  A. 

Donc 

£llu*  =  £myi=iC 

et 

Znw*  =  A  — jC 
Substituant  dans  les  valeurs  des  moments,  il  vient 

H,  =  (2A  —  Cjpr-  —  fyT;  =  tKjir'  —  Ctpr*  +  rpO, 
It,  =  çp-C  - /^(SA  -  C)  =  C  (îi.- +  pç-)  -  2*ïiç'. 


DigtizeaoyGOOJ^If 


iOTDDR  DUM  POIKT  PUE.  539 

Appliquons  ces  formules  aux  axes  OC,  ON,  OH  ((îg.  176), 
pris  respectivement  pour  axes  des  x,  des  y  et  des  s.  Pour 
avoir  les  composantes  p,  q,  r,  il  suffira  de  décomposer  la  rota- 
tion u  autour  de  OP,  en  trois  rotations  aulour  de  OC,  ON,  OM, 
ce  qui  revient  è  décomposer  autour  de  ces  derniers  axes  les 
composantes,  — ucos).  et  — usinX,  de  cette  rotation  u. 

La  rotation  — ucosX  se  décompose  d'abord  en  une 
rotation  —  ucosX  cos<;>  autour  de  ON,  et  en  une  rotation 

— (i>co8\cosf  iji— ^j= — (ûcosxsinili  autour  de  la  droite  OL,  in- 
tersection du  plan  XOV  avec  le  plan  ZOG  Celte  dernière  compo- 
sante se  décompose  ensuite  suivant  les  axes  OC,  OM,cequi  donne 

autour  de  OC,  —  ucosXsinij'COsf^— 6t^  — ucosXsin<}>sinft,et 

autour  de  OM,  — ucosXsinil'CosIx+'s — 0  |^+ucosXsin<}«os9. 

La  seconde  composante  — usinX,  suivant  OZ,  donne  une  com- 
posante —  usinXcosO  aulour  de  OC,  et  une  autre  compo- 
sante, —  usinXsinQ,  autour  de  OH.  Réunissant  par  voie  d'ad- 
dition algébrique  les  composantes  relntives  aux  mftmes  axes, 
on  aura 

iDtour  de  OC,      p^  —  «cMlsinf  lint  —  «sinicoat, 

autour  de  ON,      ;=:  —  ^eosi.eos't, 

autour  de  OH,      r  =  u«M>sinf  cosS  —  uiinltinS. 

Nous  avons  enfin  pour  la  rotation  du  gyroscope,  décom- 
posée suivunt  les  mêmes  axes, 

■utour  de  OC,     p'^n, 

di 
■utonr  de  on.      ç'=ïg-. 

autour  de  OM,      r'=  ^"n«. 

n  ne  reste  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  for- 
mules, et  à  les  inlroiluire  dans  les  équations  (1),  (2)  et  (5) 
du  g  525,  où  l'on  remplacera  n,  n^  n,,  par  p',  ç',  r',  pour  avoir 
les  équations  différcnliclles  du  mouvement. 

Uemiiriiuons    que    la    somme    N»  +  N,ti,  -j-  N,îIj,    ou 
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Np'  ■+■  Nif*  +  Hy,  es!  identiquement  nulle.  Cela  devait  être.  Le 
Iravail  des  forces  centrifuges  composées  est  toujours  égal  â 
zéro,  puisqu'elles  sont  toutes  normales  à  la  trajectoire  rela- 
tive de  leur  point  d'application.  La  force  Tive  du  gyroscope 
reste  donc  constante. 
L'équation  (1  )  devient,  en  supprimant  le  facteur  C, 

m 

L'équation  (2) 

m     '-î(4(s)"-^(s)'''»'']  +  ")=™*""' 

et  l'équation  (3),  dans  laquelle  on  peut  remplacer  N  par 

^-dt' 
(SI         ^{ctitMt+k^im''t)'-C^  co*a  — CMicaBleMj.i)n» 

354.  L'intégration  de  ce  groupe  d'équations  simultanées, 
où  les  variables  à  exprimer  en  fonction  du  temps  sontii,> 
et  4p,  présenterait  de  sérieuses  difficultés.  Sans  aborder  ce 
problème  d'analyse,  cherchons  dans  quelle  position  doit  se 
trouver  le  gyroscope  pour  que  l'axe  de  l'appareil  resta 
immobile  sous  l'action  des  forces  centrifuges  composées. 

n  faut  pour  cda  qu'on  ait  à  la  fois   jr^O  et  ^=0i 

l'équation  (!')  montre  que  -jr-  est  aussi  nul,  et  que  par  suite 

la  rotation  n  est  constante.  Dans  l'équation  (3'),  tous  les 
termes  deviennent  nuls,  saut  le  terme  -  C»n  cosl  cos<t'  sin  e,qni 
doit  s'annuler  aussi,  ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  ma- 
nières :  1*  en  faisant  ^  =  -^1  c*cslrfc-dire  en  faisant  l'expé- 
rience au  pAle  du  globe;  2*  en  faisant  t— â<  c'est-â-dirs 
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en  plaçant  l'axe  du  gyroscope  dans  te  plan  dn  méridien. 
Quant  à  l'équation  (2'),  elle  devient  identique  et  ne  nous 
apprend  rien.  Pour  compléter  la  solution,  supposons  l'axe  OC 
amené  dans  le  plan  ZOX  du  méridien;  c^te  hypothèse  donne 

snccessiTcment,  en  faisant  ^=^  dans  les  formules  : 

;=>— «tooiisiiit  — M(tnlc(»e  =  — ••tiii(S+l]. 
r  ES  wcoal  CM* — KliDialnf  ss  «  «w(t + 1), 

On  a  de  plus 

«-=0. 

!*=•. 

Substituant  dans  N,  N.,  N,,  il  vient 

ll>=0, 
B,  =  —  Crj»' = — CMt«)«(8  + 1), 


Le  seul  couple  qui  agisse  encore  sur  le  gyroscope  est  donc 
le  couple  Nj,  dont  l'axe  coïncide  avec 
la  ligne  des  nœuds,  c'est-à-dire  avec 
la  lai^ente  au  parallèle;  il  s'annule 

pour6+X  =  ^<  <}"  quand  l'axe  du 

gyroscope  est  parallèle  à  l'axe  dn  "ni.tit. 

inonde. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu  dans  l'étude 
isommaire  que  nous  avons  faite  de  cet  appareil  (g  310).  Notre 
analyse  nous  donne  de  plus  les  composantes  N,  N^,  N,,  du 
couple  des  forces  centrifuges  composées  qui  sollicitent  le 
corps  (ournsnt.  En  général,  si  un  corps  solide  de  révolution 
.  tourne  avec  une  vitesse  n  autour  de  son  axe  de  figure,  orienté 
I  on  voudra  dans  l'espace,  mais  fixe  dans  cette  posi- 
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N„  prennenl  les  valeurs  : 

N,  =  —  Crp' =  —  Ci«M(em}i  tlnf  eoa«  —  siDliint], 

K,  =  Cjp' =  —  Cnu  oos  J  cos  t . 

Cherchons  encore  daDs  quel  sens  doit  s'opérer  la  rotation 
propre  du  gyroscope  pour  que  l'axe  soit  en  équilibre  stable 

dans  la  position  définie  par  les  valeurs  d=  = — "ket  ■j'^â'  ^ 

qui  caractérise  la  stabilité,  c'est  que  si  Ton  dérange  infiniment 
peu  l'axe  du  gyroscope  de  sa  position  d'équilibre,  les  forces 
développées  tendenl  à  l'y  ramener,  de  sorte  que  le  mouTO- 
ment  de  l'axe  l'écarté  infiniment  peu  de  cette  position.  Nous 
pouvons  donc  poser 


(  et  f  étant  des  angles  qui  resteront  par  hypothèse  inlinimenl 
petits  pendant  toute  la  suite  du  mouvemenl.  On  en  déduit 

dé       d,       di       dy        .    ^      , 
sine  =  cosl  +  7sinl,      co»e  =iEiil  —  ^cmI, 
en  négligeant  les  termes  contenant  les  puissances  de  t  ou  de 
1.  Substituons  dans  les  valeurs  des  composantes  des  vitesses; 
il  vient  après  réduction  et  suppression  des  infîniment  petits 
d'ordre  -supérieur  au  premier  : 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  expressions  des  couples 
^1  ^it  I^t  donnent 

B,  =  -  [2 \  —  0»  ^  coai  +  C««7, 
li,=  -(21  — O-^+Canicosi. 
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La  premiiire  équation  mooire  que  N  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  qu'on  peut  considérer  comme  nul  ;  la  rota- 
lion  n  reste  donc  sensiblement  conslante  malgré  le  dérange- 
ment apporté  à  l'axe  de  l'appareil. 

Le  nombre  n  étant  très  grand  en  valeur  absolue,  on  a  d'ail- 
leurs approximativement  N,  :=  Cun-f,  N,=:  Ctunc  cos  X. 

Si  l'axe  du  gyroscope  se  trouve  déplacé  de  manière  h 
rendre  les  écarts  ^  et  e  positifs,  ce  déplacement  fait  naître 
autour  des  axes  ON,  OH  des  couples  qui  ont  les  signes  de  n-j  et 
de  m;  ils  sont  donc  positifs  et  tendent  à  accroître  le  dépla- 
cement lorsque  n  esl  positif;  ils  sont  au  contraire  négatifs  et 
tendent  à  le  diminuer,  si  n  est  négatif.  La  condition  de  stabi- 
lité est  donc  que  n  soit  négatif,  c'est-à-dire  que  le  gyroscope 
tourne  autour  de  son  axe  dans  le  même  sens  que  la  terre  au- 
tour de  l'axe  du  monde. 
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335.  Un  treuil  est  mobile  autour  d'ua  axe  horijonlal  pro- 
jeté en  0.  Le  rayon  de  la  roue  du  treuil  est  OA^a  ;  le  rayon 
du  cylindre  est  GB=b.  I.e  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  de 
la  flëcbe  f.  Le  poids  P,  suspendu  au  câble  AC,  est  la  pmumu; 
f  le  poids  Q  suspendu  au  cible  BE,  est  la 

résistance.  On  demande  la  loi  du  mouie- 
ment  du  treuil  et  des  poids,  en  faisant 
abstraction  du  poids  des  câbles,  de  leur 
raideur,  et  des  frottements. 

Nous  appliquerons  le  théorème  de  d'A- 
lembert,  c'est-à-dire  nous  exprimerons 
qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réelles 
et  les  forces  d'inertie. 

Le  fil  AC,  supposé  sans  poids  et 
sans  masse,  a  partout  la  même  ten- 
sion T  entre  le  point  C  et  le  point  À. 
Coupant  le  fîl  en  H  et  H',  et  supprimant  le  tronçon  HH',  nous 
pouvons  rétablir  l'équilibre  en  appliquant  au  point  H'  la 
tension  T  dans  la  direction  AH*,  et  en  M  une  tension  égale  T, 
dans  la  direction  contraire.  Cette  préparation  a  pour  r&nltal 
d'isoler  le  système  matériel  formé  par  le  poids  P  du  système 
matériel  formé  par  le  treuil  proprement  dit  De  môme,  noos 


Flf.  17t. 
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pouvons  sans  changer  l'équilibre  supprimer  un' tronçon  quel- 
conque, NN',  du  fîl  BE,  et  remplacer  ce  tronçon  par  deux 
forces  égales  à  la  tension  T'  développée  dans  le  fil  avant  cette 
suppression.  Nous  isolerons  ainsi  le  treuil  du  système  formé 
par  le  poids  Q. 

Le  poids  P  est  assujetti  à  parcourir  la  verticale  AC  dans  le 
sens  descendant,  sous  l'action  de  la  force  P,  qui  tend  à  le 
faire  descendre,  et  de  la  force  T  qui  agit  en  sens  opposé.  Ap- 
pelant V  la  vitesse  de  ce  poids,  on  aura  pour  l'équation  du 
nwuvement 

Le  poids  Q  se  meut  de  bas  en  haut,  suitant  ta  verticale  EB, 
sous  l'action  de  la  force  T,  mouvante,  et  de  la  force  Q,  résis- 
tante. Appelons  s*  sa  vitesse  ;  nous  aurons 

Le  treuil,  que  nous  regarderons  comme  centré,  est  solli* 
cilé  par  les  forces  T  et  T',  et  par  la  pesanteur  dont  le  mo- 
ment par  rapport  à  l'axe  de  rotation  est  nul.  Appelons  u  sa 
vitesse  angulaire,  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  h  l'axe 
0;  nous  aurons 

du  _  Ta  — W 
^''  dl i      ■ 

Les  accélérations  -r-,  -r-,  ^  ne  sont  pas  indépendantes  les 

unes  des  autres.  En  effet,  quand  le  treuil  tourne  d'un  angle  a 
autour  de  l'axe  0,  te  point  A  se  déplace  verticalement  d'une 
quantilé  égale  à  oot,  et  le  point  B  se  déplace  en  sens  contraire 
de  la  quantité  ba.  De  même,  la  vitesse  angulaire  du  treuil, 
mullipliée  respectivement  par  a  et  par  ft,  donne  les  vitesses 
linéaires  des  points  A  et  B,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 
poids  P  et  Q,  puisque  les  fils  AC,  BË  sont  supposés  incxten- 
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sibles.  Les  mêmes  rapports  existent  entra  les  accûlératûns, 
et  l'on  a  par  conséquent 

Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  donc 

Nous  pouvons  mettra  l'équation  (3)  sous  la  forme 


Multiplions  l'équation  (4)  par  a,  l'équation  (5)  par  b,  d 
ajoutons  les  deux  équations  résultantes  à  l'équalion  (6)  ;  il 
viendra 


(l-^,*"*')?^-'-»». 


équation  qui  donne  Taccélération  angulaire  du  treuil.  On  voit 
que  cette  accélération  est  constante  ;  par  conséquent,  sauf  le 

cas  particulier  où  Po — Q6  serait  nul,  ce  qui  rendrait  -j-  nul, 

la  vitesse  angulaire  du  treuil  croîtra  praporlionnellemeni  an 
lemps,  et  le  mouvement  de  rotation  de  l'appareil  sera  uni^<l^ 
mément  varié.  Il  en  est  de  même  des  mouvements  rectilignes 
des  poids  ?  et  Q. 

L'équation  (7)  aurait  pu  être  immédiatement  posée.  Remar- 
quons, en  efîet,  que  le  fil  ÂC  n'ayant  pas  de  masse,  rien  n'ent- 
péche  d'admettre  que  le  poids  P  soit  attaché  au  point  A  sans 
inlermédiaire,  ou  concentré  en  ce  point  pendant  un  intervalle 
de  temps  (rés  court.  Le  poids  Q  peut  de  mCrae  élrc  ramené 
au  point  B.  Alors  les  poids  P  et  Q  participent  au  mouvement 
de  rotation  du  treuil  pendant  un  très  petit  intervalle  de  temps; 
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TaccéléralioD  angulaire  du  (reuil  sera  donnée  pendant  cet 
inlenralle  en  appliquant  la  formule  générale,  c'est-à-dire  on 
di'visant  la  somme  des  moments,  Pa  —  Q6,  par  le  moment  d'i- 
nertie du  corps  tournant,  lequel  est  égal  au  moment  d'inertie 

P         Q 

I  du  treuil,  augmenté  des  moments  d'inertie  -  a*  et  -  ^,  des 
9  9 

p  Q 

masses  - .  - ,  concentrées  aux  points  A  et  B. 

Connaissant -n.  on  en  déduit  -r,  -37,  etsubtituantdanslc$ 
at  at  at 

équations  (1)  et  (2),  on  en  tire  les  tensions  inconnues  T  et  T, 

lesquelles  restent  constantes  pendant  toute  la  durée  du  mou- 

vemenl. 

■ODVEHKHT  DAIfS  LA   HACHUB   d'aTWOOD. 


336.  La  machine  iTAtwood,  qui  sert  à  mesurer  l'accéléra- 
tion g  due  à  la  pesanteur,  est  un  treuil  dans  lequel  les  rayons 
OA  et  OB  sont  égaux,  et  dont  l'axe  0,  ou  lieu  de  porter 
sur  des  palUers  fixes,  repose  sur  des  roues  mobiles  ;  cette 
disposition  a  pour  but  d'atténuer  la  ré- 
sistance due  au  frollement. 

Hais  elle  introduit  dans  le  système 
en  mouvement  de  nouvelles  masses  mo- 
biles 1  dont  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  pour  parvenir  k  une  évaluation 
exacte  du  nombre  g. 

Soit  AB=2a  le  diamètre  de  la  roue, 
0  son  centre;  l'arbre  0  a  un  rayon 
ûgnl  à  Pi  il  porte  sur  4  galets  égaux  de 
rayon  r.  La  figure  montre  les  deux  ga- 
lets antérieurs  (Y,  (y-,  deux  autres  galeb,  respectivement 
montés  sur  les  mêmes  axes,  sont  placés  derrière  le  plan  de  la 
roue. 

Un  fil  très  fin,  enroulé  sur  la  roue  suivant  l'arc  EGA,  porte 
à  l'une  de  ces  extrémités  une  masse  H,  et  à  son  aulrc  extré- 


ng.  m. 
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railé  une  masse  H'  égale  à  U,  et  une  maa&e  additionnelle  m 
disposée  de  manière  à  élre  arrêtée  par  un  support  ûxé  à  ta 
machine,  à  l'endroit  i  partir  duquel  on  veut  faire  succéder 
un  mouvement  uniforme  au  mouvement  uniformément  varié 
qui  résulte  de  l'inégalité  des  poids  Hg  et  (M  +  it)g. 

Supposons  que  les  points  mobiles  partent  du  repos,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  la  vitesse  v  du  poids  H'  lorsque  ce 
poids  est  descendu  d'une  hauteur  H.  Les  masses  H,  H',  ^  odI 
toutes  ensemble  la  vitesse  linéaire  v.  Quant  aux  parties  tour- 
nantes, appelons  w  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  principale, 
et  là'  la  vitesse  angulaire  commune  aux  quatre  galets  autour 
de  leurs  axes  respectifs.  Nous  aurons 


Donc«=-  et  »'=— . 
a  or 

La  force  vive  de  la  roue  principale  à  l'époque  considérée 

est  donc 


en  appelant  1  son  moment  d'inertie  par  rapport  &  son  aie  de 
rotation.  La  force  vive  de  l'un  des  galets  est  de  même 


r  désignant  le  moment  d'inertie  du  galet  par  rapport  i  son 
axe.  En  définitive,  la  force  vive  du  système  &  cet  instant  est 

et  elle  est  due  au  travail  de  la  pesanteur  sur  la  masse  |t  seule, 
c'est  à-dire  à  y-gH.  L'équation  du  mouvement  est  donc 
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Un  corps  pesant  tombant  librement  de  la  hanteilr  H  acquer- 
rait dans  sa  chute  une  vitesse  égale  à  \fïgS.  Tout  se  passe  donc 
comme  si  la  pesanteur  était  réduite  k  la  fraction 


T 


^T^ 


de  sa  valeur;  ce  nombre  est  facile  à  calculer.  I,  1'  sont 
les  produits  des  masses  des  roues  par  les  carrés  de  leurs 
rayons  de  giration  ;  le  rapport  cherché  est  donc  le  rapport  <lo 
deux  masses,  ou  ce  qui  revient  eu  même  le  rapport  des  deux 
poids  correspondants. 

L'utilité  de  la  substitution  des  galets  mobiles  à  des  paliers 
fixes  résulte  de  la  grande  réduction  qu'elle  permet  d'opérer 
sur  le  travail  du  frottement. 

Si  les  tourillons  de  la  roue  portaient  sur  des  paliers  fixes, 
le  travail  du  frottement  serait  le  produit  du  frottement  F  par 
l'espace  décrit  à  la  circonférence  du  tourillon  de  la  roue  :  or, 
l'espace  décrit  par  le  point  A  de  la  circonférence  extérieure 
de  la  roue  étant  H,  l'espace  décrit  par  un  point  de  la  circon- 
férence du  tourillon  serait  H  x-,  et  letravxil  du  frottement 
a 

serait  en  définitive  FB  x  £- 
a 

Si,  au  contraire,  on  fait  porter  l'axe  de  la  roue  sur  des  ga- 
lets, le  frottement  de  glissement  ne  s'exerce  plus  qu'au  pour- 
tour des  tourillons  des  galets;  et  si  l'on  appelle  p'  les  rajons 
de  ces  tourillons,  l'espace  décrit  par  leur  pourtour,  pour  une 
chute  égale  à  H,  est 

BxÇx6 


le  flottement  F  est  d'ailleurs  è  peu  prés  le  même,  car  la  pres- 
sion sur  les  tourillons  des  galets  excède  seulement  celle  de  la 
roue  sur  ses  appuis  du  poids  des  4  galets,  et  ce  poids  est 
In'-s  faible.  Donc  enfin  le  travail  du  frottement  est  réduit  sen- 
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siblement  dans  le  rapport  de  p'  à  r,  nombre  asses  p^t  pour 
qu'on  puisse  omellre  le  terme  dû  au  frottement  dans  l'^u:)- 
tion  des  forces  vives. 


moonmm  du  thedil  bu  mtAVi  cospic  do  nunmENT. 

337.  Reprenons  la  question  du  g  335  pour  tenir  compte  dn 
frottement  du  treuil  sur  ses  tourillons.  Soit  /  le  coefBcienl 
du  frottement  relatif  aux  tourillons.  Nous 
supposons  que  le  treuil  soit  centré,  c'esl- 
à-dirc  (]ue  son  centre  de  gravité  tombe  en 
un  point  de  l'axe  0  ;  nous  supposerons  de 
plus  que  l'aze  0  soit  un  axe  prme^al  d'i- 
nertie _  du  corps  tournant,  t^ns  ce  cas, 
les  forces  d'incrlie  du  corps  tournant  se 
réduisent  à  un  couple  situé  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  t'axe  (g  260). 

Appliquons  le  théorème  de  d'AIembert, 
et  expriinons  qu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  d'inertie  et  les  forces  extérieures.  Pour  le  poids  P, 
noua  aurons  encore 


FI(.I8I. 


p  dç 

ç  dt 


=p-  I, 


et  pour  le  poids  Q 


g  dt 


Quant  au  treuil,  il  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
T  et  T  appliquées  en  A  et  B,  des  réactions  R  des  tourillons,  de 
son  poids  p,  appliqué  en  un  point  de  l'axe,  et  enfin  des  forces 
d'inertie.  En  projection  sur  un  axe  quelconque  les  forces 
d'inertie  ne  donnent  rien,  puisqu'elles  se  réduisent  à  un  cou- 
pie.  Donc  l'équilibre  existe  en  projection  entre  les  forces  T, 
V,  p,  et  les  deux  forces  R  comme  si  le  treuil  était  en  repos. 
Répétant  le  raisonnement  fait  dans  la  Statique  (H,  g  S74), 
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nous  décomposerons  les  forces  T  et  T  chacune  en  deux  com- 
posantes parallèles,  appliquées  dans  les  plans  moyens  des 
deux  tourillons;  nous  décomposerons  de  même  le  poids  p, 
et  appelant  T„  T,,  p^  et  T^,  T,,  p^,  les  composantes  pour  cha- 
que  tourillon,  nous  auroDS  les  réactions  R,  et  B,  en  tes  com- 
posaot  ensemble.  Ici  toutes  les  forces  sont  parallèles,  et  nous 
aurons 

B.=  T,+T,'+p., 
R,  =  T,-».V+ft. 

Ij:s  frottements  des  tourillons  sont  les  composantes  tangen- 
tielles  des  forces  Rj  et  R,;  nous  pouvons  les  représenter  par 

les  produits  fji^,  f,R,,  /',  étant  égal  k—=À=,  ou  au  sinus  de 

l'angle  du  frottement  (11,  g  105). 

L'équilibre  dynamique  du  treuil  s'exprimera  donc  par  l'é- 
quation des  moments  autour  de  l'axe  0,  c'eat-â-dire  par 
t'équalion  de  l'accélérution  angulaire, 

p  désignant  le  rayon  commun  aux  deux  tourillons. 

Remplaçant  R,  et  R,  par  leurs  valeurs,  on  parvient  à  l'équa- 
tion 

lJ=T9-I't-/-tf(T.  +  T,'+p.  +  T,  +  V+l>,;. 

Dans  cette  équation  T,  et  T,  peuvent  être  remplacés  par  Tm, 
Tm';  T',,  T'„  par  T'n,  TV;  m,  m',  b,  n',  représentant  des 
nombres  connus. 

On  a  ainsi  trois  équations  :  les  quantités  v,  v',  u  sont  liées 
entre  elles  par  les  relations 


Entre  ces  cinq  équations,  on  peut  éliminer  les  trois  vitesses 
V,  v',  u  ;  il  reslera  deux  équations  qui  donneront  les  tensions 
T  et  T'.  On  peut  aussi  éliminer  les  vitesses  e  et  v'  et  les  ten- 
sions, el  l'équatioD  finale  fera  connaître  l'accélération  angu- 
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laire.  I^  marche  à  suivre  ne  diflère  pas  de  celle  que  nous 

avons  indiquée  pour  te  cas  où  L'on  néglige  le  fhillenieDt  des 

tourillons. 


BOULEHEHT    d'oH   C0W8  BOUS   SDR   DH   PU!f   DICLDlS 

338.  Uq  corps  rond  homogène,  0,  cylindrique  ou  sphéri- 
que,  est  posé  sans  vitesse  sur  un  plan  incliné  AB;  on  demande 
quel  mouvement  il  prendra  sous  l'action  de  la  pesanteur. 

On  reconnaît  sur-le-champ  que  le  corps  descendra  le  long 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ;  mais  on  ne  sait  pas  d'avance 
si  son  mouvement  sera  mi  glissement 
simple,  ou  un  roulement  simple,  ou 
une  combinaison  de  ces  deux  genres  de 
mouvement. 
Le  corps  est  soumis  à  deux  forces  : 
'  *    son  poids  P,  appliqué  en  son  centre  de 

gravitéO,  et  la  réaction  du  plan,  qui  est 
appliquée  au  point  de  contact  C  du  corps  avec  la  surface  direc- 
trice. Cette  réaction  peut  se  décomposer  en  deux  forces,  l'une 
N,  normale  au  plan,  et  l'autre  F,  langentielle;  celle-ci  est  le 
frottement. 

Désignons  par -j- l'accélération  linéaire  du  centre  de  gra- 
vité, et  par  -Tf  l'accélération  angulaire  du  corps  autour  de 

l'axe  projeté  en  0.  L'accélération  linéaire  -^  est  dirigée  paml- 
lëlement  au  plan,  dans  le  sens  descendant  ;  quant  &  l'accélé- 
ration-tt,  on  voit  tout  de  suite  qu'elle  est  due  ji  la  SNile 

force  F,  et  qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  où  ta  force  F 
tend  i  faire  tourner  le  corps  autour  du  point  0,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  de  la  (lèche. 
Décomposons  aussi  la  force  P  en  deux  composantes,  l'une  R* 
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parallèle  au  plan,  l'autre  S,  normale.  Puis  écrivons  lès  équa- 
tions du  mouvement  du  centre  de  gravité,  en  projetant  le 
mouvement  surdeui  axes,  l'un  normal  au  plan,  l'autre  paral- 
lèle k  la  ligne  de  plus  grande  pente.  U  viendra 

N  — SxiO, 

g  itt 

L'équation  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité, 
considéré  comme  un  point  fixe,  ou  plutôt  autour  de  Taxe  pro- 
jeté en  0,  qui  est  un  axe  naturel  du  corps,  est 


en  appelant  E  le  rayon  de  giration  du  solide  autour  de  l'axe 
Oi  on  sait  (g253et255}queK*— ^''*   pour  un  cylindre,  et 

K'=^  =  r*pourune  sphère. 

La  première  équation  nous  donne  la  forceN.  La  seconde  et 

la  troisième  renferment  trois  inconnues,  savoir'^, -|^  et  F. 
dt   al 

Examinons   successivement    les  difTérents  cas  qui   peuvent 
se  présenter. 

î"  S'il  y  a  roulemrait  du  corps  au  point  C,  le  frottement 
F  n'atteint  pas  sa  limite  supérieure  /Tf,  f  désignant  le  coef- 
ficient du  frottement.  Car  cette  limite  suppose  que  le  glis- 
sement a  effectivement  lieu.  Hais  alors  ona  entre  -r~  et  -r  la 


car  la  vitesse  du  point  C  dans  le  mouvement  de  translation 
est  à  chaque  instant  égale  et  contraire  à  la  vitesse  linéaire  du 
même  point  dans  le  mouvement  de  rotation  autour  du  centre 
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de  gravité;  régatilé  existe  doncBVssi  entre  les  accélérations 

de  ces  deux  mouvcmenls. 

Dans  ce  cas,  le  mouvement  est  déGai  par  les  trois  équa- 
tions 

g  dt 


Hais  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait  F</Tf,  c'est- 
à-dire  </S. 

Éliminant  ;n  et  -37  entre  ces  trois  équations,  on  a  pour  dé- 


terminer F  l'ëquation 


on  bien 
et 


P=Bx  5; 


Il  Taut  donc  ot  il  sufGt  pour  qu'il  y  ait  roulement  que  l'on 
ait  l'illégalité 

ou  bien 

s  ^'-^        K» 

Hais  le  rapport  ô^  des  composantes  du  poids  P  est  éj.'al  au 

rapport  np  de  la  hauteur  du  plan  à  sa  base  ;  c'est  t'inr/i;»»- 

ton  à  l'horizon  du  plan  donné.  De  même  {  est  l'inclrnaison 
du  plan  qui  bit  avec  l'horizon  un  angle  égal  i  l'angle  du 
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frottement.  Un  point  unique,  posé  sur  le  plan,  commencerait  à 
glisser  dès  que  rinclinaison  /  serait  dépassée,  tandis  qu'un 
corps  rond  placé  dans  la  même  situalion  roule  sur  le  plan, 

pourvu  que  ^inclinaison  ne  dépasse  pas  fx—^,—  >  savoir 

3/* si  le  corps  est  cylindrique,  et  ôfs!  le  corps  est  sphériquc. 

2°  S'il  y  a  glissement  du  corps,  F  est  égal  à  sa  limite  /S, 
et  le  problème  ne  renferme  plus  que  dmx  inconnues  u  et  t. 
do        du 

que  le  roulement  n'a  plus  lieu.  Les  équations  du  mouvement 
sont  alors 


Ce  cas  suppose  nécessairement  que  le  plan  a  une  inclinaison 
supérieure  à  la  limite  que  nous  venons  de  déterminer  pour  le 
précédent.  En  elTet,  pour  que  le  frottement  F  ait  la  direction 
que  nous  avons  supposée,  il  faut  que  la  vitesse  absolue  du 
point  de  conlact  C  soit  dirigée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  de  la  force  B;  or  cette  vitesse  est  la  différence 
de  ta  vitesse  linéaire  du  centre  de  giavilë  et  de  la  vitesse 
linéaire  due  au  mouvement  autour  du  centre  de  gravité.  Cette 
différence  doit  rester  positive.  Il  en  est  de  même  de  la  diffé- 
rence des  accélérations  correspondantes,  et  par  conséquent  on 
doit  avoir  l'inégalité 


Remplaçant  t-  et  -n- par  leurs  valeurs,  il  vient,  en  suppri- 

p 

mant  le  facteur  ~, 

9 
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s*  Enfin,  pour  qu'il  y  ait  glissement  simple,  il  faut  qu'on 
ait  u^O,  ce  qui  suppose  S=0,  et  le  plan  vertical  ;  le  cor]» 
tombe  comme  un  corps  libre,  en  rasant  le  plan  sans  le  tott- 
cher.  L'accékTiition  angulaire  du  solide  est  alors  nulle,  et  sa 
vitesse  angulaire  est  constante. 

339.  Revenons  au  premier  cas.  Le  mouvement  du  solide 
est  entièrement  dè6ni  dés  qu'on  connaît  la  loi  du  mouvement 
du  centre  de  gravité.  Or  ce  point  est  animé  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  :  car,  entre  les  trois  équations  qui 
le  définissent,  éliminons  F  et  u;  on  en  déduit  pour  l'ac- 
célération ^  une  valeur  constante.  Pour  trouver  la  vitesse 

V  du  centre  de  gravité,  quand  le  corps  est  parvenu  dans  use 
position  (y,  on  peut  employer  le  théorème  des  forces  vives. 
Soit  0  la  position  initiale  ;  CK  la  po- 
sition finale  du  corps.  La  seule 
force  qui  produise  un  travail  est 
la  pesanteur  ;  car  le  frottement  F 
et  la  réaction  normale  N  sont  ap- 
"  pliqi'és  à  chaque  instant  au  pointe 
autour  duquel  le  corps  tourne  dans 
son  mouvement  absolu.  Le  déplacement  de  ce  point  est  donc 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  et 
le  travail  correspondant  est  rigoureusement  nul.  Par  le  point 
0  menons  l'horizontale  OD,  et  abaissons  du  point  (Y  une  per- 
pendiculaire O'D  sur  cette  droite  ;  soit  h  la  dislance  (/O.  Le 
travail  de  la  pesanteur  sera  Vh  ;  il  est  égal  à  la  moitié  de  ta 
force  vive  du  corps  parvenu  en  0',  puisque  la  force  vive  qui 
correspond  à  la  position  initiale  Oest  nulle.  Or  la  force  rive 

p 
cherchée  est  la  somme  de  la  force  vive,  -  x  »*,  de  la  masse 

9 
entière  concentrée  au  centre  de  gravité,  et  de  la  force  vive 
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-  K*  X  -.  due  au  mouvement  du  solide  autour  de  sou  axe  0'. 
On  aura  donc  pour  déterminer  v  l'équation 

qui  donné 


340.  Si  le  corps  était  lancé  de  bas  en  haut  le  long  du  plan 
incliné  avec  une  vitesse  initiale  v„  il  aurait,  une  fois  parvenu 
à  la  hauteur  h'  au-dessus  de  son  point  de  départ,  une  vitesse 
v'  donnée  par  l'équation 

Pour  savoir  jusqu'à  quelle  hauteur  il  s'élèverait,  il  faudrait 
faire  v'=:0,  et  résoudre  par  rapport  à  h'.  U  vient 

Lahauteurh'est  donc  supérieure  à  la  hauteur^  due  à  la 

vitesse  v,;  ce  résultat  n'est  pas  en  contradiclion  avec  les 
principes.  Car  nous  avons  supposé  que  le  corps  roulait  sur  le 
plan  incliné  ;  à  la  vitesse  v,  du  centre  de  gravité,  il  faut 

adjoindre  la  vitesse  angulaire  -^  du  solide  autour  de  son 

centre  de  gravité,  et  par  suite  la  force  vive  initiale  du  solide 
est  supérieure  à  la  force  vive  d'un  point  matériel  de  même 
masse,  animé  de  la  vitesse  v^. 

HOUVEHBirT  RBCnLIGIIK   d'uHE   BB.LK   SUR    LE   TAPIS   D*DIf    BUXAnO. 

341 .  SoitO  (dg.  184)  une  bille  posée  sur  le  tapis  AB  d'un  bil- 
lard. On  lui  applique  une  percussions,  dans  son  plan  vertical 
moifen,  à  une  dislance  OL  au-dessous  de  sou  centre.  Cette 
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percusMao  donne  k  son  centre  de  gravité  0  une  ntesse  «„  et 
en  même  tenips  elle  imprime  an  corps  une  vitesse  de  rota- 
tion u,  dans  le  sens  de  la  Ilëche,  au- 
tour  de  l'horizontale  menée  par  le 
point  0  perpendiculairement  au  plan 
de  la  flgure  ;  cette  horizontale  est  en 
eiTet,  dans  U  sphère  centrale  d'iner- 
^  ^^  tie  de  la  bille,  te  diamètre  conjugué 

du  plan  mené  par  le  centre  de  gra> 
vite  0  et  la  percussion  S,  et  dans  la  spbère  tout  diamètre 
est  un  axe  principal. 

.  Une  fois  lancée,  ta  bille  n'est  plus  soumise  qu^  deux 
forces  extérieures,  le  frottement  de  la  bille  contre  le  tapis  et 
la  pesanteur  ;  mais  la  pesanteur,  étant  verticale  et  passant 
par  le  centre  de  gravité  0,  ne  contribue  en  rien  à  altérer  la  vi- 
tesse du  centre  de  gravité,  ni  la  rotation  autour  du  diamètre 
projeté  en  0. 

Appelons  o  la  vitesse  du  point  0,  u  la  vitesse  angulaire 
autour  de  ce  point  au  bout  d'un  temps  t  quelconque.  Soit  R  le 
rayon  de  la  bille  OC.  Le  Irottement  entre  la  bille  et  le  lapis 
est  égal  au  produit  fP  du  poids  de  la  bille  par  le  coeffîcient  du 
frottement.  La  force  fV  qui  agit  sur  la  bille  est  dirigée  en  sens 
contraire  du  mouvement  du  point  de  contact  C.  Or  le  point  C  a 
pour  vitesse  absolue  la  somme,  t>  +  Ru,  de  la  vitesse  de  trans- 
lation commune  à  tous  les  points  de  la  bille,  et  de  la  vitesse 
due  &  la  rotation  autour  du  point  0.  Le  sens  du  frottement  F 
dépend  doncdn  signe  de  la  quantité  v+Ru.  Si  elle  est  positive, 
le  frottement  est  dirigé  vers  la  gauche,  et  c'est  ce  que  nous 
supposons  sur  la  figure.  Si  elle  est  négative,  il  est  dirigé 
vers  la  droite.  Le  premier  cas  a  lieu  à  l'origine  du  mouvement, 
car  v,  et  u«  sont  tous  deux  positifs  ;  à  partir  de  cet  instant,  la 
force  constante  F  agit  pour  diminuer  k  la  fois  la  vitesse  tr  et 
la  rotation  u;  l'accélération  qu'elle  imprime  au  centre  de 

gravité  0  est  négative  et  égale  à  —  -jEr  '  o">  puisque  F  =  /P, 

w 
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égale  i  —fij.  L'accélëratioD  angulaire  qu'elle  cnmmnnlque  k 

FR 
la  bille  autour  de  l'axe  0,  est  négative  et  égale  à  — qp  •> 

OU  i  — s^.  Donc,  au  bout  du  temps  (,  les  nlesses initiales 
V,  et  t»,  ont  les  valeurs  suivantes  : 

5  fyt 

Multiplions  la  seconde  équation  par  R,  et  posons  Ru=u; 
faisons  de  tnéRieB6),^u,:  la  quantité  variable  u  représentera 
la  vitesse  linéaire  du  point  C  due  h  la  rotation  de  la  bille, 
abstraction  faite  de  la  translalion  v 

Considérons  les  deux  équations 

qui  sont  établies  en  supposant  F  dirigé  vers  la  gaucTie,  c'est-à- 
dire  «  +  R» ,  ou  r  4-  K  positif. 
Pour  discuter  ces  équations,  tra- 
çons deux  axes  rectangulaires 
OT,OV,run  pour  les  lemps,raQ- 
tre  pour  les  vitesses.  Sur  l'axe 
OT,  prenons  OM=:u„  ON=u.  ; 

rig.iB!t.  sur  l'axe  OT  prenons  OL^^, 

OK  =  j^,  et  joignons  ML,  NK.  Les  ordonnées  de  ces  droites 

représenteront  les  valeurs  successives  de  v  et  de  u. 

1*  D'après  la  figure,  tt  s'annule  plus  tAt  que  e,  et  la  sommet 
u  +  r  s'annule  pour  une  cerlaine  valeur  du  temps,  t=03, 
comprise  entre  ï  =  OK  et  t  =  OL.  An  moment  où  »  +  u 
devient  nul  et  où  les  équations  du  mouvement  cessent 
d'être  applicables,  v  est  encore  positif  et  a  la  valeur  IIP, 
mais  H  est  devenu  négatif  et  est  repi-ésenté  par  l'ordonnée 
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égale  HQ;  la  rotation  de  la  bille  et  la  vilesse  de  translation 
de  son  centre  ont  alors  exactement  les  valeurs  qui  convien- 
nent pour  assurer  son  roulement  sans  glissement  sur  le  tapis 
du  billard;  le  frottement  de  glissement  F  devient  donc  nul,  et 
les  vitesses  v  et  u  se  conservent  à  partir  de  cet  instant,  puis- 
que aucune  force  n'intervient  plus  pour  les  modifier.  Les 
droites  NQ,  Iff,  se  prolongent  par  les  droites  PP",  QQ*  paral- 
lèles à  l'axe  des  temps,  et  &  égale  distance  de  chaque  cAlé  de 
cet  axe. 

2*  Un  autre  cas  peut  se  présenter,  c'est  celui  où  la  vitesse  s 
s'annulerait  plus  tôt  que  la  vitesse  «.  La  figure  186  est  rela- 
tive i  ce  cas  particulier.  Alors,  dès  l'époque  définie  par  la  va- 
leur t^Oh^-T^y  la  vitesse  V  change  de  signe  en  passant  par 

zéro,  et  le  centre  de  gravité  prend  uu  mouTement  rétro- 
grade; la  loi  du  mouvement  n'est  cependant  pas  altérée 
tant  que  le  temps  n'a  pas  atteint  la  valeur  l^OH,  qui 
annule  la  somme  o  +  u.  A  ce 
moment  encore,  le  roulement 
simple  de  la  bille  est  assuré  pur 
l'égalité  des  valeurs  absolues 
des  vitesses  u  et  v,  et  le  frot- 
tement F  cessant  de  se  pro- 
duire, les  vitesses  «  et  »  se  con- 
servent à  partir  de  ce  moment 
sans  altération ,  et  sont  représentées  sur  la  figure  par  les 
parallèles  PP*,  QQ*;  mais  la  vitesse  v  étant  devenue  négative, 
le  mouvement  de  la  bille  est  dirige 
en  sens  contraire  de  son  sens  pri- 
mitif. 

3'  Enfin,  il  existe  un  cas  singu- 
lier remarquable ,  celui  où  les  vi- 
'        '       tesses  u  et  V  s'annuleraient  au  mémo 
^f-  '"■  instant.  Dans  ce  cas,  le  glissement 

cesse  et  le  frottement  disparait  à  l'époque  f  =  OH.  La  bille 
n'est  plus  alors  sollicitée  par  aucune  force,  et  les  vitesses  u  et 
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«  consér?eot  iodèSninienf  les  valeurs  qu'elles  ont  à  cet 
instant;  or  elles  sont  nulles  :  donc  la  bille  reste  en  repos. 
Les  parallèles  PP',  QQ*  se  confondent»  dans  ce  cas,  avec  l'axe 
des  temps. 

Cher<ÀoDS  à  quelle  dislance,  01,  du  centre  {fig.  184)  il 
faut  frapper  la  bille  pour  qu'il  en  soit  ainù. 

Appelant  S  la  force  instantanée  qui  agit  sur  la  bille,  on  a 


"■'W 


n  faut,  pour  que  l'arrêt  de  la. bille  se  produise,  que  1' 
lité 


soit  satisfaite,  on  que  le  rapport  ~  soit  égal  â  =. 
Or 


u.     ni.     r     sxoi     1      SOI 

Donc  la  distance  CI  doit  être  égale  au  rayon  B,  et  il  faut 
frapper  la  bille  au  niveau  même  du  tapis.  Ces  résultais  ne 
sont  qu'approximatifs,  car  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de 
la  résistance  au  roulement,  qui  suffit  pour  produire  au 
bout  de  peu  de  lemps  l'aiTét  des  billes. 


HOCTEKEirr  COOBBE  D  Dite  BOLE  SDR  LE  TAPIS  D  DU  BOXIRO. 

542.  Supposons  que  la  bille  ait,  à  l'origine  du  mouvement, 
une  rotation  autour  d'une  droite  inclinée  passant  par  son 
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centre  de  gravilé  ;  on  pourra  décomposer  cette  rolattOD  sui- 
vant trois  axes  menés  par  ce  point,  savoir  :  un  ase  vertical 
et  deux  axes  horîzoDlaux  de  direction  constante.  Ces  aies 
peuvent  être  à  tout  instant  considérés  comme  les  axes  natu- 
rels dti  la  sphère. 

La  première  rotation,  autour  de  la  verticale,  se  conserreia 
sans  altération,  car  le  frottement  de  glissement,  seule  force 
qui  intervienne  pour  modifier  les  vitesses,  a  un  moment  nul 
par  rapport  à  l'axe  autour  duquel  elle  s'opère.  Nous  obli- 
geons ici  le  travail  négatif  dit  à  la  rosion  ou  froltoment 
de  la  bille  aux  environs  du  point  de  contact,  analogue  aa 
frottement  d'un  pivot  vertical  sur  le  grain  de  sa  crapandine. 
L'expérience  prouve  que  cette  résistance  est  très  faible,  pais- 
que  la  rotution  d'une  bille  autour  d'un  axe  vertical  peut  se 
prolonger  très  longtemps. 
Les  deux  autres  rotations,  combinées  avec  la  translation 
de  la  bille ,  développent  au  point 
de  contact  des  frottements  de  glis- 
sement qui  tendent  à  réduire  à  la 
fois  la  vitesse  linéaire  du  centre  «le 
gravité,  et  les  vitesses  angulaires 
autour  des  axes  horizontaux  menés 
piar  ce  point. 

Soit  P  le  poids  de  la  bille*,  f  le 
coefticient  du  frottement  de  l'ivoire 
contre  le  tapis;  PT  sera  le  frottement  total,  datu  Cbypothète 
oU  le  glissement  a  effectivement  lieu. 
Soient 

OX,  OY,  OZ,  trois  axes  fixes  rectangulaires,  dont  l'un  (E 
estvcilical; 

GX',  G¥',  GZ',  des  axes  parallèles  menés  par  le  centre  de 
(jravilcGdelabille; 

M,  le  point  de  conlact  entre  la  bille  et  le  lapis  ;  HG=r.lc 
rayon  de  la  bille. 

■  nous  empruntons  celte  aolution  &   H.  Resal,  t«tm  dt  VÉeait  poh/lteh- 
tdqat,  Wi. 
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Le  fhiltement  Pf  est  appliqué  en  ce  point  M  ;  décompo- 
sons-le en  deux  forces  parallèles  à  01  et  à  OY,  et  soient  X  et 
¥  ses  deux  composantes. 

Appelons  u  et  v  les  vitesses  linéaires  du  centre  de  gravité 
parallèlement  &  OX  et  à  OT  ;  yi  et  f  les  vitesses  angulaires  de  la 
bille  autour  des  axes  6X'  et  Gf '. 
Soit  enfin  m  la  masse  de  la  bille  ;  son  moment  d'inertie  I, 

par  rapport  à  un  axe  mené  par  le  centre,  est  égal  à  =mr*. 
Les  équations  da  mouvement  du  centre  de  gravité  seront 

et  les  équations  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité 
i      dt  =^"' 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  r, 

1    '»■*-¥ 

Entre  les  équations  (1)  et  (2)  nous  pouvons  éliminer  Xet  Y, 
ce  qui  donnera 

et  par  suite,  en  divisant  par  m  et  en  intégrant, 

(« 

a  et  6  désignant  deux  constantes. 
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ObserroQS  que  si  sur  la  verticaLe  GZ'  nous  prenons  une  Ion* 

gueur  GN= = r,  le  point  N,  qui  partidpe  à  la  foisaux  Iranslations 

2r 
Il  et  V  et  aux  rotations  p  et  f ,  aura  une  vitesse  égale  kv—-rf 


ment  à  l'axe  OX.  Ces  vitesses  étant  constantes,  ta  vitesse  totale 
du  point  N  est  aussi  constante  en  grandeur  et  en  direclioD.Ce 
point  N  satisfait  à  la  relation 

ou  bien  à  celle-ci 

c'est  donc  le  centre  de  percussion  de  la  bille  par  rapport  à  uq 
axe  horizontal  quelconque  mené  par  le  point  H.  En  d'autres 
termes,  MN  est  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  aa 
pendule  composé  qu'on  obtiendrait  en  suspendant  la  bille 
par  le  point  M.  Le  mouvement  de  la  bille  amène  à  chaque 
instant  de  nouveaux  points  matériels  à  occuper  la  position 
géométrique  N;  chaque  point  matériel,  à  l'instant  où  il  ; 
passe,  possède  la  vitesse  constante  qui  résulte  île  la  composi- 
tion des  vitesses  a  et  b. 

Cherchons  la  direction  dans  laquelle  agit  la  force  Vf,  dont 
nous  connaissons  seulement  la  grancïeur. 

Cette  force  est  développée  au  contact  de  la  bille  et  du  tapis, 
dans  une  direction  opposée  au  glissement,  c'est-à-dire  dans 
la  direction  opposée  à  celle  de  la  vitesse  du  point  M. 

Or  le  point  M  a  dans  la  direction  HX  une  vitesse  égale  à 
u  —  qr,  et  dans  la  direction  MY  une  vitesse  u  -i-  pr.  On  eipri- 
mera  que  le  frottement,  abstraction  faite  de  son  sens,  a  h 
même  direction  que  le  glissement,  en  posant  la  proportion 

»>  X      •  —  «r 
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Mais  on  lire  des  équations  (i)  et  (2)  la  suite  de  rapports 
égaux 

I du dg       —rdq du  —  rdq  _  d{u  —  qr)  '■ 

î~Sr  ^^    rdp    ~  ds  +  Ttlp~  dit-i^-pr)' 

Comparant  k  l'équation  (5),  on  en  déduit 

d[u-qr)        «~qr 
^'  <t{«  +  pr)       ,  +  pr' 


,tt-£^ 


constant.  Donc  il 


ce  qni  montre  que  le  rapport    ^  reste 

en  est  de  même  du  rapport  n,  et  la  force  Pfreste  parallèle  à 

une  même  direction. 

Le  centre  de  gravité  de  la  bille,  solliûlé  par  cette  force  Vf, 
constante  en  direction  et  en  grandeur,  décrit  un  arc  de  pa- 
rabole, tant  que  le  glissement  persiste  dans  la  direction  où 
on  l'a  supposé.  Cette  direction  est  définie  par  les  valeurs 
simultanées  des  quantités  u,  —  q^r  et  v,  +  p/  au  commence- 
ment du  mouvement.  Ces  valeurs  étant  connues,  on  pourra 
déterminer  X  et  Y,  puis,  au  moyen  des  quatre  équations 
(1)  et  (2),  les  valeurs  successives  de  u,  v,  p  et  q.  Pour  sim- 
plifier, nous  pouvons  prendre  l'aie  OY  parallèle  à  la  direc- 
tion constante  de  la  force  Vf,  et  dirigé  en  sens  contraire. 
On  en  déduit  X  =  0  et  par  suite  u — gr^O.  Le  glissement  est 
alors  dirigé  parallèlement  &  t'axe  des  if.  Les  quantités  t>  et  p 
varient  à  chaque  instant,  et  diminuent  toutes  deux,  propor- 
tionnellement au  temps  ;  car  T  agissant  en  sens  contraire  des 
y  positifs,  a  ta  valeur  négative  — P/";  donc  la  somme  r  -+-pr 
diminue,  et  il  arrive  un  instant  où  elle  devient  nulle.  A  cet 
instant  le  glissement  cesse,  et  le  centre  de  gravité  de  la  bille, 
qui  possède  encore  une  vitesse  égale  à  la  résultante  de  u  et 
de  ff,  continue  &  se  mouvoir  suivant  une  ligne  droite,  tan- 
gente à  la  trajectoire  qu'il  vient  de  parcourir. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  signaler  celui  où  au  mémo 
instanton aurait  u=0,  B=Oetp^O.  L'équation  u—jr=0 
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montre  que.f  est  aussi  égal  à  zéro  ;  la  bille  serait  donc  en  re- 
pos, et  elle  y  resterait,  aucune  force  n'intervenant  plus  pour 
la  remettre  en  mouvement. 


KOOTEHEKT   MI   CEttCUa. 

545.  Tant  que  le  plan  d'un  cerceau  roulant  sur  le  sol  reste 
vertical,  lecentre  du  cerceau  décrit  une  ligne  droite,  et  Vaxeiti 
cerceau  conserve  une  orientation  constante.  Par  aie  du  cerceau 
nous  entendons  ici  une  droite  élevée  en  son  centre  perpendicu- 
lairement à  son  plan.  Sitdl  que  le  plan  du  cerceau  s'incline,oa 
voit  au  contraire  son  centre  décrire  un  cercle  horizontal  d'un 
mouvement  sensiblement  uniforme;  l'axe  du  cerceau  s'incline 
et  décrit  autour  de  la  t  >rlicale  menée  par  le  centre  de  ce 
cercle  un  cdne  de  révolution. 


Le  mouvement  du  cerceau  résulte  de  la  composition  de 
cette  rotation  nouvelle  avec  la  rotation  propre  de  l'appareil 
autour  de  son  axe  ;  et  si  l'on  rapporte  ce  mouvement  à  des 
axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre  de  gravité, 
on  voit  se  produire,  outre  la  rotation  propre  autour  de  l'aie 
de  figure,  un  mouvement  de  précession  un^orme. 

Nous  allons  chercher  les  forces  qui  produisent  ce  phéno- 
mène. 

Soit  AB  le  cerceau,  0  son  centre,  OZ  son  axe.  Le  cerceau 
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pose  en  A  sur  le  sol  MH',  qui  exerce  sur  lui  une  réactioti  S; 
11  est  d'ailleurs  soumis  à  l'aclioa  de  la  pesanteur,  et  son  poids 
P  peut  être  regardé  comme  appliqué  en  son  centre  de  gra- 
vite 0.  Outre  la  rotation  propre  u,  qui  a  lieu  autour  de  l'axe 
OZ,  on  constate  une  rotation  Q,  qui  s'opère  autour  de  la  verti- 
cale CE,  et  en  vertu  de  laquelle  le  centre  de  gravité  0  décrit 
dam  le  plan  horizontal,  autour  du  point  C,  un  cercle  qui  a  CO 
.pour  rayon.  La  vitesse  linéaire  du  centre  de  gravité  0  est  donc 
égale  à  COxO  ;  nous  pouvons  regarder  la  rotation  Cl  autour 
de  CE  comme  remplacée  par  une  rotation  égale,  autour  de 
la  verticale  OP,  et  par  une  translation  égale  k  COxO-  Cette 
translalion  constituera  le  mouvement  propre  du  centre  de 
gravité  \  les  deux  rotations  i»  et  0,  autour  des  axes  concou- 
rants OZ,  00*,  auront  pour  résultante  la  rotation  du  solide 
autour  de  son  centre  de  gravité  supposé  fixe.  Prenons,  dans 
le  sens  convenable,  les  longueurs  OT=u  sur  l'axe  OZ,  et 
00*  =  0  sur  l'axe  vertical  ;  achevons  le  parallélogramme 
OTIO'  ;  la  diagonale  01  sera  l'axe  de  la  rotation  instantanée. 
Le  cerceau  est  donc  animé  autour  de  la  droite  01  d'une  vi- 
tesse angulaire  qui  est  représentée  par  la  longueur  01,  et  que 
nous  appellerons  9. 

L'axe  OZ  est  pour  le  cerceau  an  axe  principal  d'inertie  ;  on 
aura  deux  autres  axes  principaux  en  menant  par  le  centre  0 
deux  droites  rectangulaires  dans  le  plan  moyen  AB;  nous 
choisirons  la  droite  OB  menée  dans  le  plan  vertical  OCE,  el  la 
droite  projetée  en  0,  qui  est  perpendiculaire  h  la  fois  k  OB  et 
àOZ.  D'après  ce  choix  d'axes,  la  rotation  instantanée  aura 
pour  composantes,  suivant  OZ  la  rotation  OH,  suivant  OB  la 
rotation  OK,  et  enfin  une  rotation  nulle  suivant  l'axe  projeté 
en  0.  Soit  A  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  k 
l'an  quelconque  des  axes  menés  par  son  centre  dans  son  plan 
moyen,  et  C  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  OZ. 

Les  composantes  de  l'axe  du  couple  r^ultant  des  quanlités 
de  mouvement  seront 

0K'=  OK  X  A  miTant  l'un  OB, 
OH'  =  OH  X  C  suirant  Vue  OZ, 
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On  fnniTera  l'axé  OG  du  couple  résultant  en  composant  les 
deux  ilroites  rectangulaires  Ofl',  OK'.  Abaissons  du  point  G 
-une  perpendiculaire  GL  sur  l'axe  instantané;  la  vitesse  U- 
nëaire  du  point  G,  supposé  entraîné  dans  le  mouvement  de 
rotation,  est  égale  au  produit  GL  x  6.  Elle  est  dirigée  peipoi- 
dicuiairement  au  plan  fiOZ,  et  en  avant  de  ce  plan,  confor- 
mément aux  conventions  sur  le  sens  des  axes.  Donc  elle  est 
-parallMe  à  la  ligne  de*  noeuds  projetée  en  0  sur  ce  même  plan. 
Le  mouvement  de  rotation  du  cerceau  autour  de  son  centre 
de  gravité  est  dû  aux  moments  des  forces  extérieures  par  rap- 
port aux  aies  principaux  menés  par  ce  point,  c'est-à-dire  an 
moment  de  la  force  S.  Du  point  0  abaissons  sur  cette  force 
une  perpendiculaire  OD.  L'axe  du  couple  formé  par  la  force 
S  e(  une  force  parallèle,  é^le  et  contraire  appliquée  en  0,  doit 
élre  dirigé  suivant  la  ligne  des  nœuds  0;  donc  le  plan  OAD 
ctuncide  avec  le  plan  BOZ,  et  le  couple  extérieur  aura  U 
^-aleur  qui  assure  la  précession  uniforme  (g  299)  s'il  est  ëcal 
.k  la  vitesse  linéaire  du  point  G,  ou  si  l'on  a 

SxOD  =  GLxe. 

Ces  conditions,  une  fois  remplies,  donnent  au  cercean 
un  mouvement  de  précession  uniforme  autour  de  son  centre 
de  gravité  ;  mais  il  faut  encore  vérifier  qu'elles  s'accordent 
avec  le  mouvement  circulaii'c  uniforme  attribué  au  centre  de 
gravité  autour  de  la  verticale  EC. 

Or  ce  mouvement  est  dd  aux  forces  extérieures  tran^r- 
tées  en  ce  point  parallèlement  à  elles-mënies.  Nous  pouvons 
décomposer  la  force  S  en  deux  forces,  l'une  N,  verticale, 
l'autre  F,  horizontale,  qui  sera  due  au  frottement  du  sol.  Le 
mouvement  du  point  0  étant  un  mouvement  uniforme  sur  le 
cercle  horizontal  décrit  du  point  C  comme  centre,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  extérieures  se  réduit  à  une  force 

p 
dirigée  suivant  OC  et  égale  à  -Q*x0C.  U  suffit  pour  cela 

qu'on  aitN  =  P,  etF=-û*xOC;  car  alors  la  force  H 
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transportée  sa  point  0  détruira  la  force  P,  et  la  force  F,  trans* 
portée  en  F',  aura  la  direction  et  l'inteDsitë  convenables  pour 
donner  au  centre  du  cerceau  le  mouvement  qu'il  doit  avoir. 

La  composante  verticale  N  de  la  réaction  S  est  donc  une 
force  connue  d'avance  ;  elle  est  égale  h  P. 

La  force  F  varie  avec  la  vitesse  angulaire  Q  et  la  distance 
OC  ;  elle  ne  peut  dépasser  la  limite  Vf  de  la  résistance  que 
le  sol  est  capable  d'opposer  au  gli^eraent  latéral  du  cerceau. 
Les  deux  rotations  simultanées  Û  et  u  ne  sont  pas  d'ail- 
leurs indépendantes  l'une  de  l'autre;  leur  rapport,  qui  varie 
avec  l'inclinaison  du  cerceau,  doit  être  lel  qu'il  y  ait  roule- 
ment, et  non  glissement,  au  point  A,  c'est-à-dire  que  la  vi- 
tesse linéaire  du  point  de  contact  A  soit  constamment  nulle. 
Or  ce  point  a  la  vitesse  linéaire  COxû  du  centre  de  gra- 
vité, vitesse  commune  à  tout  le  système  mobile,  et  en  même 
temps  il  a,  en  sens  contraire,  la  vitesse  ARx  6,  due  à  la  ro- 
tation instantanée  autour  de  l'axe  01 

On  a  donc  la  relation 

COxa  =  iRxe. 

On  peut  observer  que  le  produit  ARxd^ARxOl  est 
égal  à  la  différence 

OTxOA  — OffxAT, 

ou  bien  à 

«XOi— axAT. 
L'équation  précédente  équivaut  donc  à  celle-ci 

C0XQ  =  0AX««  — AVXO, 

ou  bien 

(COH-AV)XO  =  BAXO  =  OAX», 

de  sorte  que  les  vitesses  angulaires  u  et  û  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  longueurs  OA,  EA. 

Nous  obtenons  en  définitive  trois  relations  distinctes  entre 
les  trois  inconnues  immédiates  de  la  question.  Ces  inconnues 
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sont  /a  rotation  Q,  la  distance  CO,  et  la  force  F.  On  donne  la 
rolalion  propre  u  du  cerceau  autour  de  son  axe  OZ  et  l'ineli- 
naison  prise  par  son  plan.  On  conçoit  alors,  sans  faire  les  cal- 
culs qui  seraient  très  complexes,  que  les  trois  équations 

8xOD  =  GLxe, 

P=?Q»XOC, 
OCXQ>=ARxe, 

achëvent  de  déterminer  les  valeurs  des  trois  inconnues. 

Les  vitesses  u,  Q,  se  conserreraient  sans  altération  si  fout 
se  passait  comme  nous  l'avons  supposé  ;  car  les  forces  S  et  P 
ne  développent  aucun  travail  qui  puisse  modifier  la  force  vive 
du  système  mobile.  11  n'eRest  pas  ainsi  en  réalité;  la  résis- 
tance du  sol  au  roulement  tend  à  diminuer  les  vitesses; 
l'inclinaison  varie  en  conséquence,  et  un  travail  de  la  pe- 
santeur résulte  des  variations  de  hauteur  du  point  0.  Le 
cerceau  s'incline  de  plus  en  plus,  en  resserrant  la  trajectoire 
de  son  centre  de  gravité  ;  il  tombe  enfin  dés  que  le  sol  ne 
peut  plus  développer  la  réaction  horizontale  F  nécessaire  à 
aon  roulement. 

344.  Pour  traduire  algébriquement  ces  résultats,  soient 
OA^a  te  rayon  du  cerceau,  aï'angle  BAEde  son  plan  avec 
le  plan  horizonlal,  CO^R  le  rayon  du  cercle  que  décrit  son 
centre  de  gravité.  Nous  avons  d'abord  OT^u,  'O0'=:0  ;  et  le 
triangle  OIT,  dans  lequel  l'nngle  OTl=a  et  le  cété  01=6, 
nous  donne 

e»  =  «' -j- o»  —  2»û  CM». 
Ou  a  d'ailleurs 

OK  =  p  =  IT  ain  B  =  O  du  a, 

0H  =  r  =  Or  — ITcosb=^»i  — Dec»  . 


OH'=(>=C«— Cdcoaa. 

La  vitesse  linéaire  du  point  fi  s'obtiendra  eo  ajoutant  algé- 
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fariquement  les  vilesses  dues  à  chacune  des  compobanlesp  et 
r  de  la  rotation  instantanée  ;  ce  sera  donc 

OB' X  OK  —  OK' X  OH  =  Cfj.  —  Apr  =  (C  —  A)j»- 

=  (C  — A)asin>(ti  — Qcoia). 

Soit  p  Tanf^e  SAE,  formé  par  la  réaction  du  sol  avec  l'hori- 
zon. 

Nous  aurons  OD  =  asiii(p  —  a),  et  la  première  équation 
deviendra 

SaEJii(^  — a)  =Nacosii  — FaM])ii  =  (C  — AlOsinn^—acota); 

la  seconde  équation  sera 


Eû=iARxe  =  0nxA0  =  («  — ûMSalXB, 

avec  les  conditions  N=P,  cl  F=ou<P/". 

345.  Le  véloàpède  à  deux  roues  montre  une  applicatiou 
de  la  tliéorie  du  cerceau,  telle  que  nous  venoas  de  l'ex- 
poser. 

L'appareil  va  droit  tant  que  le  plan  des  deux  roues  reste 
vertical.  Si  ce  plan  s'incline  d'un  cAté,  l'iippareil  tend  aussi- 
tôt à  innéi:hir  sa  route  de  ce  cAté  ;  mais  les  deux  roues  qui 
composent  la  machine  sont  liées  l'une  à  l'autre,  et  le  cava- 
lier peut  régler  à  volonté  l'orientation  de  la  roue  antérieure, 
qui  lui  sert  de  gouvernail.  Lorsqu'il  voit  le  vélocipède  s'in- 
cliner d'un  cAlé,  s'il  veut  lui  conserver  le  mouvement  en 
ligne  droite,  il  fait  dévier  le  plan  de  la  roue  antérieure  du 
cAté  opposé  i  celui  où  l'inclinaison  prise  par  le  vélocipède 
tend  à  l'entraîner.  L'effet  résultant  de  ces  deux  tendances 
contraires  sera  la  conservation  du  mouvement  rectiligne, 
pourvu  que  le  cavalier  n'ait  pas  exagéré  ses  mouvements, 
car  l'appareil  est  très  sensible.  Au  point  de  vue  pratique,  le 
vélocipède  est  loin  d'être  une  machine  parfaite  :  il  n'a  pas 
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de  stabilité  aa  repos,  et  il  eiige  de  la  part  du  cavalier  des 
efTorts  très  fatigants.  11  est  presque  impossible  uotamment 
de  faire  gravir  au  vélocipède  une  rampe  ud  peu  longue. 

NOUnNENT  OSCILLATOIRE  d'uRE  TICS  ftLASnQDE. 

546.  Soit  AB  une  tige  élastique  homogène,  de  longueur  l, 
de  section  û  ;  cette  tige,  attachée  invariablement  au  point  A, 
est  verticale,  et  son  extrémité  B  est  libre.  On  suspend  un 
poids  P  h  reitrémité  B,  et  l'on  admet  que  le  poids  de  la  tige 
est  très  petit  par  rapport  i  ce  poids  additiomiel.  La  tige  s'al- 
longe sous  l'action  du  poids  P,  qui  prend  un  mouvement, 
ir.      et   arrive   avec  une  certaine   vitesse  à  la  position 
d'équilibre,  c'est-à-dire  à  la  position  pour  laquelle 
il  fait  équilibre  i  la  tension  développée  dans  la  tige, 
par  suite  de  l'allongement  qu'elle  a  pris;  il  dépasse 
pU    par  conséquent  cette  position,  mais  il  y  revient  en- 
I — '    suite  par  une  série  d'oscillations  qui,  théoriquement, 
^'*   '  devraient  indéfiniment  se  prolonger.  C'est  ce  mon- 
vement  oscillatoire  dont  nous  nous  proposons  de  chercher 
la  loi. 

Déterminons  d'abord  l'allongement  de  la  tige  qui  correspond 
à  l'équilibre. 

L'expérience  montre  que  la  tension  T  d'une  fige  en  équi- 
libre, dont  la  longueur  naturelle  est  L,  la  section  Q,  l'allon- 
gement X,  est  donnée  par  la  formule 


E  étant  un  eoeificient  qui  varie  avec  la  nature  de  la  tige,  et 
qu'on  nomme  eoeffiàent  d'élattiâté  (II,  g  350). 

La  position  cherchée  est  celle  qui  correspond  à  une  tension 
égale  au  poids  P  ;  l'allongement  correspondant  l  est  donc 
donné  par  l'équation 
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d'où  l'on  déduit 

EQ 

Sur  le  prolongement  de  la  droite  AB=L,  prenons  B0=(. 
Le  point  0  sera  la  position  de  rextrémité  B'  qui 
correspond  à  l'équilibre;  si  l'on  plaçait  sans 
vitesse  le  poids  P  à  l'extrémité  0  de  la  lige  préa- 
lablement étendue  de  la  quantité  BO,  il  main- 
tiendrait cet  allongement  sans  prendre  aucun 
mouvement  vibratoire. 

Examinons  ce  qui  se  passe  quand  l'extrémité 
libre  de  la  tige  est  en  un  point  H  quelconque,  à 
une  distance  BH=:â;  de  sa  position  primitive,  et 
à  une  distance  OUt^jf^l—x  de  ta  position 
d'équilibre. 

Dans  cette  position,  le  poids  mobile  est  sollidlë  vers  le  haut 

par  la  tension  T:=-j—,  et  vers  le  bas  par  le  poidsP;  la  ré- 
sultante de  ces  deux  forces  est  donc  égale  àP— T^  ou  à 

EQl      EQx  „    , 

-î î— ,  ou  enfin  à 

L  L 

Telle  est  la  valeur  de  la  force  qui  tend  &  entraîner  le 
poids  mobile  vers  le  point  0  ;  il  est  facile  de  voir  que  la  ré- 
sultante des  deux  forces  P  et  T  est  dirigée  vers  le  bas  quand 
le  point  mobile  H  est  au-dessus  de  0,  et  qu'elle  est  au 
contraire  dirigée  vers  le  haut  quand  le  point  H  a  dépassé 
le  point  0.  Donc  la  force  qui  produit  le  mouvement  cherché 
est  constamment  dirigée  vers  le  point  0,  et  elle  est  propor-' 
tionnelle  à  la  distance  2'  du  mobile  à  ce  point.  Nous  avons 
déjà  étudié  (g  2i)  le  mouvement  produit  par  une  semblable 
Torce  :  ce  mouvement  est  la  projection  sur  la  direction  OB  du 
mouvement  uniforme  d'un  point  M'  qui  parcourrait  la  cir- 
conférence décrite  du  point  0  comme  centre  avec  OB  pour 
rajon.  On  trouve  ainsi  pour  limite  BB'  de  l'aUongement  de  la 
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lige,  le  double  de  rallongement  qui  correspond  à  l'équilibre, 
et  qu'on  appelle  pour  cette  raison  allonganent  statique.  La 
durée  de  l'oscillatioa  simple,  qui  fait  parcourir  au  poids  mo- 
bile la  distance  OB',  est  égale  au  temps  que  met  le  point  H'  à 
parcourir  la  demi -circonférence  BM'fi'.  La  vitesse  dn  point  M' 
sur  sa  trajectoire  est  égale  à  la  vitesse  V  du  point  H  quaod  il 
passe  au  point  0.  Or  il  est  facile  de  calculer  cette  vitesse  en 
appliquant  le  théorème  des  forces  vives.  Car  la  demi-force 

i  P 

vive,  s  -  V*,  du  poids  P  à  son  passage  en  0,  est  égale  au  Ira- 

^  9 
vail  des  forces  P  et  T  dans  le  parcours  de  l'espace  BO  ;  le  tra- 
vail de  la  force  P  est  positif  et  égal  à  Pi  ;  la  force  T  est  égale  à 

-?— ;  son  traTail  élémentaire,  pris  positivement,  est  égal  à 

EQxdx  Eus* 

— 1 — ;  son  travail  total  est  égal  ^  -p  tt  P^ur  un  parcours 

égal  à  *,  et  -p  s  pour  le  parcours  x  :=  CO  --=  /  (11,  g  352). 
Donc  le  travail  des  forces  P  et  T  est 


ef  on  a  par  conséquent 


■/?■ 


Cette  expression  peut  se  simplifier.  En  effet,  P  =  ^. 

Kemplaçons  -j-  par  P  dans  le  second  terme  du  numérateur 

sous  le  radical  ;  P  disparaîtra  comme  facteur  commun,  et  l'on 
aura 

T  =  vîîi: 
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Le  point  M'  a  donc  une  vitesse  égale  à  ^jfT,  et  la  durée  1  du 
parcours  de  la  demi-ci  rconférence  BM'B'  est  ^le  à 

C'est  la  durée  de  l'oscillation  simple  du  pendule  circulaire 
de  longueur  l  quand  l'angle  d'écart  est  suflîsamment  petit. 
Il  est  facile  de  reconnaître  l'analogie  des  deux  théories. 
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CHAPITRE  VI 

•  THtORIE  OU  CHOC  DIS  CORM  SOLIDES  NATURELS. 


347.  Le  phénomène  du  choc  se  produit  lorsque  deux  corps 
sont  amenés  par  les  lois  de  leurs  mouvements  particuliers  i 
occuper  en  même  temps  une  même  portion  de  l'espace.  Ce  ré' 
sultat  étant  impossible,  les  lois  du  mouvement  doivent  être 
modifiées,  et  elles  le  sont  en  e^et  par  l'action  des  forces 
répulsives  qui  se  développent  au  contact  des  deux  corps, 
et  qui  changent  à  la  fois  l'intensité  et  la  direction  des 
vitesses  relatives.  La  durée  du  choc  est  assez  courte  pour 
qu'on  puisse  regarder  ces  forces  (ïomme  inttioaanées;  ce  sont 
des  forces  d'une  très  grande  intensité,  agissant  pendant  un 
temps  très  restreint,  et  capables  par  couèéqufflit  de  modifier 
les  vitesses  des  points  en  mouvement  sans  altérer  sensible- 
ment, pendant  la  durée  de  leur  aclion,  les  positions  de  us 
points  (g  190).  Les  mêmes  considérations  font  reconnaître 
que,  pendant  la  durée  du  choc,  l'efiet  des  forces  extérieures 
continues  est  négligeable. 

348.  Nous  prendrons  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple, 
celui  du  choc  direct  de  deux  corps  sphériques,  A  et  B,  de  masses 

m  et  m',  parcourant  la  même 


-e- 


"    données  v  et  v*.  Supposons 

*''*■  "*■  qu'ils  se  meuvent  tous  deux 

dans  le  sens  CD  ;  il  faudra  pour  qu'il  y  ait  rencontre  des  àrni 

corps,  que  la  vitesse  du  corps  A  soit  plus  grande  que  celle 
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du  corps  B  :  nous  aurons  donci'>ti'.  Il  arrivera  alors  un  mo- 
ment où  les  deux  corps  seront  en  contact  ;  ce  sera  le  commen- 
cement du  choc.  Dés  ce  moment  les  forces  répulsives  sont 
mises  en  jeu  ;  en  même  temps,  les  deux  corps  se  déforment. 
Le  corps  A,  qui  a  la  plus  grande  vitesse,  est  graduellement 
retardé  par  la  résistance  que  lui  oppose  le  corps  B;  celui-ei 
au  contraire  est  poussé  par  le  corps  A,  et  sa  vitesse  aug 
mente.  Ce  double  effet  se  produit  tant  que  la  vitesse  du 
corps  A  est  supérieure  à  celle  du  corps  B.  Il  arrive  bientôt 
un  instant  où  les  deux  corps  A  etB  ont  même  vitesse;  cet 
instant  termine  ce  qu'on  appelle  la  première  période  du  choc. 
11  est  aisé  de  calculer  rette  vitesse  u,  commune  aux  deux  corps 
à  la  Ga  de  la  pntmiëre  période.  En  elTet,  les  forces  répulsives 
qui  agissent  à  la  fois  sur  le  corps  A  et  sur  le  corps  B,  pour 
accélérer  le  mouvementde  l'un  et  pour  relarder  le  mouvement 
de  l'autre,  sont  pour  l'ensemble  des  deux  corps  des  forces 
muluelles  intérieures,  qui  ne  peuvent  modiiier  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  du  système  formé  par  ces  deux 
corps.  La  vitesse  u,  commune  aux  deux  corps,  est  donc  égale 
à  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravilé,  puisque  le  choc  ne  con- 
tribue en  rien  à  l'altérer.  Or  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  l'équation 


c'est,  en  d'autres  termes,  la  vitesse  moyenne,  eu  égard  aux 
masses,  entre  les  vitesses  des  deux  corps  considérés. 

Le  corps  A  a  donc  perdu  une  vitesse  égale  à  v — u,  et  une 
quantité  de  mouvement  égale  à  m(»— «);le  corps  B  a  gagné 
une  vitesse  égale  à  u — v',  et  une  quantilédemouvementégalc 
à  m'(u  — »').  L'équation  précédente  fait  voir  que  l'on  a 

ou  que  la  quantité  de  mouvement  gagnée  par  l'un  des  corps 
est  égale  à  celle  que  l'autre  perd.  Tout  se  passe  comme  si  le 
corps  A  cédait  au  corps  B  une  partie  de  la  quantité  de  mouve- 
ment qu'il  possède. 
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Il  en  résiiHe  qu'à  cet  instant  du  choc  où  les  TÎtesses  sont 
égales,  le  sjsti'  me  des  deux  corps  o  perdu  une  certaine  quan- 
tité de  force  vive.  La  force  vive  d'un  système  {g  186}  est  en 
effet  la  somme  de  deui  parties  :  l'une  est  la  force  vive  de  la 
masse  entière  concentrée  au  centre  de  gravité;  l'autre,  la  force 
vive  dans  le  mouvement  relatif,  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  le  centre  de  gravité.  La  première 
partie  est  (m  -f-m'}  u»  à  toute  époque,  puisque  la  vitesse  u  est 
invariable;  la  seconde  partie  est  égale  à  m  (v  — u)»+)n'  (»  —  »',' 
au  momeni  où  le  choc  commence  ;  car  tr  —  a,  »  —  1/  sont  les 
vitesses  relatives  des  corps  A  et  B  par  rapport  au  centre  de 
gravité  de  leur  système.  A  la  fin  de  la  première  période  du 
choc,  les  vitesses  relatives  de  A  et  fl  par  rapport  au  centre  de 
gravité  sont  nulles  ;  la  force  vive  est  donc  alors  réduite  à  la 
première  partie  seule,  et  la  seconde  partie. 


rcpicscnte  la  perte  de  force  vive.  Or  une  perte  de  forces  vives 
suppose  un  travail  résistant  ;  ce  travail  tst  fourni  par  les  fur- 
ces  mutuelles  répulsives,  et  il  est  négatif,  puisque  les  forces 
tendent  à  écarter  les  deux  corps,  pendant  que  leur  mouvement 
relatif  les  rapproche.  La  mesure  du  travail  de  ces  forces  pen- 
dant la  période  considérée  est  égale  à  la  moitié  de  la  forec 
vive  perdue,  et  nous  pouvons  poser 

Tr-lKC- ")*  +  "^(«-"')'l- 

en  désignant  par  T^  le  travail  des  forces  mutuelles  intérieures, 
pris  positivement. 

349.  Passons  à  l'étude  de  la  seconde  phase  du  choc. 

Ici  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer,  suivant  l'élaslicité  plus 
ou  moins  grande  des  corps  A  et  fi.  Considérons  seulement 
les  deux  cas  extrêmes,  celui  où  les  corps  A  el  B  sont  des  corps 
mot»,  et  celui  où  tous  deux  sont  des  corps  complètement 
élattiqueg. 

Ob  appelle  corps  mous  les  corps  qui ,  une  fois  délormës,  con- 


Digtizea  .y  Google 


DB  DBCX  SFB6RE3.  67* 

servent  leur  déformation  sans  manifester  aucune  tendance  à 
revenir  à  leur  forme  primitive. 

On  appelle  au  coniraire  corps  parfmtemeat  étiutiques  ceux 
dont  les  déformations  ne  persistent  pas,  et  où  il  y  a  tendance 
des  molécules  à  revenir  à  leurs  positions  relatives  premières. 
Les  solides  naturels  sont  tous  élastiques  tant  que  les  efforts 
qu'on  leur  fait  subir  ne  dépassent  pas  une  certaine  limite,  la 
/imite  d'éUisticité;  mais  au  delà,  les  dëCormalions  produites 
ne  s'effacent  plus,  et  le  corps  rentre  à  cet  égard  dans  la  classe 
des  corps  mous.  C'est  ce  qui  arrive  presque  toujouis  dans  le 
choc.  Leà  forces  développées  par  la  collision  de  deux  corps 
sont  en  général  assez  grandes  pour  que  la  limite  d'élasticité 
soit  dépassée  sur  chacun  d'eux;  leurs  déformations  persistent 
alors,  sinon  en  totalité,  comme  s'il  s'agissait  de  corps  par- 
faitement mous,  du  moins  en  partie. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  corps  soient  mous.  L'élas- 
ticité n'interviendra  pas  à  la  fm  de  la  première  période  du 
choc  pour  restituer  aux  corps  leurs  formes  primitives.  Les 
deux  corps  sont  à  cet  instant  animés  d'un  mouvement  com- 
mun, et  bien  qu'ils  soient  en  contact  géométrique,  ils 
n'exercent  l'un  sur  l'autre  aucune  aciion.  Leur  mouve* 
ment  commun  se  continue  donc  sans  altération,  et  le  choc 
est  terminé  à  la  fin  de  sa  première  période.  Il  y  a  alors  en 
fin  de  compte  une  perte  de  force  vive,  dont  la  moitié  mesure 
le  travail  des  forces  mutuelles  qui  ont  produit  la  déformation 
des  deux  corps  et  la  variation  de  leurs  vitesses. 

Supposons  ensuite  que  les  corps  A  et  B  soient  tous  deux 
parfaitement  élastiques. 

Alors  les  deux  corps  déformés  vont  chacun  revenir  graduel- 
lement pendant  la  seconde  période  du  choc  à  leur  forme  pri- 
mitive ;  dans  ce  retour,  les  molécules  du  corps  A  vont  tendre 
encore  à  accélérer  le  mouvement  du  corps  B,  et  les  molécules 
du  corps  B  à  relarder  le  mouvement  du  corps  A.  Si  lï-tasti- 
cité  est  parfaite  de  part  et  d'autre,  le  corps  A  et  le  corps  B 
passeront  successivement,  mais  en  sens  inverse,  par  tous  les 
états  par  lesquek  ils  étaient  pnssés  pendant  la  première  p;'> 
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riode,  et  se  retrouveront  ramenés  h  leur  forme  première  as 
bout  d'un  icmps  égal  à  celui  qu'ils  avaient  rais  à  s'en  écarlor. 
Les  deux  périodes  sont  donc  pour  ainsi  dire  symétriques,  et 
l'intensité  des  effets  produits  ne  subit  pas  de  variation  de  l'une 
à  l'autre.  Le  corps  A  avait  perdu  la  vitesse  v—u  pendant  la 
première  pi-riode.  11  perdra  encore  pendant  la  seconde  une 
vitesse  égale  a  v  — u,  de  sorte  que  sa  vitesse  à  la  lin  de  la  se- 
conde période  sera 

r  —  Sir  — B)  =  iii  — »î 

le  corps  B  a  gagné  pen  iunl  la  première  période  une  vilesfc 
tt— v';  il  en  gagnera  encore  autant  pendant  la  seconrle,  ce 
qui  porte  f'a  vitesse  à  la  fin  du  choc  à 

V  -\-i[u  —  V)  =  la  ~  ef. 

En  d'aulres  termes,  la  vitesse  ti  est,  pour  chaque  corps,  la 
moyenne  urithméLiquc  des  vitesses  avant  et  après  le  choc. 

Dans  ce  cas,  le  clioc  ne  produit  aucune  modification  dans  la 
force  vive  ;  car  le  travail  négatif  —  Tf  des  forces  développées 
pendant  Ij  première  période  est  détruit  par  le  travail  posiltl 
+  T,' des  forces  qui  agissent  pendant  la  seconde.  Il  est  d'ail- 
leurs aisé  de  voir  qu'à  la  fin  du  choc,  les  vitesses  relatives  des 
corps  A  et  B  par  rapport  au  centre  de  gravité  sont  3ii — tt— u, 
ouw— r,  et  2u— 11' — ii.ou  «  — p',  de  sorte  que  la  seconde 
partie  de  la  force  vive  du  système,  qui  était  avant  le  choc 


est  après  le  choc 

ces  deux  expressions  sont  identiques. 

ÔSO.  Les  solides  naturels  ne  sont  .ni  partaitemenl  mous, 
ni  parfaitement  élastiques;  les  déformations  qui  s'y  produi- 
sent persistent  en  partie,  et  tendent  à  s'effacer  pour  le  reste. 
11  y  a  donc  une  première  perte  de  force  vive  à  constater  dans 
tous  les  chocs,  et  cette  perte  est  due  è  la  persistance  d'une 
partie  des  déformations  produites.  On  pourrait  croire  que 
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c'est  Iji  toute  la  perte,  et  que  l'ëlaslicilé  sudit  comme  dans  le 
cas  que  nous  venons  d'examiner  pour  restituer  tout  le  sur- 
plus. Mais  il  n'en  est  pas  généralement  ainsi.  Le  retour  vers 
les  formes  primitives  ne  s'accomplit  pas  avec  la  symétrie  que 
hous  avons  admise  dans  un  cas  tout  à  fait  théorique.  Les  mo- 
lécules, au  lieu  d'arriver  au  bout  du  choc  à  des  positions 
d'équilibre  avec  une  vitesse  de  plus  on  plus  petite,  y  parvien- 
nent avec  une  vitesse  finie,  et  dépassent  ces  positions  ou  bien 
tournent  autour  d'elles,  en  effectuant  une  série  d'oscillations 
analogues  à  celles  de  la  tige  élastique  dont  nous  avons  étudié 
le  mouvement  (g  346).  A  ce  mouvement  vibratoire  conespond 
une  certaine  somme  de  forces  vives,  qui  n'appartient  plus  aux 
mouvements  généraux  des  corps  A  et  B,  et  qu'on  peut  consi-. 
dérer  comme  perdue;  à  vrai  dire  elle  eFt  simplement  dissimu- 
lée. La  force  vive  initiale  du  système,  mf'+fn't)",  se  trouve 
donc  diminuée  au  bout  du  choc  de  deux  parties  :  l'une,  .'iffé- 
rente  aux  déformations  permanentes,  et  l'aulre  aux  mouve- 
ments vibratoires  ;  celle-ci  se  révèle  à  nous  par  la  production 
de  sons  et  de  bruits,  et  par  réchaufîemcntdes  corps  choqués. 
Les  forces  intérieures  ne  paraissent  pas  dans  nos  équations, 
où  l'on  ne  voit  figurer  que  les  masses  et  les  vitesses.  Il  ne  fau- 
drait pas  oublier  pour  cela,  comme  l'ont  fail  certains  géomè- 
tres, qu'elles  jouent  le  r61e  principal  dans  le  phénomène.  L'é- 
qualion  du  mouvement  du  centre  de  giavitë  ne  les  contient  pas, 
parce  qu'elles  sont  intérieures.  .Mais  ce  sont  elles  néanmoins 
qui  modifient  les  vitesses  des  deux  corps,  et  la  théorie,  sans 
les  faire  conilailre,  donne  la  mesure  de  leur  travail. 

ESAHEN    DE   CERTAIHS   CAS    PAllTICULIERS. 

551.  Supposons  que  les  deux  corps  qui  se  choquent  soient 
parfaitement  élastiques.  Appelons  toujours  v  et  t*  les  vitesses 
avant  le  choc,  et  soient  tti  et  w'  tes  vitesses  après  ;  nous  avons 
trouvé  les  équations 
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Nous  pouvons  sans  rien  changer  au  mourement  animer 
les  deux  corps  d'une  vitesse  commune,  que  nous  choisirons 
égale  et  contraire  à  ir*.  Cela  revient  à  faire  ij'=0,  et  à  appeler 
»,  M,  «),»',  les  différences  v~ii',u~v',  w~if,  w'— r'.  On 
obtient  alors  les  formules  simplifiées  : 


et  par  suite 


Cela  posé,  nous  examinerons  les  cas  particuliers  suivants. 
1*  Supposons  les  deux  masses  m  et  m' égales. 
On  aura  alors 

Vi=s, 
ie  =  0, 

c'est-à-dire  que  le  corps  A,  qui  vient  choquer  le  corps  B, 
dï-gale  masse,  perd  sa  vitesse  et  la  lui  communique  toute 
entière. 
C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  par  une  expérience. 
Deux  boules  d'ivoire,  de  même  diamètre,  sdnt  attachées 
en  A  et  B  à  des  fils  OA,  O'B,  d'égale 
longueur.   Elles  se  louchent  en   un 
point  de  la  droite  AB,  égale  et  parallèle 
à  00'.  On  forme  ainsi  un  double  pen- 
dule. On  écarte  d'un  certain  angle, 
AOA',  le  premier  pendule;   puis  on 
laisse   retomber  la  boule,   qci  vient 
choquer  la  boule  B.  L'ivoire  étant  doué 
il  y  a  communication  du  mouvement 


\ 


FIg.  193. 

d'une  grande  élasticité, 
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de  la  boule  A  i  la  boule  B  ;  aussi  la  première  boule  reste  au 
point  A,  et  la  boule  B  est  lancée  suivant  l'arc  de  cercle  DB'  avec 
la  vitesse  que  possédait  la  boule  A,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
due  à  la  chute  verticale  du  point  A'  au  point  A.  Elle  s'élèvera 
donc  jusqu'au  point  B',  a  la  même  hauteur  que  le  poînlÂ'; 
puis  elle  retombera  de  B'  en  B,  choquera  la  première  boule  qui 
est  maintenant  au  repas,  et  s'arrêtera  en  communiquant  à 
celle-ci  la  vitesse  qu'elle  possède.  On  aura  en  défmitive  une 
série  de  mouvements  oscillatoires  des  deux  pendules,  chacun 
effectuant  deux  demi-oscillations,  l'une  montante,  l'autre  des- 
cendante, de  chaque  cAté  de  la  verticale  moyenne  de  l'appareil. 
Si,  au  lieu  des  deux  boules  A  et  B,  on  en  dispose  un  cer- 
tain  nombre,  A,  A',  A',...  A'",  d'égal  poids  et  d'égal  diamètre, 
juxtaposées  le  long  d'une  horizontale,  et  suspendues  chacune  il 
des  fils  OA.  CA',  0'A%...  0"'A"'  „  o..-     «- 

d'égale  longueur ,  puis  qu'on 
Tasse  choquer  la  première  boute 
contre  la  seconde  en  écartant 
le  premier  pendule  d'un  certain 

angle  à  partir  de  la  verticale,      i~"--.jiAyA^  ^^--^"^ 
la  boule  A'  prendra  sans  dépla- 
Cément  sensible  la  vitesse  v  que  "*  "" 

la  boule  A  lui  communique;  mais  elle  choque  aussitAt  la 
boule  A*,  à  laquelle  elle  communique  parcillemeol  la  vitesse  v 
en  la  perdant  elle-même.  La  boule  A'  la  transmet  à  la  boule 
voisine,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  la  vitesse  v  soit 
transmise  à  la  dernière  boule  A'"  par  la  boule  précédente. 
La  dernière  boule,  ne  trouvant  plus  à  communiquer  la 
vitesse  v  &  une  boule  contigué,  la  conserve  le  long  de  l'arc 
de  cercle  décrit  da  point  0"'  comme  centre  avec  la  lon- 
gueur du  fil  pour  rayon  ;  elle  s'élèvera  donc  verticalement  sur 
cet  arc  de  la  quantité  due  à  la  vitesse  v,  c'est-à-dire  elle  patT 
viendra  à  In  même  hauteur,  A„  que  le  point  de  départ  A  de  la 
première  boule.  En  retombant  de  ce  point,  elle  transmettra 
de  même  à  la  première  boule  la  vitesse  v  qu'elle  en  avait  re- 
çue, et  le  mouvement  oscillatoire  de  l'appareil  comprendra 
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deux  demi-oscillations,  l'une  montante  et  l'autre  dcscendanle, 
des  deux  lioutes  extrfimes,  sans  déplacement  apparent  des 
boules  intermédiaires. 

Cette  expérience  rend  compte  de  la  propagation  des  mou- 
-veraents  par  l'intermédiaire  des  corps  élastiques.  La  durée  du 
choc  des  deux  boules  est  trop  petite  pour  qu'on  puisse  l'éva- 
luer par  une  observation  directe.  Mais  si  l'on  intercale  cntic 
'  les  deux  boules  extrêmes  un  nombre  sufGsammenl  grand  de 
boules,  les  durëes  des  chocs  successifs  s'ajoutent,  et  s'il  est 
possible  d'évaluer  le  retard  du  commencement  de  l'oscillation 
de  la  dernière  boule  sur  la  fin  de  l'oscillation  de  la  première, 
on  pourra  calculer  la  durée  du  choc. 

La  transmission  du  son  dans  les  milieux  élastiques  donne 
lieu  à  la  production  d*un  phénomène  analogue.  Les  molécules 
d'air  rangées  le  loi^  d'un  rayon  sonore  sont  ébranlées  suc- 
cessivement, et  chacune  communique  à  la  molécule  qui  la 
suit  la  vitesse  qu'elle  a  reçue  de  la  molécule  qui  la  précède. 
La  vitesse  de  la  propagation  de  l'ébranlement,  ou  plus  briè- 
vement  la  vitesie  du  ion,  dépend  de  la  densité  et  de  l'élas' 
ticilé  du  milieu. 

2°  En  scrond  lieu,  supposons  que  la  masse  m'  soit  très 
grande  par  rapport  â  la  masse  m.  Alors  la  vitesse  w'  sera  très 

petite  par  rapport  à  v,  et  la  fraction—; étant  sensible- 

meni  égale  à  l'unité,  on  aura  approximativement  w= — v. 
Si  l'on  suppose  m' infmi  par  r.'ipport  à  m,  cette  équation  de- 
vient rigoureuse,  el  l'on  a  aussi  w'  =  0.  Dans  le  cas  oii  un 
corps  élastique  vient  choquer  un  autre  corps  élastique  de 
masse  infiniment  grande,  le  corps  choqué  ne  prend  point  de 
vitesse,  et  la  vitesse  du  corps  choquant  change  de  signe  en 
conservant  sa  valeur;  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  ;  a 
réflexion  du  corps  choquant  sur  le  corps  choqué. 

C'est  ce  qui  arrive  dans  le  choc  direct  d'une  bille  d'ivoire 
contre  la  bande  d'un  billard.  Le  corps  choqué,  B,  peut  ici 
être  considéré  comme  ayant  une  masse  infiniment  grande, 
car  il  fait  partie  d'un  système  à  peu  prés  immobile.  Soit  W 
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la  bande,  A  la  bille.  Si  on  la  tance  suivant  la  normale  AC,  elle 
reviendra  suivani  la  mùme  droite  el  , 

avec  la  même  vitesse  dans  le  sens  CA.  I 

Il  en  serait  rigoureusement  ainsi  s'il 
n'y  avait  pas   de    frottement  de  la      'b  c  u' 

bille  sur  le  tapis,  et  si  la  bande  était  ^'°  '""'■ 

parroitement  élastique,  et  douée  d'une  iminobililé  absolue. 

On  peut  étendre  ce  résultat  au  choc  oblique,  en  Taisant 
abstraction  des  effets  du  frottement. 

Soit  AC  la  trajectoire  que  la  bille  décrit  avec  une  vitesse  V. 
Arrivée  au  contact  de  la  bande  BB',  elle  subit  une  action 
instanlanée,  qui  est  par  bypoihése  normale  à  ta  surface  BB'. 
Or  on  peut  décomposer  la  vitesse  V  en  deux  vitesses,  l'uni!  CD 
suivant  la  bande,  et  l'autre  CE)  nor- 
male. l.a  réaction  normale  de  la 
bande  est  sans  efl'ot  sur  la  vitesse  CD  ; 
car  l'impulsion  de  la  bille  projetée 
sur  BB'  n'est  pas  altérée  par  l'inler- 
veniîon  d'une  force  perpendicubiire 
à  sa  direction.  La  composanle  CD  de  •  ■  "" 

la  vitesse  ^e  conserve  donc  après  le  choc.  Imprimant  à  la 
bille  et  au  billard  un  mouvement  égal  et  contraire  h  CD,  nous 
ramenons  le  mouvement  relatif  iJe  la  bille  au  cas  du  choc  di- 
rect avec  la  vitcrse  CE:  cette  vitesse  change  de  signe  par 
l'efTel  du  choc,  et  priind  la  direclion  CF  en  conservant  sa 
grandeur.  La  vilessc  réelle  de  la  bille  après  le  choc  est  en  dé- 
tinitive  la  résuliante  des  deux  vitesses  CD,  CF  ;  la  direction 
CH  est,  par  rapport  à  la  bande,  symùlrique  de  la  direction  pri- 
mitive CV,  et  la  route  réfléchie  fait  avec  la  normale  CF  à  la 
surfat  e  réfltwliissanlc  un  angle  FCH  de  ré^exion  ég&l  à  l'angle 
ACF  d'incidence. 

La  réflexion  de  la  lumière  el  du  son  sur  les  surfaces  polies 
suit  une  loi  toute  semblable  quuntà  la  direction  des  rayuns 
réfléchis. 
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CHOC  OK  CORPS  non  eiASnSQŒS.   BATTAGE  DKS  PIEIIX. 


552.  Comme  exemple  de  choc  de  corps  non  élasfisqnes, 
nous  prendrons  le  battage  des  pieux  que  l'on  enfoace  dans  le 
sol  pour  servir  de  supports  à  la  fondation  d'un  ouvrage.  On 
se  sert  à  cet  efTet  d'une  «oniwfife  ABD  (fig.  197  et  198),  appa- 
reil en  charpente  destiné  i  élever  et  à  laisser  retomber  alte^ 


i 

. 

4 

\ 

i 

H 

k 

/Hi 

■  \ 

nativement  un  mouton  en  fonte.  La  sonnette  peut  être  i 
tirawle  ou  à  déclic.  La  sonnette  à  tiraude  s'emploie  pour  com- 
mencer le  battage,  ou  pour  enfoncer  des  pieux  dans  un  ter- 
rain peu  résistant;  on  peut  donner  en  peu  de  temps  un  grand 
nombre  de  coups,  mais  la  hauteur  à  laquelle  le  mouton  s'élève 
reste  faible.  La  sonnette  à  déclic  est  beaucoup  plus  haute;  le 
mouton  est  élevé  au  moyen  d'un  équipage  de  roues  dentées; 
une  fois  qu'il  est  parvenu  à  son  point  le  plus  haut,  un  déclic, 
mis  en  jeu  par  la  machine  elle-même  ou  par  un  ouvrier  spé- 
cial, détadie  le  moutoo  de  la  corde  qui  l'a  soulevé  et  le  laisse 
tomber  sur  la  léte  du  pieu. 
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On  arrive  ainsi  à  faire  tomber  un  poids  P  d'une  hauteur  H 
sur  la  t^te  d'un  pieu  déjà  engagé  dans  le  sol  ;  on  demande 
l'cfTet  qui  va  résuller  de  ce  choc. 

Nous  appliquerons  successivement  les  équations  des  quan- 
tités de  mouvement  et  des  Torces  vives. 
•     Soit  R,  ]a  résistance  moyenne  du  sol  pendant  la  durée,  6,  du 
ehoc  ;  la  vitesse  v  commune  au  mouton  et  au  pieu  i.  la  fin  du 
clioc  sera  donnée  par  la  relation 

où  p  désigne  le  poids  du  pieu. 

Car  l'impulsion  delà  ^ési'^tance  R,  a  réduit  pendant  la  durée 
6  lu  quantité  de  mouvement  du  mouton  à  l'inslant  du  choc, 

p    

-V'2tfH,  à  lu  quantité  de  mouvement  du  mouton  et  du  pieu  à 

9 
Si  h  est  renfuncement  du  pieu  dû  au  coup  de  mouton,  on 
aura,  en  appliquant  le  théorème  des  Forces  vives, 

9 

en  appelant  R  ta  valeur  moyenne  de  la  résistance  du  sol  pen- 
dant l'enfoncement. 

Dans  cette  dernière  équation  nous  négligeons  la  travail  des 
forces  intérieures  qui  se  développent  pendant  la  déformation 
du  pieu  et  le  travail  de  la  pesanteur.  Dans  la  première,  nous 
négligerons  de  même  le  terme  11,6,  ce  qui  revient  à  supposer 
que  tout  se  passe  pendant  le  choc  comme  si  le  pieu  était  Ubre. 
On  a  alors  pour  »  une  limite  supérieure, 

qu'on  pourra  substituer  dans  la  seconde  équation  ;  ce  qui 
donne  pour  R 


-'W, 
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Supposons  par  exemple  que  le  mouton,  pesant  500  kilo- 
grammes tombe  d'une  hauteur  de  4  mètres,  et  produise  un 
ciifoncemenl  d'un  millimètre,  le  pieu  pesant  100  kitogram 
mes;  la  formule  donnera 

"-^^0,OU1  ^  50(1  +  loù  ~  Tôôi   ^  5  -  ""*«*^  j- 

C'est  par  excès  une  valeur  moyenne  do  la  réaction  du  !ei^ 
rein  pendant  que  le  pieu  s'enfonce.  Le  pieu  est  baflu  ou  refut 
quand  il  ne  s'enfonce  plus  que  d'une  quantité  imperceptible 
sous  une  vniée  de  coups  de  mouton.  On  obtient  par  ce  moyen 
une  fondulion  très  rigide  sur  laquelle  on  peut  asseoir  avec 
sécurité  les  consiructions.  Mais  l'expérience  montre  que  la 
charge  par  pieu  ne  duîl  pas  dépasser  le  centième  de  la  limite 
obtenue  par  celle  mi^thodc. 

Le  battage  des  pieux  fait  bien  voir  la  dilféreacc  qu'il  j  a 
entre  un  choc  et  une  pression  statique.  On  peut  déterminer, 
par  exemple,  une  charge  asseï  grande  pour  faire  enfoncer  un 
pieu  d'un  cenlimèlre  ;  mais  une  fois  l'enfoncement  produit, 
ta  charge  se  trouve  équilibrée  par  la  résistance  du  Icrraïn,  el 
elle  ne  produit  plus  aucun  effet,  tandis  que  la  répétition  d'un 
infime  choc  peut  produire  des  enfoncements  répétés. 

553.  Le  battage  des  pieux  a  pour  objet  l'enfonuemcnl 
du  pieu  sous  le  choc  du  moulon.  Dans  d'autres  cas,  le 
but  à  alleindre  est  une  déformation  ou  une  rupture  du  corps 
choqué.  Tel  est  par  exemple  le  travail  du  fer  sous,  le  mai'- 
teau;  tel  est  encore  le  cassage  des  pierres  pour  l'entretien 
des  roules.  Dans  ces  deux  exemples,  la  force  vive  commu- 
niquée au  marteau  doit  être  détruite  par  le  travail  de  la  dé- 
formation du  corps  choqué  ;  tout  ce  qui  reste  à  l'étal  de  force 
vive,  comme  l'ébranlement  du  sol  sur  lequel  est  posée  l'en- 
clume, ou  la  projection  des  dùbris  des  pierres  cassées,  doit 
être  considéré  comme  un  travail  perdu.  Il  est  diflicile  de  se 
rendre  compte,  autrement  que  par  l'expérience,  de  ces  causes 
de  perte  de  travail.  Tout  ce  qu'on  sait  sur  ce  sujet,  c'est  que 
les  marleaux-pilons  doivent  avoir  une  lourde  mas^e  et  tomber 
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d'une  faible  hauteur  sur  le  corps  amolli  par  la  chaleur,  pour 
en  augmenter  la  cohésion  et  pour  lui  donner  une  forme 
particuliûre  ;  le  marleau  du  casseur  de  pierres  au  contraire 
a  une  masse  faible,  et  il  est  monté  au  bout  d'une  tige  de  bois 
élastique  ;  l'ouvrier,  en  lui  communiquant  uue  grande  vitesse,  ' 
donne  sur  la  pierre  un  coup  see  qui  produit  la  rupture. 

TnÉORÈHE   De    CABNOT. 

354.  Le  théorème  de  Cainota  pour  objet  l'évaluation  des 
forces  vives  perdues  dans  le  choc  des  corps  parfaitement 
mous.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de 
d'Âlembert  étendu  aux  forces  instantanées  ;  mais  la  proposi- 
tion n'est  vraie  que  lorsqu'on  peut  négliger  les  frottements  des 
corps  les  uns  sur  les  autres,  ou  lorsqu'on  suppose  les  réac- 
tions développées  par  le  choc  normales  aux  surfaces  de  con- 
tact. 

Le  théorème  de  d'Alembert  montre  qu'il  y  a  équilibre 
entre  les  forces  instantanées  qui  agissent  réellement  sur  les 
corps,  les  quantités  de  mouvement  initiales  et  les  quantités 
de  mouvement  Unales  changées  de  sens  (g  191). 

Soit  m  la  masse  d'un  point  du  système  ; 

K,u',  t/*,  les  composantes  de  sa  vitesse  avant  le  rhoc; 

U,  U'tC,  les  composantes  de  sa  vitesse  après  le  choc; 

X,  Y,  Z,  les  composanles  des  forces  instantanées  développées 
par  le  choc  ;  nous  aurons  l'équation  générale 

î([X-M(II-«,Mi-l-(ï-m(U'-«')lÎ!»  +  lI-'«(ll'  — u'))âJl=0, 

Appliquons  cette  équation  à  un  déplacement  virtuel  parti- 
culier,  coïncidant  avec  le  déplacement  réel  que  subissent  les 
points  du  système  à  ta  fin  du  choc,  et  qui  s'accomplit  avec  les 
s  D,  U',  U'. 


Nous  ferons 


43  =  (l'A. 
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Ce  déptacemenl  annule  la  somme  Z{Xix-hYiy-\-Zit). 
En  eHet,  à  la  fin  du  choc,  les  corps,  supposés  mous,  se 
meuvent  avec  la  même  vitesse  eu  projection  sur  la  normale 
commune  aux  surfaces  par  lesquelles 
ils  se  touchent.  Soit  A,  par  exemple,  le 
point  de  contact  de  deux  corps;  les 
réactions  mutuelles  des  deux  corps  se- 
ront la  force  N  et  la  force  —  N;  dans 
le  mouvement  commun ,  le  point  A  du 
premier  corps  ira  en  A',  et  le  point  A 
du  second  en  A",  et  les  points  A'  el  A" 
seront  situés  dans  un  même  plan  KA'A"  normal  à  AN.  Donc 
le   travail   des  forces  mutuelles  N  et  — N  est  nul  (Cf.  U, 
g  135,  5"). 
Il  en  est  de  même  de  toutes  les  forces  instantanées  dévelop- 
'  pées  par  le  choc  des  divers  corps  mous  formant  le  système 
total.  L'équation  d'équilibre  devient  donc,  en  divisant  par  dt, 

Sm[[V— u]U  +  {V'  —  »^)\y  +  (1i'  — «•]{!-]  mm  0, 


ïw([U*  +  li^-f  U-»)  —  (Uii+  UV  +  V'u']\=0. 

Or  appelons  v  la  vitesse  absolue  du  point  m  avant  le  cfaoc, 
V  la  vitesse  du  même  point  après  le  choc,  et  u>  la  tnteuc  per- 
due, c'est-à-dire  la  vilessc  qui,  composée  avec  v,  donné  pour 
ré.'^ultante  la  vitesse  finale  V.  Nous  aurons  à  la  fois 

»•  =  H»  +  u*  -Hu", 

»•  =  (0  —  11)» + [U'  _  :.-;»  +  {V  -  «•)• 

=  [Ui  +  u-» -h  U";  +  {u»  -H K-»  4-  ■(•»)  -  S{Ua  +  IlV-HliV) 
e=  ¥•  +  «•  —  a[Uu  +  U'«'  +  U'w'). 
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et,  substituant  dans  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir,  il 
vient 

a»  [(D» + u«  +  U'")  -  ï^±4^^']  =  ^  ("*  -  T  ~  ï  +  ?)  "  "• 
ou 

Jmï*  —  Emt»  +  Sma-  =  0, 

OU  enfin 

SmV»  =  In»»  —  ïmw*. 

La  somme  des  forées  vives  après  le  choe  des  corps  mous  est 
dmc  égale  à  la  somme  des  forces  vives  avant  le  choe  diminuée 
de  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  pendant 
le  choc,  ou  autrement  la  perte  de  force  vive  ett  la  lomnUs  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues. 

Tel  est  l'énoDcé  du  théoième  de  Carnot. 


PSUDULE   S.\LI3TIQnE. 

355.  Le  pendule  balistique  sert  à  mesurer  la  vitesse  des 
projectiles  à  la  sortie  des  bouches  à  feu.  U  couïisfe  essenliel- 
tement  en  un  corps  mou,  lié  à  ua  axe  horizontal  de  rotation  ; 
le  boulet  vient  frapper  ce  corps  mou  et  le  pénètre  à  une  cer- 
taine profondeur  ;  à  la  fin  du  choc,  le  boulet  et  le  pendule  no 
font  qu'un  seul  et  même  système,  animé  d'une  vitesse  angu- 
laire autour  de  l'axe  de  suspension  ;  ie  pendule  s'écarle  de  la 
verticale  en  vertu  de  la  vitesse  qiii  lui  est  communiquée,  et 
son  centre  de  gravité  s'élève  jusqu'à  ce  que  le  travail  néga- 
tif de  la  pesanteur  ait  détruit  sa  force  vive.  A  ce  moment, 
le  pendule  a  atteint  l'extrémité  de  son  oscillation  ;  son  mou- 
vement se  continue,  mais  en  sens  contraire.  Un  curseur, 
entraîné  par  le  pendule  pendant  le  mouvement  ascendant,  et 
abandonné  au  point  qu'il  occupe  lorsque  le  pendule  com- 
mence à  descendre,  permet  d'èva'ucr  l'angle  d'écart,  et  par 
suite  le  travail  négnt  if  de  la  pesanteur;  la  vuleur  absolue  de 
ce  travail  est  égale  à  la  demi-force  vive  du  système.  Connais- 
sant cette  force  vive,  on  en  déduira  successivement  la  vilesso 
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angulaire  initiale  du  pendule,  la  vitesse  linéaire  du  boulet  à 
la  fin  du  choc,  enfin  la  vitesse  linéaire  du  boulol  au  commen- 
cement du  choCf.qui  est  la  vraie  inconnue  de  la  question. 

Soit  MN  te  corps  du  pondule,  0  son  axe  de  suspension,  G  le 

centre  de  gravité  du  système  oscillanr.  La  droite  BA,  menée 

dans  le    plan  moyen  du   pendule,   à   angle   droit  sur  la 

direction  di:  l'axe   0   et  un  peu  au-dessous  du  point  G, 

représente  la  trajectoire  du  boulel,  que  nous  supposerons 

enfoncé  jusqu'au  point  A  dans  la  terre  reuiplissanl  le  corps 

„  du  pendule.  Appelons  r  la  vitesse 

du  traulel  avant  le  choc,  u  la 

vitesse   linéaire  qu'il  conserve 

après  le  choc,  quand  il  ne  fait 

plus  avec  le  pendule  qu'un  seul 

et  même  corps.  Soit  p  le  poids 

du  boulet  ;  I  le  moment  d'irier- 

lie  du  pendule  par  rappoit  à 

l'axe  projeté  en  0;  u  la  vitesse 

angulaire  qu'il  possède  à  la  fin 

du  choc,  qui  assure  à  son  point  A 

lu  vitesse  linéaire  u.  La  pointe 

C  pousse  te  curseur  le  long  de 

l'arc  CD  à  mesure  que  le  pendule  s'écarle  de  sa  position 

d'équilibre  ;  elle  l'abandonne  au  point  Dau  moment oii,  ayant 

perdu  toute  sa  vitesse,  le  pendule  commence  à  rélrograder. 

Dans  son  mouvement  ascendant,  le  centre  de  gravité  décrit 

l'arc  Gt',  et  s'élève  par  conséquent  de  la  quantité  verticale 

GH^/i,  qu'on  peut  mesurer. 

Posons  OA  =  i  ;  angle  COD=ii. 

On  en  déduit  h=ia(i — «osa). 

Appelons  F  la  réaction  moyenne  développée  pendant  b  du- 
rée  du  choc  entre  le  boulet  et  le  pendule  ;  0  représenlanl cette 
durée,  l'impulsion  de  la  force  F  sera  F6:  celle  impulsion,  ; 
agissant  sur  le  boulet  dans  le  sens  Alt,  en  sens  contraire  du 
mouvement,  réduit  sa  vitesse  de  la  vulcur  initiale  v  k\i  va- 
leur fmale  u. 
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Nous  avons  donc 

|(.-.|  =  F.. 

La  même  force,  agissant  sur  le  pendule,  fait  passer  sa  vi- 
tesse angulaire,  pendant  la  mime  durée,  de  la  valeur  0  &  la 
valeur  cd  ;  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouvement 
^  des  forces  par  rapport  à  l'axe  0,  nous  aurons 
tu=u,. 

Entre  ces  deux  équations,  éliminons  le  produit  F8  ;  il  suffit 
pour  cela  de  multiplier  la  première  par  l  et  d'ajouter.  Q  vient 

d'où  l'on  déduit 
Hais  u=:  til,  et  par  suite 

La  force  vive  dn  système  à  la  fin  du  choc  se  compose  de 
la  force  vive  luf  du  pendule  et  de  la  force  vive  -  i*u*  du  bou- 
let ;  elle  est  donc  égale  i 

Elle  est  réduite  à  0  quand  l'angle  d'écart  atteint  la  valeur 
.  COD  ;  or  le  centre  de  gravité  du  pendule  s'est  élevé  de  la  quan- 
tité h=ia  (1  —  cosx),  et  le  centre  de  gravité  du  boulet,  de  la 
quantité  AL,  laquelle  est  à  HG  dans  le  même  rapport  que  OA 
à  OG,  ou  que  /  à  a.  Le  travail  de  la  pesanteur  est  donc,  eu 
appelant  P  le  poids  du  pendule, 

PA+pXy  =  Ax(p  +  £;)=a(l-oo.«)(p+^î). 

et  l'équation  des  forces  vives  nous  donne 

(t +£^t)  «•  =  3fl  (p  +  ^')  {i-«»«i- 
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Celle  équation  fait  connaître  w,  ensuite  l'équation  précédente 

donne  la  valeur  de  v. 

Il  est  nécessaire  que  le  boulet  frappe  le  pendule  au  centre 
de  percussion  correspondant  è  l'axe  0  ;  autrement  l'axe  0  su- 
birait pendant  le  choc  des  pressions  qui  pourraient  d&wiger 
l'appareil.  On  sait  que  la  distance  I  du  centre  de  percus^on  à 

l'axe  est  égale  d,a-\ — ,  a  étant  la  distancé  OG  du  centre  de 

gravité  au  même  axe,  et  K  le  rayon  de  giration  autour  d'un 
axe  parallèle  à  l'axe  0  mené  par  le  point  G  ;  c'est-à-dire  que 
la  distance  l  est  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
du  pendule  composé  formé  par  le  pendule  balistique.  S'il  en 
est  ainsi,  l'addition  du  boulet  au  point  A  n'altérera  pas  la  du- 
rée des  oscillations  du  pendule.  On  pourra  donc  dëienninér 
empiriquement  le  point  À  où  le  boulet  doit  frapper ,  en  pla- 
çant le  boulet  à  différentes  hauteurs  dans  le  plan  moyen  trans- 
versal du  pendule,  et  en  te. faisant  osciller  chaque  fois  dans 
ces  diverses  conditions.  La  position  cherchée  est  celle  pour 
.laquelle  l'addition  du  boulet  au  pendule  ne  produit  aucune 
différence  dans  la  durée  des  oscillations. 


■AHTEAUX   ET   CAMES. 

S56.  On  emploie,  dans  l'industrie  du  fer,  des  marteaux 
qu'une  roue  à  cames  soulève,  et  qui  retombent  ensuite  libre- 
ment sur  l'enclume.  Il  y  a  plusieurs  espèces  de  marteaux  ;  les 
marteaux  frontaux  sont  soulevés  par  une  came  qui  agit  dans 
le  plan  vertical  du  manche,  au  delà  du  marteau  par  rapporta 
son  axe  de  rotation.  Les  marteaux  à  bascule,  ou  martitietê,  des- 
tinés h  battre  un  grand  nombre  de  coups  par  minute,  sont 
saisis  par  la  came  en  arriére  de  l'axe  de  rotation  :  la  came 
gît  sur  eux  de  haut  en  bas  ;  enfin  les  marteaux  à  soulèvement 
sont  munis  d'un  mentonnet  latéral  sur  lequel  la  came  vient 
agir  dans   un  plan   vertical  perpendiculaire  au  plan   du 
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manche.  La  théorie  est  à  peu  piès  la  tnâine  pour  ces  divers 
lypes. 

Chaque  coup  de  marteau  peut  se  décomposer  en  trois  pé- 
riodes :  la  première,  qui  dure  un  temps  très  court,  est  la  pé- 
riode du  choe;  elle  commence  à  l'inslant  où  la  came,  animée 
d'une  graofie  vitesse,  rencontre  le  manche  du  msrleau;  elle 
unit  à  l'instant  où  les  deux  points  en  contact,  appartenant  l'un 
à  la  came,  l'autre  au  marteau,  se  déplacent  avec  des  vitesses 
égales. 


La  seconde  est  la  période  de  la  levée  ;  elle  fait  suite  &  la  pre- 
mière période,  et  comprend  tout  le  temps  que  ta  came  et  le 
marteau  sont  en  prise  ;  elle  se  termine  à  l'instant  où  le  con- 
tact cesse,  et  où  le  marteau  est  abandonné  par  la  came. 

La  troisième  période  comprend  la  durée  de  la  chute  du 
marteau  sur  l'enclume  (ou  plutôt  sur  le  corps  placé  sur  Ten- 
clume),  plus  un  temps  perdu  qu'on  peut  réduire  à  volonté,  et 
qui  sépare  la  fin  de  chaque  coup  de  l'instant  où  une  nouvelle 
came  vient  en  prise  avec  le  marlcau. 

L'espacement  des  cames  au  pouriour  de  l'arbre  tournant 
et  la  vitesse  angulaire  de  cet  arbre  doivent  élre  réglés  de  (elle 
sorte  que  la  chute  du  marteau  soit  complète,  et  que  le  marteau 
ne  soit  pas  relevé  par  une  came  avant  d'être  tombé  à  fond  sur 
l'enclume. 

Nous  allons  chercher  les  différentes  pertes  de  travail  subies 
par  l'appareil  dans  ces  périodes  successives,  en  prenant  pont 
exemple  un  marteau  frootat. 
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Première  période.  —  Au  commencement  de  la  période  du 
choc,  le  marteau  est  immobile,  et  la  came  possède  autour  de 
son  axe  0' une  vitesse  de  rotationu',.  A  la  fia,  le  marteau,  sans 
déplacement  sensible,  a  une  vitesse  de  rotation  u,  et  la  came 
une  vitesse  de  rotation  ia\.  Appelant  F  la  percussion  mutuelle 
subie  par  les  deux  corps  pendant  le  choc,  R'  le  rayon  de  li 
came,  mesuré  à  partir  de  son  centre  jusqu'au  point  de  con- 
tact des  deux  corps,  R  la  distance  de  ce  même  point  k  l'aie 
de  rotation  du  marteau,  M'E"  le  moment  d'inertie  de  la  canje, 
et  HK'  celui  du  marteau,  par  rapport  à  leurs  axes  respectifs, 
nous  aurons  les  deux  équations  : 


Les  vitesses  linéaires  des  points  de  contact  au  bout  de  la 
première  période  sont  égales  :  donc 

Nous  simplifierons  ces  équations  en  remplaçant  RV.par  la 
lettre  u.  K'iù\  ou  Ru,  par  la  lettre  v,  et  les  moments  d'inotie 
MK*,  M'K'*  par  les  produits 

pXfl      et      /t'R*; 

(i  sera  la  masse  fictive  du  marteau,  ^'  la  masse  fictive  de  la 
came  ;  u  la  vitesse  linéaire  du  point  de  contact  de  la  came  an 
commencement  du  choc,  et  v  la  vitesse  commune  aux  points 
en  contact  à  la  fin.  Les  équations  deviennent,  après  ces  sub- 
stitutions et  après  avoir  éliminé  F, 


Tout  se  passe  donc  comme  si  un  corps  mou  de  masse  ^\ 
animé  de  In  vitesse  u,  choquait  directement  un  corps  de  masse 
|i,  en  repos,  et  lui  communiquait  la  vitesses. 
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On  Toil  qu'en  rendanl)t'  assez  grand,  ou  en  augmentant  suf- 
fisamment le  moment  d'inertie  de  la  came,  on  peut  rendre  v 
aussi  peu  différent  qu'on  voudra  detf,  ou  rendre  la  différence 
Il  —  V  aussi  petite  qu'on  voudra  par  rapport  à  ta  moyenne, 

-TT— ,  des  vitesses  exlnme  . 

Le  travail  négatif  subi  par  la  came  pendant  le  choc  se  cal- 
culera en  observant  qu'il  est  égal  ô  la  demi-différence  des  forces 
Tives  de  la  came  au  coinmencement  et  h  la  fin  de  la  période, 

ce  qui  donne  a !*'(«* — r'). 

Pour  transformer  cette  eipréssion,  observons  qu'elle  est 
igalei 


Or  -— ,  moyenne  des  vitesses  extrêmes  du  point  de  con- 
tact de  la  came,  est  sensiblement  égale  à  la  vitesse  moyenne, 
V,  du  même  point,  calculée  d'après  le  nombre  de  tours  que  la 

came  fait  dans  l'unité  de  temps.  Faisons  donc  ~-^~-='V. 

Nous  avons  d'ailleurs -= — ^. 
Donc 

_    V" 

'     ^  +  V' 

"7+v 
et  enfin 

Engendrai,  le  rapport^  est  très  petit,  condition  nécessaire 
pour  rendre  v  et  u  peu  difTércnts  l'un  de  l'autre.  Le  travail  i 
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Jburnîr  h  la  came  pour  réparer  le  travail  perdu  par  suite 

du  choc  est  donc  a  peu  prés  égal  à  [«.V*,  ou  à  la  force  vive 

que  posséderait  le  marteau  si  I'od  attribuait  à  son  point  de 

conlacl  la  vitesse  linéaire  moyenne  du  point  de  contact  de  b 

came. 

Deuxième  période.  —  Le  travail  &  communiquer  è  la  came 
pendant  qu'elle  soulève  le  marteau,  se  calcule  approximative- 
ment comme  il  suit  : 

Soit  P  le  poids  du  maileau  ; 

N  ta  valeur  moyenne  de  la  réaction  de  la  came,  rëDClion 
que  nous  supposerons  verticale  pendant  toute  la  durée  de  la 
période; 

Q  le  poids  de  la  came; 

l  la  levée  ou  la  hauteur  du  point  de  conlacl  M  au-dessas  de 
la  ligne  des  centres; 

P  la  hauteur  correspondante  dont  s'élève  au-dessus  de  la 
même  ligne  le  centre  de  gravité  du  marteau. 

Soit  T  le  point  de  contact  de  la  came  et  du  marteau  i  l'in- 
stant du  choc;  faisons  OT  =  B,  (XT^R;  soit  enfin  p  lerayoa 
des  tourillons  0  de  la  huraste,  et  p  le  rayon  des  tourillons  O* 
de  l'arbre  à  cames. 

La  pression  exercée  sur  les  tourillons  de  hurasse  est  sen- 
siblement verticale  et  égale  à  la  difTérenceP  —  N;  celte  pres- 
sion donne  naissance  à  un  frottement  égal  &  '  (P— N)) 
et  le  travail  de  ce  frottement,  pour  un  déplacement  angulaire 
sensiblement  égal  i  t^,  est  égal  au  produit 

Le  travail  du  poids  du  marteau  est  VI'  ;  le  travail  de  la 
réaction  N  est  Ni  ;  et  comme  te  mouvement  pendant  la  période 
est  sensiblement  uniforme,  on  a  l'équation 
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qui  fait  connaître  N  : 

Le  travail  du  rrottement  au  conlact  de  la  came  et  du  mar- 
teau e^t  donné  par  la  formule  du  rrottement  dans  les  engre- 
nages ;  h  quantité  I  représentant  le  pas,  on  aura  pour  ce  tra- 
vail (U,  8300), 

Enfin,  le  frottement  des  tourillons  de  la  came,  pendant  le  à&- 
placement  angulaire  ^r,  qu'elle  subit,  est  égal  à 


en  observant  que  le  poids  Q  diETère  peu  de  la  réaclion  CKcrcfc 
sur  l'axe,  à  cause  de  ta  grande  masse  de  l'arbre  à  cames,  ce 
qui  rend  N  négligeable  vis  à  vis  du  poids  Q.  Le  travail  lolal  h 
fournir  à  l'arbre  à  cames  pendant  cette  seconde  période  pour 
en  entretenir  la  vitesse  uniforme  est  donc  en  déCnitive 

expression  dans  laquelle  on  devra  remplacer  N  par  la  valeur 
calculée  plus  haut. 

Pour  appliquer  ce  calcul  à  un  marteau  à  bascule,  il  suc- 
rait d'observer  que  la  réaction  des  tourillons  de  hurasse  serait 
alors  égale  à  P  +  N,  au  lieu  de  P  —  N. 

Troisième  période.  — La  période  de  la  marche  à  vide  ne  com- 
prend d'autre  travail  à  vaincre  que  celui  du  frottement  de  la 
came  sur  ses  tourillons,  qu'il  est  aisé  de  calculer,  connais- 
sant le  poids  de  la  came  et  l'espace  décrit  è  la  circonférence 
des  tourillons. 

Si  l'on  ajoule  tes  travaux  afTérents  k  ces  trois  périodes,  ou 
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aura  le  travail  total  qu'il  faut  communiquer  à  la  came  à 
chaque  coup  de  marteau,  pour  entreteDir  l'uniformité,  ou  pla- 
tdt  la  périodicité  du  mouvement. 

Il  est  utile  que  le  point  où  le  marteau  subit  le  choc  de  la 
came  soit  situé  à  peu  de  distance  du  centre  de  percussion  da 
marteaH  relatif  k  son  axe  de  rotation  :  autrement  cet  aie 
aurait  à  supporter  à  chaque  coup  une  poussée  très  considé- 
rable, qui  ne  tarderait  pas  à  détériorer  l'appareil. 
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■m   LA    MASSE  (^   7    CT   SUIT.) 

3S7.  Pourdèflnirla  ma«a«,  nous  avons  recours  i une  notion 
particulière,  qu'on  n'emploie  pas  haJl>ituellen]ent  dans  cette 
théorie,  et  qui  nous  semble,  sinon  indispensable,  du  moins 
très  utile  pour  le  Lut  qu'on  veut  atteindre  :  ta  notion  du 
poids. 

En  général,  les  traités  de  dynamique  commencent  par  éta- 
blir, h  l'aide  des  principes  fondamentaux,  que  les  forces  sont 
proportionnelles  aux  accélérations  qu'elles  communiquent  à 
un  même  point  matériel,  et  qu'elles  se  mesurent  en  consé- 
quence par  ces  accélérations  elles-mêmes  ;  ensuite,  on 
intixtduit  la  notion  de  masse  en  considérant  tes  forces  comme 
appliquées  à  des  points  matériels  diflérants,  et  en  disant  que, 
pour  chacun  de  ces  points,  la  masse  est  le  rapport  de  la 
force  à  Vaccélération  qu'elle  produit. 

Cette  définition  suppose  qu'oi:  possède  un  moyen  quel- 
conque de  mesurer  la  force  indépendamment  de  l'accélération; 
car  si  l'on  n'avait  pour  mesure  de  la  force  que  l'accélération 
qu'elle  produit,  la  comparaison  serait  sans  objet,  et  ne  pour^ 
rait  conduire  à  aucune  idée  nouvelle.  Si,  par  exemple,  en 
observant  la  chute  des  corps  graves,  on  trouve  que  l'accélé- 
ration produite  par  la  pesanteur  est  la  même  pour  tous  les 
corps,  il  serait  naturel  d'en  conclure  que  cette  force  est  aussi 
égale  pour  tous. 

L'idée  de  masse  est  née,  au  contraire ,  de  ce  fait  bien  con- 
staté, que  des  corps  de  poids  inégaux  acquièrent  en  tombant 
des  accélérations  égales  ;  l'introducti  on  de  la  ma^e  dans  la 
dynamique  suppose  ainsi  la  détermination  préalable  des 
poids  au  moyen  de  la  balance,  c'csi-à-dire  une  mesure  sla~ 
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tique  des  forces,  indépendante  des  accélérations  qu'elles 
peuvent  produire.  La  combinaison  de  ces  deux  mesui'es  de  la 
force  conduit  immédiatement  à  la  notion  nouvelle  de  masse. 
L'idée  de  force  nous  est  fournie  par  la  conscience  des  efforts 
que  nous  avons  à  développer  pour  équilibrer  ou  pour  dépla- 
cer des  corps  pesants  ;  la  mesure  statique  des  forces  a  de 
beaucoup  précédé  la  détermination  de  leurs  effets  dyna- 
miques, et  constitue  un  problème  beaucoup  plus  élémentaire. 
Faire  intervenir  l'idée  de  poids  dans  la  définition  de  la 
masse,  c'est  donc  revenir  simplement  à  l'ordre  naturel  du 
développement  des  idées  mécaniques.  On  voit  aussi  que  nous 
admettons  la  réalité  de  la  force  aussi  bien  que  de  ta  masse, 
et  que  ces  deux  idées  sont  pour  nous  des  notions  essen- 
tielles et  irréductibles;  nous  ne  définirons  pas  la  force, 
par  exemple,  en  disant  qu'elle  est  le  produit  de  la  maxae  par 
l'accélération,  comme  le  font  quelques  auteurs,  oubliant 
qu'ils  ont  défini  la  niasse  par  le  rapport  de  la  force  à  l'accé- 
lération. L'équation  F  =  mj  est  pour  nous  l'énoncé  d'une 
relation  qui  lie  des  quantités  de  diverses  natures,  et  non  une 
identité  ou  une  tautologie.  La  dynamique  nous  parait  ren> 
fermer  une  dualité  qu'il  importe  de  mettre  en  évidence  : 
d'une  part  les  forces,  de  l'autre  les  masses;  les  forces 
agissent  sur  les  masses,  les  masses  subissent  l'action  des 
forces.  Une  multitude  de  faits  nous  révèlent  l'existence  de 
ces  deux  éléments,  et  nous  ne  voyons  aucun  avantage  à  cher- 
cher à  les  réduire  l'un  à  l'autre'.  (Cf.  g  350,  dernier  alinéa.) 

APPilREa  ENHBGtSTHEnn  DE  U.    LE  COLONEL  SEBERT. 

358.  M.  le  colonel  Sebert  a  imaginé  un  appareil  enregis- 
treur qui  fait  connaître  la.  loi  du  mouvement  d'un  projectile, 

<  Bien  que  les  quantités  primordiales  que  l'on  considère  en  mécaniqae  soient 
su  nombre  de  quatre,  longueur,  tempi,  force  et  iruHic  {I.  g  t),  il  est  nâcastaire 
de  Bter  seulement  trois  unités  pour  mesurer  cet  quatre  quintîtéi,  puisque 
l'équation  ¥  =  ni},  où  j  représente  une  longueur  divisée  par  le  carri  d'un 
t^mps  (I>  SS  ^  Bt  BI),  dËtermine  la  mesure  numérique  de  l'uDe  d'ellea  en 
fiMiclion  des  Kesures  numériques  des  trois  mtres.  L'usafe  qui  tend  A  prëTaloir 
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soit  ilutis  i'àiiie  de  la  bouche  h  feu,  soit  dans  un  milieu 
résistant  {Comptes  rendus  de  l' Académie  des  sciences,  21  et 
28  juin  1880). 

Le  projectile,  qui  est  creux,  renferme  dans  sa  cavité  inté- 
rieure une  lige  métallique  à  section  carrée,  placée  dans  son 
axe,  et  qui  sert  de  guide  à  une  masse  mobile  ;  cette  masse 
porte  ua  petit  diapason,  dont  les  branches  sont  munies  cha- 
cune d'une  petite  plume  métallique  ;  les  deux  plumes  sont 
en  contact  par  leurs  extrémités  avec  une  face  de  la  tige  préala- 
blement recouverte  de  noir  de  fumée. 

Avant  le  tir»  la  masse  mobile  est  amenée  contre  la  face 
antérieure  du  projectile  ;  le  diapason  se  trouve  en  prise,  en 
ce  point,  avec  un  petit  coin  fixé  invariablement  à  la  tige. 
Au  moment  du  tir,  le  projectile  pari;  mais  l'inertie  de  la 
masse  mobile  la  maintient  en  repos  sur  la  tige  qui  se  déplace 
avec  la  vitesse  du  projectile  ;  il  en  résulte  que  le  coin  est 
arraché,  et  que  le  diapason  entre  en  vibration  ;  les  plumes 
tracent  deux  courbes  sinusoïdales  symétriques  sur  le  noir  de 
fumée.  Si  l'on  coupe  ces  deux  courbes  par  leur  ligne  moyenne, 
qu'on  obtient  bien  aisément  en  promenant,  avant  le  tir,  la 
masse  mobile  le  long  de  la  tige  sans  faire  vibrer  le  diapason, 
les  intersections  de  l'une  quelconque  des  deux  courbes  avec 
sa  ligne  moyenne  font  connaître  avec  une  exactitude  suffi- 
sante les  positions  relatives  du  projectile  et  de  la  masse  mo- 
bile, au  bout  de  chacun  des  intervalles  de  temps  égaux  que 
représentent  les  vibrations  du  diapason. 

On  reconnaît  facilement  que  le  déplacement  de  la  masse 
inerte  est  tout  à  fait  négligeable,  «u  égard  à  la  vitesse  très 
grande  du  projectile,  pendant  qu'il  pa  rcourt  un  espace  égal  à  sa  ' 
propre  longueur.  On  laisse  d'ailleurs  à  la  lige  et  à  tout  le  méca- 
nisme interne  la  facilité  de  tourner  snreux-m  émes  à  l'intérieur 
du  projectile,  de  maniàre  à  les  soustraire  au  mouvement  de  ro- 

■ufourd'hui  pirmi  la  phyticicleas  Mt  de  prendre  le  centimètre  pour  unité  de 
longueur,  le  gramme,  contidërâ  comme  mesure  d'une  qusniiû  de  matière 
(tli  %  1&5),  comme  unilè  de  moïse,  el  It  leeonde  iexeg/iimalc  comme  UDitâ  ds 
tempt  Ud  di*igoe  ce  syttime  de  meiurei  par  lei  trob  leUr«t  C63. 
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tation  communiqué  au  projectile  par  les  rayuri»  de  la  pièce. 

Le  même  appareil  peut  être  appliqué  i  la  recherche  de  la 
loi  du  mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant, 
comme  une  muraille,  un  massif  de  terre,  une  cuirasse  de 
naTÎre,  elc.  Il  sufGt  de  placer  la  masse  mobile  munie  du  dia- 
pason à  l'arriéra  du  projectile,  et  non  à  l'avant:  seulement  le 
projectile  enregistreur  fiait  connaître  son  mouvement,  dans  ce 
cas,  sur  un  parcours  plus  grand  que  la  course  laissée  à  h 
masse  inerte;  car  cette  masse,  au  lieu  d'élre  en  repos  dans 
l'espace,  est  animée,  comme  le  projectile  lui-même,  au  mo- 
ment où  elle  touche  l'obstacle,  d'une  très  grande  vitesse  qu'elle 
conserve,  tandis  que  te  projectile  se  ralentit;  le  tracé  des 
courbes  fait  connaître  le  mouvement  relatif  des  deux  pièces. 

On  a  été  plus  loin,  et  au  moyen  de  projectiles  à  relais,  dans 
lesquels  un  premier  curseur,  parvenu  au  bout  de  sa  course, 
en  déclanche  un  second  qui  vient  le  relayer,  on  arrive  à  en- 
registrer le  mouvemcal  du  projectile  dans  l'air,  et  à  mesurer 
la  résistance  de  l'air  dans  le  voisinage  de  la  bouche  h  feu  '. 

Ces  appareils  constituent  une  belle  application  du  principe 
de  l'inertie. 

RECHERCHE  DE    COURSES  DE  SDRElt, 

3S9.  On  a  vu  (g  19)  que  les  diverses  trajectoires  parabo- 
liques que  l'on  obtient  en  faisant  varier,  dans  un  même  plan 
verlical,  la  direction,  mais  non  la  grandeur,  de  la  vitesse  ini- 
tiale d'un  projectile  pesant  lancé  dans  le  vide,  est  une  para- 
bole à  axe  vertical;  c'est  une  courbe  de  sûreté,  qui  limite  la 
région  du  plan  qu'il  est  possible  d'atteindre  avec  le  projectile. 

■  1.  Sebert  a  appliqué  lea  in£iuei  prtDcipN  t  la  mesure  deseftbrti  eiereja  pat 
]a  poudre  sur  le  prqjectLls,  abstraction  faite  des  rAsistaDces  qui  a'oppoawl  an 
mouTement,  et  il  a  reconnu  que  les  gii  de  la  poudre  continuent  1  exerça'  un 
eflel  seniible  sur  le  projectile  i  une  distance  beaucoup  plui  grande  qu'on  De 
l'admet  géDéralement.  Voir  sur  ce  sujet  les  Ettoit  tTenregitlrement  de  ta  loi  Jm 
mouvement  de*  projeciiUt.  expériencee  failee  à  la  poudrerie  de  Sevrmn-Ltwn/, 
par  H.  Seberl,  lieulenant-eoloiul  dartilltrie  de  tnariite  (Extrait  du  I 
de  l'arlillerls  de  marine,  3-  térie,  S.  —  18S1). 
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COURBES  DE  SDRETC.  «B 

On  peut  résoudre  un  problème  analogue  sur  le  mouvement 
des  planètes  tel  qu'il  est  défini  §  63  ;  une  planète  M  (ûg.  34) 
étant  lancée  dans  le  plan  du  pa  pier,  avec  une  vitesse  v,  donnée 
en  grandeur,  mais  non  en  direction;  quelle  est  l'enveloppe  dos 
trajectoires  que  l'on  obtient  en  donnant  à  cette  vitesse  v, 
toutes  les  directions  HÀ  possibles?  Quelle  est,  en  d'autres 
termes,  la  courbe  de  sûreté  dans  cette  espèce  de  tir  planétairel 

On  remarquera  que  toutes  les  trajectoires  obtenues  en  fai- 
sant varier  la  direction,  mais  non  la  grandeur,  de  v,,  sont 
des  courbes  de  même  espèce,  des  ellipses,  par  exemple,  si 

2/" 
B=  t>/ est  négatif.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Toutes 

ces  ellipses  ont  le  même  grand  axe,  2a,  car  a  ne  dépend  que  de 

B  par  l'équation  a^—  c-  Le  problème  est  donc  ramené  ik 

chercher  l'enveloppe  des  ellipses  de  même  grand  axe  2a, 
qui  passent  par  le  point  M  et  qui  ont  le  point  0  pour  foyer, 
n  est  très  facile  de  montrer  géométriquement  que  l'enveloppe 
cherehée  est  une  ellipse  ajanl  pour  foyers  les  points  0  et  M. 
et  pour  grand  axe  la  difTcrenceSa  —  r,.  Nous  renverrons 
pour  ta  solution  et  la  discussion  de  ce  problème  au  Compte 
rendu  du  congrès  de  Paris  de  tAttociation  françaite  pour 
ravancement  des  sciencei,  séance  du  23  août  1878. 

Au  congrès  de  Reims,  M.  Schoute  (de  La  Haye)  a  fait  voir 
(séance  du  ii  août  1880),  que  si,  au  lieu  de  supposer  l'attrac- 
tion proportionnelle  à  l'inverse  du  carré  de  la  distance,  on  la 
suppose  proportionnelle  à  la  distance  elle-même,  auquel  cas 
la  trajectoire  est  une  ellipse  ayant  pour  centrelepointO  (g  59), 
l'enveloppe  des  ellipses  obtenues  en  faisant  varier  la  direction, 
et  non  la  grandeur,  de  la  vitesse  initiale  v^,  est  une  ellipse 
ayant  le  point  0  pour  centre  et  le  point  M  pour  foyer. 
Nous  ajouterons  que  si,  en  divers  pointi  d'uneparoi  verticale 
baignée  d'un  côté  par  un  liquide  pesant  à  niveau  constant^  on. 
ouvre  successivement  des  orifices  infiniment  petits,  qui  laistent 
échapper  un  jet  parabolique,  l'enveloppe  de  toutes  les  paror 
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CD6  PROBLfillE  DE  KEPUH 

bote»  décrite»  datu  un  même  jÀan  vertical  ett  une  droite  m- 
dinée  à  45'  »ur  l'horizon.  (Voir  notre  Hydrauliq^,  2" 
édition,  Dunod,  1880,  p.  105.) 

PBOBLÈUE  DE  KEPLER  (g  67). 

560.  M.  Eugène  Bouché  a  donné,  dans  le  XXXIX-  cahier  du 
JoumtU  de  V École  polytechnique,  une  nouvelle  démonstration 
de  la  série  de  Lagrange  ;  il  en  a  fait  l'applicaUon  au  problème 
de  Kepler,  qui  consiste  à  exprimer  l'anomalie  moyenne  u  en 
fonclion  du  temps  t,  les  voriables  u  et  (  étant  liées  par  l'é- 
quation 

«-,Bin»  =  nl  +  ., 

«étant  le  moyen  mouvement,  et  e  l'exceotricité  relative. 
M.  Rouché  a  déterminé  très  élégamment  par  sa  méthode  lo 
condition  de  convergence  de  la  série  qui  exprime  la  valeur 
deu. 

On  peut  consulter  sur  ce  sujet  VAlgèbre  tupérieure  de 
M.  Serret,  3°"  édition  ,  tome  1",  pages  462  et  suivantes  (Voir 
aussi  notre  tome  V,  §  193  et  suiv.). 

SUR  URE  MÀNliRE  DE  HEKDRE  TADTOCHnOIfE  UinE  CODRBE  FLARE. 

36i.  La  cycloïde  représentée  par  l'équation  s*  =  8r», 
est  la  seule  courbe  plane  tautochrone.  Mais  ceci  suppose  que 
la  courbe  soit  parcourue  par  un  point  unique  pesant.  En 
substituant  au  point  unique  un  solide  de  révolution  dont  le 
centre  de  gravité  parcourt  la  courbe  donnée,  et  qui  soit 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe  de 
figure,  supposé  normal  au  plan  vertical  qui  contient  la  courbe, 
on  pourra  régler  la  vilesse  angulaire  du  corps  de  telle  sorte 
,que  la  durée  de  l'oscillation  soit  indépendante  de  l'écart 
initial.  C'est  le  principe  d'une  solution  qui  a  été  donnée  au 
Congrès  de  Paria,  le  24  août  1878,  complétée  au  Congrèt  de 
Nancy,  le  15  août  1886,  et  pour  laquelle  nous  renverrons 
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HOUTEHEKT  D'UN  POIHT  PESANT  SUR  UN  PARABOLOÎDE.  «] 

aux  Comptes  rendu$  de  C Association  française  pour  Vavati' 
cemmt  des  sciences.  La  solution  s'étend  sans  -difficulté  au 
pendule  composé  {§  265). 

M.  Phillips,  dans  un  travail  qui  a  été  publié  après  sa  mort 
dans  les  Comptes  rendm  de  VAcadémie  des  sciences  du  26 
janvier  i891 ,  a  fait  connaître  un  dispositif  qui  donne  au  pen- 
dule circulaire  un  tautochronisme  presque  parfait,  lorsque 
l'écart  n'excède  pas  1  à  2  degrés.  Le  principe  de  la  solution 
consiste  à  faire  agir  sur  le  pendule  un  ressort  dont  la  tension 
croit  à  mesure  que  l'écart  augmente,  de  manière  â  ramener 
sensiblement  le  moment  des  forces  qui  agissent  sur  le  pen- 
dule k  une  valeur  proportionnelle  à  l'angle  d'écart. 


■OUVEMENT  D  [IM  PO»T  PESAKT    StlB  Clt  PARABOLOÏDE  DE  RËTOLiniOIl 
A  AXE    VERTICAL    (g    208). 

362.  La  solution  donnée  dans  le  g  208  ne  s'applique  qu'aux 

oscillations,  assez  petites  pour  que  l'on  puisse  négliger  jtj 

devantl'unilé  au  numérateur  de  l'èquatton  {10), page  339. 
Si  l'on  conserve  ce  terme,  la  solution  ne  peut  plus  étic  expii- 
mée  que  par  les  séries,  ou  par  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  donné,  dans  un  mémoire  lithographie  {Paris. 
1874),  le  développement  en  série  de  la  solution.  Si  l'on  prend 
pour  variable  auxiliaire  l'angle  OCM  =  <p  (figure  107),  angle 
qui  dans  ta  solution  approximative  est  égal  à  iml,  et  qu'on 
pose,  pour  abréger  l'écriture, 

demi-eomine  des  rayons  des  parallèles  extrêmes  atteint»  à»*(k 
l'oscillation  du  point,  et 
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ON  HOtVUEDT  DON  POUIT  PESAKT 

demi-dilfôreDce  de  ces  mêmes  rayons,  on  aura 

8  .(  =  f  +  jl;  [(a*  +  6')  ,  -  ïafr  .in  ,] 

- gji  [(«*  +  »•)•?- 4-6  (a' +6')*  «in  f  +  S««6*  (o  +  ltteaf)] 

Dans  celle  dernière  équalion  <]'  représente  un  angle  auxi- 
liaire lié  i  ?  par  la  relation 


la*  +  6>)  — Satc(Hr' 


CCS  deux  angles  9  et  ^f  devant  s'annuler  ensemble. 

L'ordre  de  petitesse  de  chaque  terme  de  ces  séries  peut  Ctre 
regardé  comme  égal  à  l'exposant  de  11  en  dénominateur;  les 
séries  sont  d'autant  plus  convergentes  que  R  est  plus  grand 
par  rapport  à  {a+b]. 

Si  dans  ces  équations  on  fait  f  =  «,  ta  première  donne  la 
durée  T  du  Irajet  qui  amène  le  point  mobile  d'un  parallèle 
extrême  à  l'autre,  et  la  seconde  fait  connaître  l'angle  6 décrit 
sur  le  plan  horizontal  pendant  le  même  temps  parle  rayon 
vecteur  projeté  OM.  Si  l'on  suppose  encore  que  le  mouvement 
s'accomplisse  dans  l'ellipse  du  mo  uvement  simplifié,  il  faudra 
regarder  cette  ellipse  comme  mobile  dans  le  sens  positif  autour 
du  point  0,  et  animée  d'une  vitesse  angulaire  0  constante  et 
igideft 


«-ÇJ. 
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SUR  UN  PAHABOr^lDE.  eOO 

Arrêtons  l'approximation  aux  termes  du  second  ordre,  et 
nous  aurons 


On  reconnaîtra  ensuite  que  le 

mouvement     s'opère     bien     dans 

cette  ellipse  tournante,  à  ce  de^r6 

d'approximation,  en  rapportant  le 

/"  mouvement    &  des  axes  Oï",  OY' 

/  animés     autour    du    point  0    de 

''s-*^-  la  vitesse  angulaire    Q;   si    l'on 

appelle  u  l'anglo  azimulat  du  rayon  OC,  rapporté  à  l'axe 

fixe  OX,  et  u  Tangle  azimutal  du  même  rayon  rapporté  Ji 

l'axe  mobile  OX',  on  aura 


â?'**si 


=  5''  +  si?;''-F-[£  +  4fcO'''  +  *^?-5''*'" 


aux  termes  près  du  quatrième  ordre.  Donc  9  ^  2u',  équation 
qui  définit  une  ellipse  rapportée  aux  axes  mobiles  OX",  OY". 
Si  l'on  appelle  !^  et  Ç,  les  angles  d'écart,  minimum  et  maxi- 
mum, de  la  normale  qui  suit  le  point  mobile  par  rapport  h  la 
verticale,  et  qu'on  substitue  tes  angles  eux-mêmes  à  leurs 
tangentes  Irigonométriques,  on  aura  pour  la  durée  de  l'oscil- 
lation entière 

et  pour  la  TÎte^e  angulaire  de  l'ellipse  tournante, 


=  ^w< 


sa- 


363.  Les  mêmes  résultats  peuvent  s'étendre,  moyennant 
une  simple  modification  des  coefficients,  au  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  une  surface  de  révolution  quelconque,  tan* 
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PSNDCLE  COniQUB. 


gcnte  au  plan  horizontal  au  point  0.  On  pourra  représenter 
la  ^urlace,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  termes  du 
quatrième  ordre  inclusivement,  par  l'équation 


en  désignant  par  R  le  rayon  de  coui4>ure  de  la  surfoce  en  son 
sommet,  et  par  K  un  coefficient  numérique  constant;  et  les 
mêmes  calculs,  bornés  aux  termes  du  second  ordre,  mon- 
iFeront  que  le  mouvement  s'accomplit  encore  dans  une 
ellipse  tournante,  et  feront  connaître  la  durée  delà  révolution, 
et  la  vitesse  angulaire  de  cette  ellipse  dans  le  plan  horizontal. 
On  aura 

et  "^  ■' 

Si  l'on  fait  ^ = 0,  la  première  formuledonne  ta  durée  de  l'os- 
cillation complète  du  pendule  simple  sur  la  courbe  méridienne. 

Par  exemple,  pour  le  cercle  où  K  =  3,  la  formule 

donne  la  durée  de  l'oscillation  complète  du  pendule  circulaire, 
pour  un  écart  angulaire  Ci  (S  115). 

Pourlacycloïde,K:=  g,  et  2T  est  constant  et  égal  à  «l/ 5. 

On   voit  que  Q  n'est   nul   qu'autant  que  K  =^  ^,  de  sorte 

que,  sur  la  surface  engendrée  par  la  révolution  autour  de 
l'axe  des  s  de  la  courbe 

le  mouvement  d'un  point  pesant  s'effectuerait  dans  une 
ellipse  sensiblement  iixe. 

Remarquons  l'analogie  de  ce  mouvement  angulaire  de  l'el- 
lipse avec  le  déplaeement  de»  apaidet  des  orbite*  planétairet. 
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Rim  us  FORCES  INSTAKTàNÉBS. 

364.  Nous  avons  montré  (§  191  )  que  le  théorème  de  d'Alem- 
bert  peut  s'appliquer  aux  systèmes  soumis  à  des  forces 
instantanées,  en  partant  de  l'équation  de  l'équilibre  dyna- 
mique ou  du  travail  virtuel 

K^-S)"+(''-S)'»+(^-"S)-]=»- 

et  en  faisant  l'intégration  pendant  la  durée  0  de  l'action  des 
forces  instantanées  X,  Y,  Z.  11  est  possible  de  démontrer  la 
même  proposition  directement,  sans  rien  emprunter  au  théo- 
rème de  d'Alembert  appliqué  aux  forces  finies,  ni  à  l'équation 
qui  exprime  l'équilibre  entreles  forces  et  lesforces d'inertie. 
Considérons  d'abord  un  point  matériel  unique,  de  masse  m, 
sollicité  par  une  force  F,  constante  ou  variable,  qui  agit  sur 
ce  point  pendant  un  temps  S  très  court;  soient  v,  et  v  les 
vitesses  du  point  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  durée  6  ; 
nous  avons,  en  appliquant  le  théorème  des  quantités  de 
mouvement  projetées,  les  équations 

«•,—«««=  pr.dt, 

n^  —  mr^aa   j    r,dt, 

les  indices  désignantles  projections  des  vitesseset  des  forces  sur 
trois  axes  coordonnés,  qu'on  peut  supposer  rectangulaires. 

Ces  trots  équations  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
9;  on  peut  y  supposer  6  infiniment  petit,  et  F  infiniment 
grand;  alors  les  seconds  membres  se  réduisent  aux  composan- 
tes P,,  Pj,  P„  de  la  percusiion  exercée  sur  le  point,  et  l'on  a 


équations  qui  Font  connaître  les  variations  subies  par  les 
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composantes  de  la  vitesse  v,  sans  altération  appréciable  de  la 

position  du  point. 

Ces  équations  montrent  qu'en  projection  sur  chaque  aie, 
la  percussion  P  est  la  différence  entre  les  quantités  de  mou- 
vement mv,  mv„  qu'on  peut  assimiler  à  des  forces  instanta- 
nées, de  sorte  qu*t7  y  a  équilibre  entre  la  percu»non  V  ^  la 
quantité  de  mouvement  perdue,  résultante  des  quantités  de 
mouvement  mv,  et  mv. 

365.  Supposons  en  second  lieu  qu'un  système  matériel 
assujetti  à  des  liaisons  soit  soumis  i  des  forces  instantanées. 
On  pourra  appliquer  la  proposition  précédente  à  chaque  point 
matériel,  moyennant  qu'on  supprime  les  liaisons  et  qu*OD  les 
remplace  par  des  percussions  équivalentes. 
Soit  H  un  point  matériel  du  système  ;  il  est  soumis  par 
c  hypothèse  h  une  peivussion  /  Fib. 

que  nous  pouvons  représenter  par 
une  droite  UA  ;  les  liaisons  aux- 
quelles le  point  est  soumis  équiva- 
lent il  des  forces  qu'on  peut  com- 
poser en  une  seule,  et  soit  /  KJ/ 
la  percussion  résultante,  représen- 
tée sur  la  figure  par  la  droite  UB. 
Composons  MA  et  HB  ;  nous  oblieo- 
f'v-  tas.  drons  en  MC  la  résultante  des  for- 

ces qui  agissent  sur  le  point  H  supposé  libre;  et  en  vertu 
du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  si  l'on  prend  cette 
résultante  en  sens  contraire,  on  aura  en  HD  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  quantité  de  mouvement  Hu  perdue  par  le 
point  M.  Il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  du  système, 
et  il  y  a  par  conséquent  équilibre  en  chaque  point  entre  les 
percussions  qui  agissent  sur  ce  point,  les  percussions  qui 
tiennent  lieu  des  liaisons,  et  la  quantité  de  mouvement  per* 
duc.  Donc  enfin,  si  l'on  supprime  les  percussions  /  îidt, 
mais  qu'on  rétablisse  les  liaisons  équivalentes,  U  y  a  éqm- 
libre,  au  moyen  des  liaiton»,  entre  les  percuttiom  /filet 
lei  quantités  de  mouvement  perdues. 
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ntOBliVE  DES  TRAIECrOIBES  FeRHÉES  ^  333).  ' 

366.  On  trouvera  dans  les  Compte$  rendus  de  VAcaiémis 
des  science»  de  nouvelles  recherches  sur  fe  sujet  traité  par 
U.  i.  Bertrand  le  20  octobre  1873.  M.  Oarboux  a  cherché  la 
loi  que  doU  tuivre  une  force  centrale  pour  que  la  trajectoire 
soit  toujour»  une  conique  {Compte»  rendus  d'avril  et  de  mai 
1S77);  il  a  étendu  le  prublème  de  la  courbe  fermée  au  mou- 
vement  d'un  point  sur  une  surface  de  révolution  {Bulletin  de 
ta  Société  mathématique,  tome  V,  mars  1877). 

M.  Bertrand  a  démontré  dans  les  Comptes  rendu»  du  9  avril 
1 87  7 ,  que  de  la  première  loi  de  Kep  1er  seule  dérive  nécessai- 

rement  la  loi  de  Vatlraction j  dirigée  vers  le  soleil,  pourvu 

qu'on  sache  d  priori  que  les  composantes  de  la  force  sont  des 
fonctions  des  coordonnées  de  la  planète  par  rapport  à  des 
axes  tracés  dans  son  plan  par  le  centre  du  soleil,  et  qu'élite 
sont  indépendantes  du  temps  et  des  vitesses. 

H.  Halphen,  dans  les  Comptes  rendus  du  30  avril  1877,  a 
donné  une  solution  analytique  du  problème  suivant  ;  sachant 
que  les  planètes  décrivent  des  sections  coniques,  et  sans  rien 
supposer  de  plus,  trouver  l'expression  des  composantes  de 
la  force  qui  les  sollicite,  exprimées  en  fonction  des  coordon- 
nées de  son  point  d'application. 

Dans  les  Comptes  rendus  du  9  juillet  1877,  on  trouvera  une 
noie  de  M.  J.  Boussinesq  sur  les  mouvements  quasi  circu- 
laires d'un  point  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  fixe. 

Ces  diverses  recherches  contribuent  à  mettre  en  évidence 
le  caractère  individuel  de  loi  ncwtoniennc.  Nous  établirons 
aussi  dans  notre  cinquième  volume  que  la  seule  loi  d'attrac- 
tion pour  laquelle  une  couche  sphérique  homogène  n'exerce 
aucune  action  sur  un  point  intérieur  est  la  loi  newionienne 
{V  $  88  et  suiv.l 
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aUB  LE  FROTTEHEIIT  DE  GLISSEMBHT. 

S67.  Le  coefTicient  f  du  frottement  de  glissement  est 
regardé  dans  les  calculs  de  ta  dynamiq  ue  comme  indépeodanl 
de  la  vitesse  relative  des  corps  glissants.  Ce  n'est  là  qu'une 
approximalioii  plus  ou  moins  grossiôre,  et  les  études  expéri- 
mentales récentes  ont  montré  que  les  vitesses  ont,  au  contraire, 
une  influence  très  sensible  sur  le  rapport  du  frottement  à  la 
pression.  Coulomb  et  les  anciens  observateurs,  opérant  sur 
des  vitesses  très  petites,  ne  pouvaient  pas  s'en  apercevoir;  ils 
ont  seulement  constaté  la  réduction  que  subit  le  coelBcienl  du 
frottement,  dès  que  IC  départ  du  corps  a  eu  lieu,  c'est-i-dire 
dès  que  le  glissement  s'est  effectivement  produit 

Les  grandes  vitesses  réalisées  dans  les  chemins  de  fer  ont 
permis  de  répéter  les  expériences  dans  des  conditions  plus 
variables,  et  alors  l'influence  de  la  vitesse  s'est  manifestée 
d'une  manière  bien  évidente.  Citons  les  expériences  de 
MM.  Bochet',  Sella',  llirn%  Poirée*,  Conti*,  elc.  La  madàne 
à  essayer  les  huiles,  de  MM.  Deprex  et  Napoli,  peut  servir  à 
mettre  en  évidence  cette  influence  de  la  vitesse  relative  sur 
l'intensité  du  frottement.  On  en  trouvera  une  description  dans 
le  Bulletin  de  la  Sodêlé  iT encouragement  pour  Vindtutrie 
nationale,  juin  1878,  p.  28d. 

La  loi  qui  lie  le  coefficient  /"  è  la  vitesse  n'est  pas  encore 
connue,  et  le  problème  qui  consisterait  à  la  déterminer  est  si 
complexe,  qu'on  peut  douter  qu'elle  le  soit  jamais  entière- 
ment. Le  frottement  dépend  de  la  déformation  mutuelle  des 
surfaces  frottantes,  et  par  conséquent  de  l'élasticité  et  de  la 
raideur  des  corps  en  contact,  de  la  forme  des  parties  qui 

'Complet  KndiisderAcidèliiiedesMienMS.IftST,  LlV,  p.flSe.  — Dnd,  1K& 
(.  I,  p,  802;  — Ibid.,  ISeo,  t.  il,  p.  Q74. 

*  Hémoire  nir  U  réaJiUnce  qui  le  produit  quiodon  bit  glinor  ud  oorpfnr 
un  luire,  Acidémie  des  iciences  de  Turin,  1  inil  1804. 

>  Bulletin  de  b  Société  indiisirielle  de  Hulhouw,  lS5a. 

*  Bulletin  de  U  Société  des  ingénieur»  dvila  de  Ptris,  1804,  p.  33S. 

*  Conti,  Sul'  Atlrilo,  dîna  les  Comptes  rendus  de  l'Acidéniie  dei  Umci 
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tendent  i  se  pénétrer,  elc;  on  conçoit  qu'il  soit  moindre 
lorsque  ta  déformation  mutuelle,  une  fois  acquise,  se  con- 
serve, que  si  elle  s'efface  en  un  point  pour  se  reproduire 
immédiatement  en  un  autre;  par  exemple,  le  frottement  sera 
moindre  pour  une  couronne  métallique  circulaire,  qui  glisse 
le  long  d'une  pareille  couronne  âxe,  que  pour  une  bande 
rectiligne  de  même  surface,  soumise  aux  mêmes  pressions,  et 
glissant  en  ligne  droite  sur  un  plan  indéfini,  dont  elle  com- 
primerait incessamment  des  régions  nouvelles. 

La  réduction  du  frottement  à  mesure  que  la  vitesse  relative 
augmente,  peut  s'expliquer  par  l'influence  de  l'inertie  :  toute 
déformation  exige  un  certain  temps  pour  se  produire  ;  si  donc 
le  passage  du  corps  glissant  est  très  rapide,  la  déformation 
du  support  fixe  peut  être  très  faible,  bien  que  la  pression 
mutuelle  ait  conservé  toute  sa  valeur. 

Dans  les  applications  aux  machines,  le  problème  se  com- 
plique encore  è  cause  de  la  présence  des  enduits  liquides 
qu'on  interpose  entre  les  parties  frottantes.  Les  lois  du  frotte- 
ment dans  les  liquides  sont  tout  autres  que  celles  du  frotte- 
ment entre  solides  ;  on  a  constaté  depuis  longtemps  que  le 
frottement  des  liquides  varie  avec  la  vitesse,  et  croit  très 
rapidement  quand  elle  augmente;  de  sorte  que,  suivant  qu'on 
considère  les  parties  frottantes  comme  liquides  ou  comme 
solides,  il  faudrait  appliquer  au  phénomène  des  lois  inverses. 
On  ne  sait  encore  rien  sur  le  partage  à  opérer  en  pareil  cas,  et 
l'usage  est  consacré  de  conserver  au  coefGcient  f  une  valeur 
constante,  moyenne  des  observations  faites,  autant  que  pos- 
sible, dans  les  conditions  habituelles  de  vitesse  et  de  grais- 
sage. 

FBOBLËHE  BOR  LE   TltOTnilEIlT. 

368.  Un  train,  parcourant  un  chemin  de  fer  horizontal  avec 
une  vitesse  v  donnée,  se  compose  de  deux  parties  :  la  tête  a 
des  moyens  d'arrêt,  qui  consistent  dans  l'enrayage  de  toutes 
les  roues  ;  la  queue  n'a  pas  de  moyens  d'arrêt,  et  ses  roues 
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continueront  à  tourner  malgré  l'enrayage  de  la  iéle.  On 
demande,  connaissant  les  poids  des  deux  parties,  quel  par- 
cours le  train  effectuera  jusqu'à  l'arrêt,  et  quelle  sera  Ut 
réaction  moyenne  développée  pendant  ce  parcours  à  la  jonc- 
tion des  deux  parties. 

SoientP  le  poids  àe\Atête,Q  le  poids  de  la  queve;»  le  par- 
cours effectué  jusqu'à  l'arrêt  complet,  R  la  réaction  mutuelle 
à  la  jonction  des  poids  P  et  Q,  /*  le  coefficient  de  frottement 
applicable  au  glissement  de  fer  sur  fer. 

La  forc«  R  sera  une  résistance  pourlaqueue  du  train,  et  la 
réaction  —  R  sera  une  force  mouvante  pour  la  tête.  On  aura 
donc,  en  appliquant  le  Ihéorèrae  des  forces  vives  aux  deux  par- 
ties prises  à  part. 


On  a,  en  éliminant  R, 

résultat  conforme  à  celui  qu'on  a  trouvé  g  179,  et  qui  se  con- 
fond avec  lui  lorsqu'on  suppose  Q  =  o,  ou  tout  le  train  en- 
rayé ;  et,  en  éliminant*, 

qb*       p    8g/-_  var 

La  somme  P  +  Q  représente  le  poids  total  du  train.  On  voit 
que  la  l'éaclion  mutuelle  R  varie  avec  le  produit  P  Q  de  deux 
facteurs  dont  la  somme  est  constante,  et  qu'elle  est  maximum 
lorsque  P=Q,  ou  lorsque  le  poids  de  la  tête  est  égal  au  poids 
de  la  queue.  C'est  dans  ces  conditions  d'égalité  que  l'enrayage 
de  la  tête  entraine  le  plus  grand  effort  sur  la  queue. 

Si  au  lieu  d'enrayer  la  tête,  on  enrayait  la  queue,  eu  laissant 
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la  télé  libre,  l'eBort  R  changerait  de  signe,  mais  la  formule 
qui  doDDe  R  resterait  la  mâme,  et  R  serait  encore  maximum 
envaleur  absolue  lorsque  les  poids  Pet  Q  seraient  égaux.  Hais 
alors  la  résistance  développée  à  la  jonction  des  deux  parties 
représenterait  une  traction  sur  les  barres  d'attelage  :  l'égatilé 
des  parties  P  et  Q  est  par  conséquent  la  condition  qui  expose 
le  plus  les  barres  d'attelage  à  la  rupture  dans  le  cas  d'un  en- 
rayage  subit  delà  queue. 

Remarquons  que  le  coefficient  /,  dans  le  cas  d'une  rcme 
enrayée  qui  glisse  sur  un  rail,  diminue  si  la  roue  est  complè- 
tement immobile,  parce  que  le  fioltementproduit  un  polissage, 
au  point  de  contact  du  rail  et  de  la  roue.  Si,  au  contraire,  on 
biisse  la  roue  tourner  lentement,  elle  renouvelle  à  chaque  in- 
stant son  point  de  contactt  et  le  glissement  s'opère  constamment 
dans  les  conditions  du  frottement  le  plus  énergique.  De  là  la 
régie  suivie  dans  l'exploitation  des  chemins  de  fer,  de  ne  pas 
serrer  les  freins  àbloc,  pour  conserver  à  la  roue  une  certaine 
mobilité.  La  dislance  parcourue  jusqu'à  l'arrêt  diminue  un 
peu  dans  ces  conditions. 

SUB  LES    rOnCKS  inTÉRIEUBES   ET     LES  FORCEB  EXTÉRIEDRKS . 

369.  La  distinclion  établie  entre  les  forces  intérieures  et 
les  forces  extérieures  est  très  netle,  et  nous  n'aurions  rien  à 
y  ajouter,  si  certaines  observations  ne  paraissaient  parfois  lui 
donner  un  démenti,  en  montrant  l'iiiQuence  que  peuvent  avoir 
les  actions  intérieures  pour  produire  des  mouvemenis  d'en- 
semble d'un  système.  En  réalité,  le  mouvement  du  centrede 
gravité  est  exclusivement  réglé  par  les  forces  exiërieures, 
transportées  en  ce  point  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  sorte 
que  les  forces  intérieures,  toujours  mutuelles,  sont  impuis- 
santes à  le  modifier.  Si  donc  des  forces  intérieures  semblent 
modifier  le  mouvement  ilu  centre  de  gravité,  on  peut  être  cer. 
tain  que  c'est  là  un  effet  iadirccl,  et  que  les  forces  extérieures 
ont  été  mises  enjeu. 
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Par  exemple,  une  personne,  montée  sur  une  échelle  de  biblio- 
thèque, c'est-à^lire  sur  une  échelle  à  roulettes,  portant  ea 
haut  et  en  bas  sur  des  rails  fixés  au  plancher  et  i  la  muraille, 
peut,  sans  toucher  aucun  point  extérieur,  faire  avancer  l'é- 
chelle au  moyen  de  secousses  répétées  :  il  semble  que  les  ac- 
tions développées  dans  ces  secousses  soient  inléneures  el  mu- 
tuelles ;  mais  il  y  a  d'autres  forces  extérieures  qui  intervien- 
nent pour  produire  le  mouvement  observé,  ce  sont  la  pesan- 
tcvr  et  les  réactions  des  supports  de  l'échelle,  profondément 
modifiées  à  chaque  saut  de  la  personne  placée  dessus. 

Un  enfant,  debout  sur  la  planche  d'une  escarpolette,  par- 
Tieot  par  des  mouvements  du  corps  à  accroître  graduellement 
l'amplitude  des  oscillations  de  l'appareil  ;  il  ne  développe  h 
la  vérité  que  des  forces  intérieures,  mais  la  pesanteur,  force 
extérieure,  agit  sur  lui,  et  l'accroissement  d'amplitude  de  l'os. 
eillation  résulte  iramédiatemeat  des  changements  de  position 
du  centre  de  gravité  général.  En  même  temps,  des  modifica- 
tions correspondantes  s'opèrent  aux  points  d'attache  des 
cordes  û  l'axe  delà  rotation. 

Un  bateau  de  rivière,  à  fond  plat,  terminé  aux  deux  bouts 
par  une  paroi  inclinée,  est  fixé  au  rivage  par  le  stmplefrotle- 
ment  de  sa  paroi  terminale  qui  s'engage  dans  le  sable  ou  dans 
les  herbes  au  bord  du  cours  d'eau.  Pour  dégager  le  bateau,  et 
lui  rendre  sa  mobilité,  le  batelier  peut  entrer  dedans,  et  saisir 
une  chaîne  attachée  à  l'extrémité  portante;  il  exerce  sur  cette 
chaîne  unetraction  en  sautant  légèrement. Cette  traction  suffit 
poursoulever  la  partie  portante  ;  aussitôt  le  courant  eatraloe 
lebateau,  passéàl'étaldecorps  flottant.  Ici  on  ne  développe 
que  desactions  intérieures,  mais  ce  sont  les  forces  extérieures, 
savoir  la  pesanteur  et  les  actions  dynamiques  des  filets  liqui- 
des, qui  produisent  le  mouvement  observé  *. 

*  Du»  toui  GM  exemple»,  on  tronTe  toujcmrt  U  pestnteor  comme  force  «i- 
Uriaure;  il  ea  est  liiui  dtnt  tooi  le*  roouTcmeiiU  obierréi  k  li  lurrKc  de  la 
terre.  Nom  pouTont  ajoater,  luinnl  uae  remarque  due  k  M.  Marcel  Depro, 
que  la  paantear  al  la  ttuU  force  qui  irarertt  tout.  Elle  l'eierce,  en  eiret,  en 
dépit  de  lou  le*  obilaclei,  landii  qoe  le*  autres  (^eitti  phraiquei,  chaleur,  h)- 
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On  a  remarqué  que  le  recul  d'un  canon  est  moindre  quand 
on  interpose  des  ressorts  entre  les  tourillons  de  la  pièce  et 
l'afTât  :  ils  amortissent  en  partiela  violence  du  coup,  et  aug- 
mentent la  durée  de  la  transmission  de  la  poussée  exercée 
par  la  pièce  sur  l'axât.  Cette  augmentation  de  durée  modifie 
les  réactions  du  sol,  qui  ont  plus  de  temps  pour  se  développer 
et  pour  acquérir  les  limites  de  leurs  valeurs.  En  d'autres 
termes,  le  frottement  du  sol  augmente,  et  l'espace  parcouru 
dans  le  recul  devient  plus  petit.  Un  changement  des  actions 
intérieures  produit  en  définitive  uoe  modiâcalion  des  actions 
extérieures  et  du  mouvement  général. 

L'opération  du  serrage  des  freins,  dans  un  train  de  che- 
min de  fer,  ne  développe,  à  proprement  parler,  que  des 
forces  intérieures  ;  mais  elle  suffit  pour  substituer  le  glisse- 
ment au  roulement  des  roues  sur  le  rail,  et  pour  produire 
un  accroissement  des  résistances  extérieures  qui  ralentissent 
progressivement  le  train. 

370.  Remarque.  Le  théorème  des  forces  vives  peut  être 
appliqué  au  mouvement  du  centre  de  gravité,  considéré 
comme  un  point  de  masse  égale  à  la  masse  totale  du  système 
mobile,  sollicité  par  les  forces  extérieures  seules.  Dans  l'équa- 
tion qui  traduira  ce  théorème,  le  travail  des  forces  intérieures 
sera  donc  éliminé.  Si  u  et  u,  sont  les  vitesses  absolues  du 
centre  de  gravite  dans  deux  positions,  que  M  soit  la  masse 
totale,  X,  Y,  Z  les  composantes,  parallèles  à  trois  axes 
rectangulaires,  de  la  régttltante  de  tranêlation,  et  dx,  dy,  dz 
les  projections  sur  les  mêmes  axes  du  déplacement  du  centre 
de  gravité,  on  aura 


î  Mb*-  5  Mb,*. 
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l'intégrale  étant  prise  entre  les  positions  correspondantes  aux 
vitesses  u  et  u,. 


nàtm,  électriciid,  preaiion  dn  fluidei ,  Mot  limiUi  dini  leur  BCtloa  par  u 
fonlfl  de  drconituiee*  pirlieulièm. 
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TBËORIE    SOMHAIRE  SV  NOnTEHEAT  DD  BOOMABIKC. 

571.  Certaines  peuplades  font  usage  d'une  anne  appelés 

boomarang,  qui   n'est  autre   chose  qu'un  bâion  courbé  en 

rorme  d'arc  parabolique,  aplati  dans  le  plan  moyen  de  la 

figure,  de  manière  à  présenter  normalement  i  ce  plan  une 

Taible     épaisseur. 

^^^^^^^  K     Pour  lancer  ce  pro- 

j^Ê^Kt^^^^  V     jectile,  on  l'incline 

^M^^^^^H^^^  par  rapport  à  l'ho- 

^^^r  ^^^^k.  rizon,        on 

^^^  ^^^^  communique  à   la 

^^r  ^'  X  ^^^^      main  dans  son  plan 

^r  ^^P      un  double  mouve- 

ment,  savoir,  une 

translation,  et  une 

rotation  autour  de  son  centre   de  gravité.  Le  boomai-ang 

s'échappe,  et,  en  généinl,  on  le  voit  décrire  dans  l'air,  en 

tournant  sur  lui-même,  une  parabole  qui  reste  sensiblement 

dans  le  plan  incliné  de  l 'appareil  au  départ.  Nous  nous  pro- 

posons  de  chercher  à  expliquer  ce  mouvement  par  le  jeu  des 

forces  appliquées  au  système  mobile. 

Le  boomarang  peut  être  r^ardé  comme  symétrique  par 
rapport  à  son  plan  moyen.  H  en  résulte  que  son  ellipsoïde 
central  d'inertie  a  ce  plan  pour  plan  principal;  la  perpendicu- 
laire au  plan  moyen  élevée  au  centre  de  gravité  est  donc  un 
axe  principal,  c'est  à-dire  un  axe  naturel  de  i-otation,  autour 
duquel  la  rotation,  une  fois  commencée,  peut  se  prolonger  in 
dëfiniment,  si  des  forces  n'interviennent  pas  pour  la  modifier 
Les  forces  qui  agissent  sur  le  boomarang  sont  la  pesanteur 
et  la  résistance  de  l'air.  Nous  les  décomposerons  chacune  en 
deux  compusantes.  Tune  normale  au  plan  de  l'appareil, 
l'autre  située  dans  ce  plan. 

Pour  la  pesanteur,  nous  obtenons  une  composante  N,  nor- 
male au  plan,  et  une  autre  composante  0  dirigée  de  haut  eu 
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baa,  le  long  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Toutes 
deux  sont  appliquées  au  centre  de  gravité  G. 

La  résistance  de  l'air  doone  aussi  deux  séries  de  compo- 
santes; les  unes,  appliquées  dans  le  plan,  sont  dues  aux 
actions  développées  sur  la  tranche  du  projectile  qui  tourne 
avec  rapidité  dans  son  plan  mojen  ;  elles  sont  en  général 
très  faibles,  è  cause  de  la  petitesse  de  l'épaisseur;  comme  le 
mouvement  giratoire  est  très  rapide  par  rapport  à  la  transla- 
tion, les  résistances  de  l'air  sont  sensiblement  les  mêmes  que 
si  le  bâton  tournait  autour  de  son  centre  de  gravité  supposé 
fixe  ;  il  en  résulte  que  les  actions  développées  sont  à  peu  près 
égales  et  contraires  deux  à  deux,  et  qu'elles  se  détruisent  en 
projection  sur  un  axe  quelconque  ;  transportées  au  centre 
de  gravité,  elles  s'y  feront  équilibre.  Au  contraire,  leurs 
moments,  qui  sont  de  même  signe,  s'ajoutent  pour  donner 
un  couple  situé  dans  le  plaa  de  l'instrument  et  dirigé  en 
sens  contraire  de  sa  rotation  effective. 

Les  autres  composantes  de  ta  résistance  de  l'air  sont  nor- 
males au  plan  de  l'instrument,  c'est-à-dire  parallèles  i  la 
force  N.  Elles  correspondent  à  un  mouvement  de  dérive  du 
boomerang  sous  raclioo  de  celte  force  N  ;  la  largeur  de  l'appa- 
reil dans  son  plan  mojen  tend  à  réduire  ce  mouvement  de 
dérive,  c'est-à-dire  ce  déplacement  du  plan  parallèlement  à  lui- 
même;  la  résultante  des  actions  normales  de  l'air  fait,  dans 
tous  les  cas,  équilibre  à  ta  force  N  ;  elle  passe  d'ailleurs  par 
le  centre  de  gravité,  et  n'a  pas  de  moment  par  rapport  à 
l'axe  de  rolation. 

En  définitive,  tontes  les  forces  ont  un  moment  nul  par 
rapport  à  cet  axe,  sauf  les  actions  de  l'air  sur  la  tranche  du 
projectile,  actions  qui  se  composent  en  un  couple  normal  à 
cet  axe,  de  sorte  que  l'axe  de  rotation  conservera  son  parallé- 
lisme pendant  tout  le  mouvement;  l'effet  de  ce  couple  est 
une  simple  réduction  graduelle  de  la  vitesse  angulaire. 

La  force  N  étant  équilibrée  par  la  résistance  de  l'air  déve- 
loppée dans  le  sens  normal,  il  reste  pour  régler  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  la  composante  Q,  agissant  suivant  la 
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ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  incliné.   Le  centre   de 

gravité  décrira  donc  une  parabole  dans  le  plan  même  de  ia 

figure,  pendant  que  ia  force  N  produit  un  déplacement  uni- 

forme  de  ce  plan  parallèlement  à  lui-même.  Comme   cas 

particulier,    le  projectile   pourra    monter  en  ligne   droite 

suivant  la  ligne  de    plus  grande   pente,   puis  redescendre 

suivant  la  même  ligne,  de  m&me  qu'un  corps  pesant,  lancé 

de  bas  en  haut,  monte  et  redescend  suivant  la  verticale. 

Le  mouvement  giratoire  a  donc  pour  résultat  la  conservation 

du  parallélisme  du   plan  moyen  du   projectile,  et  permet 

d'effectuer  le  tir  rlans  un  plan  oblique  à  l'horiion.  Si  ■  est 

l'angle  de  ce  plan  avec  l'horiion,  g  sin  n  sera  la  composante  de 

la  pesanteur;  soîtT  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité,  et 

l'angle  qu'elle  fait  avec  l'horiiontale  du  plan:  l'amplitude  du 

¥'  V* 

jet  sera  — : —  sin  2ô,  au  lieu  de  —  sin  Sp,  formule  du  tir 
jjsm»  '^  9 

dans  le  plan  vertical  ^  18)  ;  elle  augmente  donc  dans  le  rap* 
port  de  sin  «  à  l'unité.  La  vitesse  du  déplacement  du  plan 
est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'autre  composante 
gcosa;  mais  on  peut  l'atténuer  autant  qu'on  le  veut,  en  don- 
nant à  l'appareil  asset  de  lai^ur. 

En  réalité,  la  trajectoire  est  influencée  par  la  résistance  de 
l'air,  qui  réduit  légèrement  l'amplitude  du  jet,  dans  le  tir 
oblique  comme  dans  le  tir  vertical. 

On  obtiendrait  des  résultats  analogues  en  lançant  des  disques 
plats,  auxquels  on  aurait  communiqué  au  départ  un  rapide 
mouvement  giratoire  autour  de  leur  axe  de  figure. 

372.  On  solide  de  révolution,  animé  d'une  vitesse  de  rota- 
tion très  considérable  autour  de  son  axe  de  ligure,  qui  est 
pour  lui  un  axe  naturel,  tourne  indéfiniment  autour  de  cet 
axe,  qui  conserve  un  parallélisme  constant  dans  l'espace, 
pourvu  qu'aucune  force  n'intervienne.  H  en  est  ainsi  lorsque 
la  toupie  a  son  axe  vertical  ;  car  alors  la  pesanteur  et  la  réac- 
tion du  sol  où  elle  repose  n'ont  pas  d'influence  sur  l'orirata- 
tion  que  prend  l'axe,  et  ne  tendent  pas  à  l'incliner. 

On  s'est  servi  de  cette  propriété  pour  obtenir  à  bord  des 
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bâtimenis  une  verticale  fixe,  à  laquelle  on  puisse  rapporter  les 
mouvements  angulaires  du  roulis  et  du  tangage.  La  toupie, 
lancée  de  manière  que  son  axe  soit  vertical,  demeurera  ver- 
ticale pendant  un  certain  temps,  malgré  les  oscillations  du 
bâtiment.  Il  suflît  donc  pendant  ce  temps  d'observer  tes 
angles  que  décrivent  par  rapport  à  l'axe  de  la  toupie  deux 
droites  enlratnées  par  le  bâtiment,  pour  déterminer  les  limites 
da  rinclinaison  qu'il  prend  dans  ses  mouvements  oscillaloires. 

FEKDULI   GIROSCOPIQOE    DE   H.    CRtItT. 

573.  On  trouvera  dans  les  Comptes  rendue  de  l'Académie 
de«8ctence«du  i7  février  1879  la  description  d'un  appareil 
qui  n'est  autre  que  la  combinaison  du  giroscopc  de  Foucault 
avec  le  pendule  conique  :  ce  système  est  dû  à  M.  Gruey. 

Une  tige,  reliée  en  0  à  une  suspension  de  Cardan,  porte  i 
sa  pai'tie  inférieure  un  giroscope. 
On  communique  au  giroscope 
une  vitesse  angulaire  «>>  autour  de 
son  axe  de  figure,  après  avoir 
écarté  la  tige  ab  de  la  verticale 
d'unanglede  30* environ.  Si  alors 
on  abandonne  la  tige,  on  voit  Tcx- 
trémité  c  décrire  une  ligne  sphé- 
rique,  brisée,  régulière,  ètoitéc 
autour  de  la  verticale  du  point  0. 
Le  phénomène  est  d'autant  plus 
sensible  que  la  vitesse  angulaire  u 
est  plus  grande.  Pour  les  petites 
valeurs  de  w,  la  tige  passe  à  peu 
près  par  la  verticale  du  point  0  à 
chaque  oscillation ,  et  le  plan 
d'oscillation  tourne  autour  de 
cette  droite  dans  le  sens  de  la 
rotation    de  la    terre ,    comme  ^*'  **' 

dans    l'expérience    de   Foucault  sur   le  pendule  simple. 

La  rotation  rapide  du  giroscope  développe  une  tendance  de 
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l'axe  bc  à  cODservei'  son  parallélisme  ;  la  pesanteur  tend  au 
contraire  à  altérer  le  paraHëlisme  de  la  tige  i^.  Le  phéDo- 
mùne  observé  i-ésulte  du  coailit  de  ces  deux  teodanccs 
contradictoires:  l'oscillation  simple  se  fait  en  définitive  sui- 
vant une  route  qui  exige  une  moindre  dévialioD  angulaire  de  la 
lige  abc,  que  si  elle  s'opérait  dans  un  plan  passant  par  la  ver- 
ticale du  point  0. 

Citons  encore,  &  propos  des  giroseopes,  le  nouvel  appareil 
que  M.  G.  Sire  a  présenté  à  l'Académie  des  sciences  le  19  janvier 
1891,  sous  le  nom  de  giroxcope  alternatif;  la  théorie  de  cet 
appareil  parait  analogue  à  celle  du  culbuteur  de  Hardy  {%  529). 
snu  LE  CBOc  DES  CORPS  ^  348  et  349). 
374.  Nous  ne  nous  sommes  occupés  que  du  choc  direct  de 
deux  corps  sphériques.  Les  mêmes  principes  qui  nous  ont  servi 
peuvent  s'étendre  au  cas  général;  mais  le  problème  devient 
beaucoupplus  compliqué.  Nous  renverrons  pour  l'étude  de  celle 
question  à  un-mémoire  de  M.  Darboux  qui  résume  ce  que  l'oD 
sait  sur  ce  sujet,  et  qui  fait  connaître  des  résultats  nouveaux 
(Bulletin  des  sciences  mathémaliquesy  2*  série,  tome IV,  1880). 
M.  Marcel  DcfH'eE  a  donné  au  Congrès  de  Nantes,  en  1875, 
une  construction  graphique  pour  trouver  les  vitesses  et  les 
directions  du  mouvement  après  le  choc  de  deux  corps  sphé- 
riques se  rencontrant  obliquement. 

Soient  A  et  B  deux  corps  sphériques  que  nous  pouvons  ré- 
duire par  la  pensée  à  leurs  centres  de  gravité;  supposons 
qu'un  instant  avant  le 
B^  choc  ils  occupait  les  po- 
sitions A  et  B  ;  ils  se  ren- 
contrenl  en  C  au  bout  de 
cet  instant,  et  par  con- 
séquent leurs  vitesses  si- 
multanées sontreprésoi- 
lées  par  les  droites  AC, 
*  ^     ..    ,^      "  BC.  Soit  G  le  «entre  de 

^'B- **■  -..1       1 

gravité  de  leur  ensem- 
ble; GC  sera  la  vitesse  du  point  G.  Or  cette  vitesse  n'est  pas 
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changée  par  le  choc,  qui  ne  développe  que  des  forces  intérîeu' 
res.  L'instant  'suivant,  le  centre  de  gravité  se  trouvera  donc  en 
G',  snr  le  prolongement  de  GC,  et  à  unedistanc«G'CdupointC. 
égale  à  GC.  Si  les  corps  sont  parraitemcnt  mous,  le  choc  est 
terminé  dès  que  les  vitesses  sont  devenues  les  mêmes,  et  par 
suite  les  deux  corps  parcourront  ensemble  après  le  choc  la 
droite  CG',  qui  sera  leur  vitesse  commune.  Si  les  corps  sont 
parfaitement  élastiques,  chacun  gagnera  ou  perdra»  dans  la 
seconde  phase  du  choc,  la  même  vitesse  qu'il  aura  gagnée  ou 
perdue  dans  la  première.  Or  si  le  choc  n'avait  pas  eu  lieu,  le 
corps  A  serait  parvenu  dans  le  second  intervalle  de  temps  au 
point  A',  et  te  corps  B  au  point  B'  ;  comme  au  bout  de  la  pre- 
mière  période,  ils  ont  tous  deux  la  vitesse  CG',  ils  ont  gagné, 
le  premier  la  vitesse  A'G',  le  second  la  vitesse  B'G'.  La  seconde 
période  leur  fait  encore  gagner  les  mêmes  vitesses  ;  il  sufDra 
donc  de  prendra  G'B*  =  G'B',  et  G' A'  =  G'A',  pour  avoir  les 
positions  Â'  et  B'occupées  par  les  deux  corps  après  le  choc.  En 
d'autres  termes  la  droite  B'A',  égale  et  parallèle  à  AB,  est 
retournée  sur  elle-même  en  A'B*  autour  du  point  G,  et  les 
droites  CA',  CB*  représentent  les  vilesses  finales  des  points  A 
et  B.Le  choc  fait  brusquement  succéder  la  vitesse  CA'  à  la 
vitesse  AC,  et  la  vitesse  CE"  à  la  vitesse  BC. 

La  figure  montre  que  la  force  vive  n'est  pas  altérée;  en 
effet,  si  m  et  m'  désignent  les  masses  des  points  A  et  B,  1« 
force  vive  avant  le  choc  est  la  somme 

»iXÏ6'  +  ili'XCB*  =  (»i  +  m'>xCG'  +  «' X  c5*  -f- "  X  JW*. 

et  après  le  choc  elle  devient 

«ixCi"'  +  «'xc«"»  =  (w  +  »o£c"  +  ».'x&ff"+  MX  Pc". 

Or  les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités  sont  identiques, 
puisqu'on  a  CG'  =  CG,  0-8'=  G'B'  =  GB,  A'G  =  A'G'=  AG  j 
les  premiers  membres  sont  donc  égaux,  et  le  théorème  est 
démontré. 
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EFFETS  DES  CB0C3.  —  HPÊRIESCK  DE  H.  Kftim. 

575-  M.  Marey  a  communiqué  au  congrès  de  Lille,  en  1874. 
l'expérience  suivante,  qu'il  avait  déjà  donnée  en  186S  dans 
ses  Recherches  êur  le  mouvement  dans  let  fonction»  de  la  vie. 

'  •  Un  fléau  de  balance  porte  à  l'une  de  ses  extrémités  un  poids 
déterminé,  100  grammes  par  exemple  ;  à  l'autre  extrémité  on 
attache  un  poids  beaucoup  plus  pelil,  de  10  grammes,  par 
l'intermédiaire  d'un  fil  doué  d'une  élasticité  plus  ou  moins 
grande.  Dans  l'état  initial  de  repos  des  deux  poids,  le  plus 
grand  tend  à  enlever  le  plus  petit,  et  le  fléau  de  la  balance 
9'inclinerait  du  cAlé  où  agit  le  plus  grand,  si  ce  mouvement 
n'était  pas  empêché  dans  ce  sens  par  un  obstacle  particulier. 
Le  fléau  reste  donc  appuyé  sut  cet  obstacle,  et  ne  peut  s'in- 
cliner ^ue  du  c6lé  du  petit  poids. 

Cela  étant,  on  soulève  le  petit  poids  verticalement  jusqu'à 
une  certaine  hauteur,  d'où  on  le  laisse  retomber;  le  ûl  se 
tend  sous  te  choc  du  poids,  et  l'on  observe,  que,  dans  les  condi- 
tions où  l'expérience  est  faite,  si  le  fîl  est  presque  inexten- 
sible, le  fléau  de  la  balance  reste  immobile,  tandis  que,  si  le 
fli  est  élastique  et  s'allonge  sensiblement,  le  fléau  s'incline 
tomme  si  le  poids  de  10  grammes  enlevait  un  poids  dix  Fois 
plus  grand. 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  fil  soit  sans  masse,  et 
doué  d'élasticité. 

Désignons  par  T  la  tension  dtiveioppiïedans  te  R\  a  un  cer- 
tain'instant;  elle  est  liée  à  l'allongement  correspondant  x  par 
l'équation 


oô  L  représente  la  longueur  du  fit  à  l'état  natuiy:!, Usa  section, 
et  E  son  coefficient  d'élasticité  (g  546).  Soit  h  la  hauteur  d'où 
on  laisse  retomber  le  plus  petit  poidsp;  le  Gl,  supposé  sans 
masse,  s'allongera  d'une  quantité  l  jusqu'à  ce  que  le  travail  de 
la  tension  T  ait  détruit  le  travail  de  la  pesanteur,  lequel  est 
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mesuré  par  le  produit  px{h  +  li;  l'allongement  total  sera 
donc  donné  par  l'équation 

équation  du  second  degré,  dont  la  racine  positive  fait  con- 
naître /,  et  par  suite  la  tension  T  correspondante.  On  a 

■      Lp         /L'y'     ai-M" 
ÎO  ■•■  V  E"û«  "^  E  û 

et  par  conséquent 

ce  qui  montre  qu'on  peut  toujnurs  prendre  h  asseï  grand 
pour  que  T  surpasse  le  grand  poids  P. 

Plus  le  fil  aura  de  raideur,  et  plus  T  sera  grand.  Il  semble 
donc  qu'un  fil  inextensible,  pour  lequel  E  aurait  une  très 
grande  valeur,  devrait  faire  basculer  le  fléau  en  le  détachant 
de  son  appui,  de  préférence  au  fil  très  élastique,  pour  lequel 
E  a  une  valeur  moindre.  Or,  c'est  le  contraire  que  l'on 
observe. 

On  explique  facilement  cette  anomalie  apparente,  en  remar- 
quant que,  dans  le  cas  d'un  fil  inextensible,  il  y  a  pro- 
duction d'un  choc;  la  massadu  fil  intervient  alors  nécessaire- 
ment, et  il  se  développe  une  tension  très  énergique  dans  les 
parties  du  fil  les  plus  voisines  de  l'attache  du  poids;  mais  ce 
phénomène  ne  dure  qu'un  temps  Iras  court,  pendant  lequel 
il  n'y  a  pas  de  déplacement  appréciable  des  parties  choquées. 
Le  poids  p  perd  subitement  sa  vitesse,  et  n'exerce  plus  ensuite 
qu'une  tension  égale  à  p.  La  force  vive  en  apparence  anéantie 
s'est  transformée  en  ébranlements  des  supports  et  en  cha- 
leur :  quant  au  poids  P,  jl  reste  immobile.  Si  l'on  augmente 
h,  on  pourra  casser  le  fil  avant  de  produire  le  déplacement 
du  poids  P. 

Au  contraire,  si  le  fil  est  très  élastique,  ou  si  E  a  une  médio- 
cre valeur,  il  n'y  a  pas  choc  à  proprement  parler.  La  déforma- 
tioD  s'opère  dans  un  temps  fini,  etla  tension  T,  graduellement 
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croissaDte»  est  transmise  au  fléau,  qu'elle  ne  tarde  pas  k  faire 
basculer,  quand  elle  a  acquis  une  intensità  supérieure  i  P. 

Cette  expérience  a  conduit  U.  Marey  h  conclure  que  «  le 
a  ressort  élastique  placé  entre  une  voilure  et  le  trait  qui  lui 
«  transmet  la  force  du  moteur,  doit  produire  une  meilleure 
•  utilisation  des  forces  intermittentes  appliquées  à  le  dé- 
0  placer.  »  Ce  ressort  supprime  pour  ainsi  dire  les  chocs,  et  y 
siibstitue  des  aclions  continues,  au  grand  avantage  du  traTail 
produit  et  du  moteur  employé  i  le  produire. 

576.  La  même  expérience  monire  quelle  influence  a  la 
durée  sur  la  production  des  phénomènes.  Suivant  que  l'action 
du  poids  p  sur  le  fit  est  instantanée  ou  répartie  sur  une  durée 
suffisamment  longue,  on  observe  des  résultats  difTérents. 
Un  grand  nombre  de  phénomènes  donnent  lieu  à  la  même 
remarque.  Nous  citerons  les  suivants  : 

1*  Un  patineur,  lancé  à  grande  vitesse  sur  la  glace,  peut 
franchir  sans  accident  des  régions  où  ta  glace  a  une  faible 
épaisseur  ;  elle  se  romprait  s'il  s'y  arrêtait  pendant  un 
temps  appréciable.  La  pression  exercée  sur  la  glace  est  ce- 
.  pendant  la  même,  si  le  mouvement  du  patineur  est  supposé 
recliligne  ;  mais  il  faut  du  temps  pour  opérer  la  déformation 
qui  précède  et  prépare  la  rupture;  dans  le  cas  du  passage 
rapide,  l'inertie  de  la  glace  s'oppose  aune  rupture  instantanée. 

2°  Un  boulet  qui.  animé  d'une  grande  vitesse,  rencontre 
une  barre  de  fer,  la  coupe  net,  en  enlevant  un  tron{on  égal  à 
wn  propre  diamètre,  sans  déformer  les  parties  voisines;  le 
même  boulet,  i  vitesse  plus  faible,  coupe  la  barre  en  la 
déformant,  ou  la  courbs  simplement,  et  l'efTel  produit  se 
répartit  sur  une  longueur  beaucoup  plus  grande.  Cette  variété 
d'effets  s'observe  quand  un  même  boulet  rencontre  sous  un 
petit  angle  une  grille  formée  de  barreaux  équidistants  ;  le 
premier  barreau  touché  est  coupé  net  sans  déviation  des 
parties  l'estantes;  le  second,  atteint  par  le  boulet  déjà  ra- 
lenti, est  un  peu  déformé;  le  troisième  l'est  davantage,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  barreau  touché»  qui  avbit  une 
déviation  sans  se  rompre. 
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De  même  uoe  balle  morte  brise  un  carreau  de  vitre;  une 
balls  animée  d'une  grande  vitesse  le  perce' en  enlevant  le 
morceau  qui  fait  obslacle  &  son  passage. 

C'est  sur  ces  observalions  que  repose  le  tir  à  ricocketa, 
dans  lequel  on  emploie  des  boulels  tancés  à  faible  vitesse, 
et  ricochant  plusieurs  fais  sur  le  sol  avant  d'alleindre  le 
but,  pour  mettre  hors  de  service  l'artillerie  d'une  place 


8UB   LES   II0IIENT8    D INERIIE. 

377.  La  théorie  des  moments  d'iaerlie  peut  être  et  a  été  gé- 
oéralisée  de  diverses  manières.  Nous  nous  sommes  occupés 
principalement  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  des 
droites  ;  mais  on  peut  aussi,  comme  nous  l'avons  du  reste 
fail  incidemment,  considérer  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port i  des  plans.  Dans  ce  cas,  rien  n'empêche  de  substituer 
aux  distances  normale»  qui  entrent  dans  la  somme  2  mr', 
des  distance!  obliques  comptées  parallèlement  à  une  direction 
fixe  :  on  obtient  ainsi  le  moment  d'inertie  oblique  du  système 
dépeints  par  rapport  au  plan  considéré.  À  un  autre  point  de 
vue,  on  peut  étudier  les  sommes  S  mr',  dans  lesquelles  les 
distances  r,  normales  ou  obliques,  sont  éltivées  à  la  puis- 
sance de  degré  p,  et  dans  cet  ordre  d'idées,  les  moments 
d'inertie,  pour  lesquels  p  =  2,  pourront  être  définis  les  mo- 
ments du  second  ordre. 

Nous  renverrons  pour  l'étude  des  moments  d'inertie  obli- 
ques à  un  mémoire  de  M,  Giuseppelung,  professeur  à  Tlnslitut 
technique -su  pé  lieu  r  de  Hilan  intitulé  :  a  Suimomentiobtiqui 
di  un  sistema  di  punti  e  suW  imaginàres  Bild  di  Besse  » 
(Extrait  du  volume  publié  à  la  mémoire  de  Domenico  Chelini, 
Uilaa,  chez  Hcepli,  avril  1881).  On  trouvera  dans  ce  mémoire 
une  démonstration  synthétique  d'un  Ihéorëmc  dû  à  M.  Reye  : 
&anl  donné  un  système  de  points  affectés  chacun  d'un  coef- 
ficienl  m,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  le  remplacer,  au 
point  de  vue  de»  moments  dHnertie,parun  système  équivalent 
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de  4  points  seulement.  L'équivalence  consiste  en  ce  que  les 
momenis  d'inerlie  des  deux  systèmes  par  rapport  à  un  plan 
quelconque  sont  identiques,  tes  distances  étant  prises,  soit 
normalement,  soit  parai  lëioment  à  une  mftme  direction.  Si 
celte  condition  est  satisfaite  pour  un  plan  quelconque,  elle 
est  aussi  satisfaite  pour  les  moments  par  rapport  à  une  droite 
quelconque,  et  pour  les  moments  par  rapport  à  un  point.  Car 
le  moment  d'isertie  d'un  système  par  rapporta  une  droite 
est  la  somme  des  momenis  d'inertie  normaux  du  système  par 
rapport  à  deux  plans  rectangulaires  conduits  parla  droite; 
et  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  est  la  moitié  de 
la  somme  des  moments  d'inei-tie  normaux  du  système 
par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires  menés  par  le 
point. 

La  dislance  oblique  et  la  distance  normale  d'un  même  point 
à  un  plan  sont  dans  un  rapport  constant,  égal  au  cosinus  de 
l'angle  des  deui  directions.  On  voit  par  là  que  les  rapports 
des  moments  d'inertie  de  deux  systèmes  par  rapport  à  un 
plan  restent  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  direction  parallèle- 
ment à  laquelle  on  compte  les  dislances. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  système  de 
points  situés  dans  un  plan.  On  peut  prendre  les  moments  d'i- 
nertie de  ce  système  par  rapport  à  une  droite  située  dans  le 
plan,  les  prendre  normalement  à  la  droite,  ou  obliquement, 
parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  et  te  théorème  de  Reye 
permet  alors  de  réduire  à  trois  points,  au  lieu  de  quatre,  le 
système  équivalent  au  système  donné. 

37S.  Occupons-nous  en  premier  lieu  de  ce  problème  particu- 
lier, où  l'on  a  en  vue  un  système  de  points  situés  dans  un  même 
plan.  La  théorie  des  moments  d'inertie  se  simplifie  dans  ce 
cas,  mais  elle  reste  calquée  sur  la  théorïe  que  nous  avons 
exposée  pour  les  moments  d'inertie  d'un  système  quelconque 
dans  l'espace.  On  trouvera  une  dlipse  d'inertie  au  lieu  de 
l'ellipsoïde,  en  portant  sur  chaque  droite  rayonnant  k  partir 
d'un  poiit  une  longueur  inversement  proportionnelle  à  ta 
racine  carrée  du  moment  d'inertie  qui  correspond  à  cette 


Diglizecl  .y  Google 


droite  ;  et'sî  l'on  fait  la  «onsiruction  au  centre  de  gravité  desi 
points,  on  obtiendra  l'ellipse  centrale  d'inertie  *. 

Soient  Xf  et  t/i  les  coordonnées  rectangles  d'un  point  du  sys- 
tème, m,  sa  masse.  Nous  supposerons  que  l'origine  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  du  système,  et  que  les  axes  sont  di^ 
rigès  suivant  les  axes  principaux  de  l'ellipse  centrale,  ce  qui 
entialne  les  relations  : 

Cela  posé,  soit  y  =  Ax-HB 

l'équation  d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  laquelle  on' 
demande  que  le  moment  d'inertie  du  système  soit  identique' 
au  moment  d'inertie  des  trois  points  cherchés.  Comme  on 
peut  prendre  les  distances  parallèlement  à  une  direction  quel- 
conque, nous  simplifierons  la  solution  en  les  prenant  de  part 
et  d'autre  parallèles  à  l'axe  des  y,  La  somme  cherchée  sera 
pour'  le  Système  proposé 

I»i,(!h-A«i-B)f=.Iii.,j,«  +  à«Im,*^+B"l. 

en  appelant  H  la  masse  totale,  et  en  tenant  compte  des  rela- 
tions écrites  plus  haut. 

Si  l'on  désigne  par 
■     ■■  m,    •.    y. 

m-,    *',    ^, 
■•■,*•.   y» 

les  masses  et  les  coordonnées  des  trois  points  cherchés,  le 
moment  d'inertie  oblique  de  ces  trois  points  par  rapport  A.  la 
même  droite  sera  la  somme 

"■(ï-A*-B)'  +  »'{y-A»'-Bl'+m-(ï'-Aï*-B)^ 

=  (iiiif>  +  "ï"+"V)  +  A' ("''  +  »'''"  +  »'"*")+ B'{'»  +  »^  +  »0 
-SA(Bwy-|-m'i'y'+»i'j-y't-8B(Mï  +  »ty-|-M'y')+2AB(«u:'+«'i+m'*^, 

et  il  7  aura  identilé  entre  cette  somme  et  la  sommé  analogue 
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632  VOIBITS 

relative  au  premier  système,  si  l'on  pose  les  six  équations 

mx'  +  m'x''  +  m'x"=S  m(*i», 

«  +  m'  +  m'  =  M. 

nuy  +  M'«y  +  »i'j:'y'  =  B. 

my  +  m'y'  +  «V  =  0, 

mx  +  mf*'  +  m'x"  =9. 

On  a  donc  six  équations  entre  9  incooQues.  Trois  sont  donc 

arbitraires.  Nous  choisirons  ces  arbitraires  de  manière  à  sim- 
plilier  le  plus  possible  la  solution.  Nous   ferons  pour  cela 

)n=:m'  =  m':=  ïïM,  ce  qui  revient  à  égaliser  les  masses  des 

trois  points.  11  ne  restera  plus  alors  qu'une  arbitraire. 
Remarquons  que  les  six  équations  de  condition  expriment 
que  tes  trois  points  cherchés 
et  le  système  donné  ont  la  même 
ellipse  centrale  d'inertie.  Cette 
remarque  nous  permettra  d'a- 
chever géométriquement  la  so- 
lution, en  étudiant  l'ellipse 
d'inertie  d'un  système  formé 
par  trois  masses  égales  i  m, 
placées  aux  trois  sommets  d'un 
tinangle  quelconque  ABC. 
Fig.  m.  '   Le  centre  de  gravité  des  trois 

masses  est  au  point  0  où  se 
coupent  les  trois  médianes  Al,  BK,  CL.  Cherchons  le  moment 
d'inertie  normal  par  rapport  k  l'une  Al  de  ces  médianes.  Co 
moment  d'inertie  s'obtiendra  en  formant  la  somme 

mxCt'  +  «xiiK*  =  SMxirï*, 

des  produits  de  la  masse  m  par  les  carrés  des  distances  ^ales 
CE,  BF,  des  points  6  et  C  à  la  droite  Al.  ^our  évaluer  la  dis- 
tance CE>  observons  que  CE  est  la  hauteur  d'un  triangle  AlC, 
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B-itiiBnB.  m 

qui  a  poar  base  la  médiaoe  AI»  et  qui  est  la  moitié  du  triangle 
donné.  Si  donc  on  appelle  S  l'aire  du  triangle  ABC,  on  aura 

1  CK  X  il  =  1  s. 

et  par  conséquent 

CB  =  -1  =  1^, 

en  observant  que  OA  est  les  =  de  la  médiane  totale  AI.  Le  mo- 
ment d'inertie  des  trois  masses  m  par  rapport  à  Ai  est  donc 

égala 


de  même  le  moment  d'inertie  par  rapp  rt  â  BK  est  a  m  ~ 

et  par  rapport  k  Cl,  gtn  ^=s;  ce  qui  revient  à  dire  queie* 

momentê  d'inertie  normaux  par  rapport  aux  trot»  médianeê' 
éotU  inversement  proportionnels  aux  carré»  de»  distance» 
OA,  OB,  OC  du  centre  de  gravité  aux  sommets. 
'  Pour  construire  l'ellipse  centrale  d'inertie  on  doit  porter  i 
parlir  du  point  0,  sur  chaque  direction  OA,  une  longueur  în- 
versemenl  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  moment  d'i- 
nertie cori  espoiidant  à  cette  direction  ;  on  devra  donc  porter 
sur  les  trois  droites  OA,  OB,  OC,  des  longueurs  proportion- 
nelles à  ces  quantités  OA,  OB,  OC  elles-mêmes,  et  comme  l'é- 
cbelle  de  l'eUipsc  d'inertie  est  ariiîti'aire,  rien  n'cmpôche  de. 
prendre  OA,  OB,  OC  pour  les  rayons  de  l'ellipse  clieidiée; 
eile  tera  alors  circontcrite  au  triangle  donné.  I.e  point  0  en 
étant  le  centre,  on  aura  sur  te  champ  trois  autres  points 
A',  B*.  C  en  prenant  OA'  =  OA,  OB'  =  OB,  OC  =  OC  ;  de  plus 
la  corde  BC  est  coupée  au  point  1  en  deux  parties  égales  par 
le  diamètre  AA';  les  directions  BC  et  AA'  sont  donc  des  direc- 
tions conjuguées. 
Si  l'on  considère  l'ellipse  comme  la  projeclion  orthogonale 
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d'un  cercle,  le  triangle  ABC  insci^itdans  TcUipsesera  la  pno- 
jection  d'un  triangls  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle.      ..  . 

Etant  donné  un  système  de  points  matériels  situés  tous 
dans  un  plan,  si  l'on  veut  y  substituer  un  système  équivalent 
de  trois  points  de  masse  égale,  it  sufiira  donc  de  construire 
l'ellipse  centrale  d'inertie  à  une  échelle  arbitraire,  puis  d'in- 
scrire dans  celte  ellipse  ^n  triangle  ayant  sou  sommet  en  un 
point  A  quelconque  de  la  courbe,  et  pour  cdté  opposé  BC,  la 
<jorde  eonjuguée  au  diamètre  AO,  menée  au  point  I,  milieu  du 
prolongement  OÀ'  du  rayon  OA.  Le  triangle  ainsi  obtenu 
est  semblable  au.  triangle  cherché,  et  semblablement  placé 
par  rapport  au  point  0,  et  il  suffira  d'un  changement-  d'ér' 
chelle  pour  obtenir  le  triangle  déûnitir. 

On  peut  observer  qile  les  aires  de  tous  les  triangles  ABC, 
inscrits  dans  ta  même  ellipse  sont  égales  ;  cela  résulte  im- 
médiatement de  ce  que  ces  triangles  sont  tous  la  projection 
d'un  même  triangle  équilatèral. 

Parmi  toutes  tes  solutions  contenues  dans  l'énoncé  précé- 
dent, il  y  en  a  une  qui  est  la  plus  simple  de  toutes.  Elle  con- 
siste à  placer  le  point  A.en  un  point  de  l'un  des  axes  princi- 
paux d'inertie  ;  alors  la  corde  BG  est  perpendiculaire  à  OA,  et! 
le  triangle  ABCasescdtés  AB,  AC  égaux.  La  solution  re- 
luealà  faire 

*.=      *.       ï  =  o, 
**  --V      »  =  *. 

et  à  déterminera  etk  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 
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579.  Passons  au  même  problème  dans  l'espace,  et  prenons 
encore  pour  axes  coordonnés  les- trois  axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïde central  d'inertie.  Nousauronsà  chercher  les  positions 
qu'il  faut  assigner  à  quatre  poiiU$  tels,  qu'il  y  ait  équivalence, 
au  point  de  vue  des  moments  d'inertie,  entre  <x&  4  points 
et  le  système  donné.  Si  l'on  prend  pour  plus  de  simplicité  les 
distances  à  un  plan  parallèlement  à  une  direction  fixe,  celle 
do  l'axe  des  z  par  exemple,  et  qu'on  représente  pfu* 

I  =  jLt  +  By  +  c 

l'équation  d'un  plan  quelconque,  la  somme  des  moments  d'i- 
perlie  obliques  par  rapport  à  ce  pian  sera 

ï  ni(  (ai  —  A2j  —  By,  —  q' 
>c  S  M^i>  +  1*  S  m,  X,*  +  B*  S  n,  y,*  +  CV. 

en  désignant  par  x^ ,  y„  z„  les  coordonnées  et  par  m  la  masse 
d'un  point  du  système  donné,  et  par  M  la  masse  totale.  Les 
sommes  z  nij  J^r  ÎTh  z  m,  yi  z„  z  m,  Xi  z,,  i  m,  x„  z  tn,  yj,  z  m,  Si 
sont  nulles  k  cause  du  choix  des  axes. 

Appelons 

«'.    ^z.    ï-,    »', 

m-,        X-,        y»,        1-, 

m",      f.      y,     ^. 

les  masses  et  les  coordonnées  des  quatre  points  cherchés.  R 
suffira  de  poser  les  relations 

BU*  +  ji^e*  +  m't^  -T-  «"s*^  =  2  m,  »,*, 
«*•  +  m-i^  +  in'x«  +  W"^"  =i  ïi  m,  I,',, 
■ij»  +  m'y^  +  M'y"  +  ni"y^  =  S  m,  y,', 
n  +  «'  +  m'  +  fn"  =  II, 
ncy  +  mY/  +  m'i-j"  +  «■'■«"y"  e  0, 
mys  +  m'y'»'  +  m'y-a*  +  m-'y"»"  =  0. 
mx%  +  «Vi'  +  m' fi'  +  m-ifi.-'  =  0, 
mx+  M'i-  +  m'i'  +  »i"jf  =  0, 

"•y + ■'y' +  "^y*  +  «"y" = 0. 

m>  +  mV  +  m"»' +  m-'a"' =  8, 

ce  qui  fait  en  tout  10  équations  pour  déterniiner  16  Incon- 
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nues.  Nous  pouvons  donc  y  joindre  6  relations  arbitraires.  Fai- 
sons d'abord  m  =  m'=m'=m'",  ce  qui  donneS  relations: 
il  en  restera  encore  3  dont  on  peut  disposer.  Le  problème, 
même  en  supposant  les  masses  égales,  est  susœpliblc  d'une 
infinité  de  solutions.  Sans  donner  la  solution  générale,  nous 
indiquerons  ici  une  solution  simple  qui  comporte  encore  un 
certain  degré  de  génératilè. 
Prenons  4  points  A.,  B,  G,  D,  tels  que  A  et  B  soient  les  deux 
extrémités  d'une  droite 
finie  A  B,  située  dans  un 
plan  parallèle  au  plan 
ZOY,  et  dont  le  milieu  I 
soit  sur  l'axe  OX.  Dans 
un  plan  parallèle  k  ZOT, 
situé  de  l'autre  cèté  de  l'o- 
rigine par  rapport  au  point 
I,  et  à  la  même  distance 
01'  =  01,  menons  une 
droite  finie  CD,  dont  le 
milieu  r  soit  sur  l'axe  Oî  :  les  extrémités  C  et  D  de  cette 
droite  seront  nos  deux  derniers  points.  Si  l'on  fait  le  tableau 
des  coordonnées  des  4  points  A,  B.  C,  D,  on  aura  pour  le 
point 


A 

» 

_ 

01  =  ».        y     =IA'  =  A. 

D 

x" 

=E 

h                   ,-=_*, 

C 

«* 

= 

-A                   y=C'C  =  -p 

D 

.*• 

>= 

-*                    !r  =  P. 

On  en 

déduit  les  identités 

ï+y  +  a^+x-s» 

ï-t-y'+îr+jr'-o 

«+î'  +  *'  +  »"=0 

rï  +  xy+*-y'  +  ^jr  =  0 

la  +  l'a'  +  xV  +  x-i"  =  S 

Quant   à  la  sixième  somme  qui  devrait  être  nulle,  elle 
devient 
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cl  elle  s'annule  si  l'on  assujettit  les  arbitraires  k,  n,  p,  l^  k 
la  condition 

Si  l'on  suppose  cette  condition  remplie,  on  aura  à  satisfaire 
aux  trois  équations 

^  +  ^ + ^  +  »"•  =  s  («1 + C)  =  1^^!-^. 

La  première  équation  détermine  l'abscisse  h.  Les  deux  sui- 
vantes assujettissent  &  deux  nouvelles  conditions  les  4  coor- 
données inconnues  i  cl  p,  n  et  /.  L'une  d'elles  reste  donc  ar> 
bitraire.  Si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  équa- 
tions 

il  vieni 

etpuisqueAn — pl^Q,  on  en  déduit 


<  Sm,vi*Sinj»<* 


Imaginons  qu'on  décrive  deux  cercles  dans  le  plan  ZOV.da 
point  0  comme  centre,  avec  des  rayons 


On  pourra  regarder /c  et;»  comme  les  coordonnées  d'un 
point  du  premier  cercle,  et  n  et  I  comme  les  coordonnées  d'un 
point  correspondant  sur  le  second  ;  et  si  l'on  pose 
AsRcotf  n  =  W  VK  \ 
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ta  ^Uaidn  ^— p/=:0  donne 

nB'(e(»9eos<^  — linf  «in^F]  ■•  RH'eoi  (« -l-f)  ^0, 

desortequelesanglesf  et  tti  sont  complémentaires  i  on  pourra 
donc  iàire  'l'  =:  r  —  7,  et  la  solution  sera,  avec  une  arbitraire, 

t  =  R  eus  f ,  M  =  S'  lin  f , 

j>  ^  R  sio  f,  /  =  K'  «s  f 

Le  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  4  points  A,BX,D,  a  dd 
voIhk  constant,  quel  que  soit  f .  Le  sextuple  de  ce  volume 
est  en  dU,  donné  par  le  déterminant 


i*  y  *• 
x^  y"  ."  I 


8fct«  +  v). 


produit  constant  et  égal  à 

— ^v/Ei«ji»x2  »>,y>XSn,»,», 

fonction  où  n'entre  plus  rien  d'arbitraire,  «t  qui  est  symé- 
trique par  rapport  '«ux  trois  coordonnées.  Ou  tcouvera  donc 
toujours  le  mâme  volume,  quel  que  soit  l'axe  principal  sur 
lequel  se  fera  la  conslniction  indiqut^. 

L'une  des  plus  simples  manières  de  satisfaire  aux  conditions 
proposées  est  de  placer  les  deux  points  A.  et  B  dans  la  plan 
XOy,  et  les  deux  points  G  et  D  dans  le  plan  ZOX,  ce  qui  re- 
vient à  faire  n  =0  et  p  =  0,  ou  bien  ^  ^  0. 

On  démontre  facilement  qu'étant  donné  un  système  maté- 
riel, les  plans  par  rapport  auxquels  les  moments  d'inertie 
normaux  du  système  ont  une  valeur  donnée  imT*,  sont 
tangents  à  une  surface  du  second  degré,  dont  réquation, 
rapportée  aux  plans  principaux  d'inertie,  est 

i  '^         ,         y*         ,  *'         -t 

les  sommes  indiquées  se  rapportant  aux  coordonnées  des  points 
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donnés'.  Cetto  — «fate  est  un  ellipsoïde  réel,  quand  la 
somme  donnée  z  mr'est  stipériMRàb  plus  grandedes  trois 
sommes  z  mr*,  z  my',  z  ttu*.  C'est  une  stnimm  dlipsoidale 
imaginaire,  lorsqu'on  fait  z  mr*  =  0.  Elle  a  alors  poor  é|wi- 
tion 

j«  ^  t»    _ 

■       si^  "**  r^  "*■  sis? — — *• 

Cette  surface  imaginaire  est  la  reprétentatioti  imaginaire 
(imaginSreê  Bild)  du  système,  d'après  la  définition  de 
ÈcssG. 

1  Od  IrouTera  U  démoaslratioa  de  es  Ihéorinu  dans  notre  CompUimat  du 
(Ouri  danalytê  de  FÈcoU  préparatiàr»  à  Ptxternai  dt  CÉeoU  des  poaU  tt 
tliaauéei,  Pirii,  Duuod,  1879,  p.  fll. 
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